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Θεώρημα 182-- 111 


679. Ἐὰν μία γωνία ΓΒΔ στρέφεται περὶ τὴν κορυφήν της Β, κει 
μένην ἐπὶ τῆς διχοτόμου μιᾶς σταϑερᾶς γωνίας Α παραπληρωματικῆς 
αὐτῆς, αἱ τομαὶ τῶν πλευρῶν τῆς μετὰ τῶν πλευρῶν τῆς σταϑερᾶς γω- 
νίας δρίζουν μήκη ΑΓ, ΑΔ ἔχοντα ἄθροισμα σταϑερὸν (Σχ. 402). 

Πρόκειται περὶ ἄλλης διατυπώσεως τῆς προηγουμένης προ- 
τάσεως. 

Θεώρημα 138 


680. Ἢ ἀπόστασις τυχόντος σημείου τῆς περιγεγραμμένης εἰς ἰσόπλευ- 
ρὸν τρίγωνον περιφερείας ἀπὸ τῆς μιᾶς κορυφῆς αὐτοῦ εἶναι ἴση μὲ τὸ 
ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων τοῦ σημείου ἀπὸ τῶν δύο ἄλλων κορυφῶν. 

Πρέπει νὰ δειχθῇ: ΜΓ -ΞΞΘΜΑ - ΜΒ. 

1η ᾿Απόδειξις. Διὰ τῆς κορυφῆς Α φέρομεν τὴν ΑΔΕ παράλλη- 
λον πρὸς τὴν ΜΒ, καθὼς καὶ τὰς χορδὰς ΕΒ, ΕΓ. ᾿Επειδὴ τὰ 
τρίγωνα ΑΔΜ, ΕΔΓ εἶναι ἰσόπλευρα, θὰ ἔχωμεν ΔΜ ΞΕ ΑΜ, 
ΔΓ -ΕΕΓ-- ΒΜ (ἐκ τοῦ παραλληλογράμμου ΕΒΜΔ) καὶ ἑπομέ- 
νως ΜΓ -- ΜΔ - ΔΓ -ΞΜΑ ΜΒ. 


Α 


τ 


Σλ. 403. Σς:. 104. 


Θ81. θα ᾿Απόδειξις. Δυνάμεθα νὰ βασισθῶμεν ἐπὶ μιᾶς προτά- 
σεως τοῦ Π| Βιβλίου, τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Πτολεμαίου. 

Εἰς τὸ ἐγγεγραμμένον τετράπλευρον ΑΒΔΓ (Σχ. 404), τὸ γινό- 
μενον αμ τῶν διαγωνίων ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν γινομέ- 
νῶν τῶν ἀπέναντι πλευρῶν (8 1209), ἢ 


ἀμξξεαρ-Γασ δηλ: μεΞρ-Ἐσ. 
Θεώρημα 194 


682. Ἕστωσαν Α, Β, Γ,, ἃ, Ε αἱ κορυφαὶ ἑνὸς κανονικοῦ πενταγώνον 
ἐγγεγραμμένου εἰς περιφέρειαν καὶ Μ τυχὸν σημεῖον τοῦ τόξου ΑΕ. Νὰ 
δειχϑῇ ἡ σχέσις: ΜΒ -- ΜΔ --Ξ ΜΑ - ΝΥ - ΜῈ (Ν. Α. 1816, σελ. 388). 


Διὰ τῆς κορυφῆς Α φέρομεν τὴν ΑΖ παράλληλον πρὸς τὴν ΜΔ’ 
λαμβάνομεν 
ΔΖ ΞΞΑΜ -Ξ-Μι, 
ἐπειδὴ τὸ τρίγωνον ΑΜΙ εἶναι ἰσοσκελές. Πράγματι, τὸ μέτρον τῆς 


ΜΕΔΖ ΜΕ 
γωνίας ΜΑΙ εἶναι ἘΠ 5.ΞΞ ἢ 55 δηλ. τὸ πέμπτον τῆς περιφε- 


Τεωμεερία 2Ὸ 
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ρείας καὶ τὸ μέτρον τῆς γωνίας ΑΙΜ ἴσον πρὸς 


““5- 
ΒΓ2--Αν 


ΡῚ , 


πέμπτον πάλιν περιφερείας. 'Επομένως ἱἹΜ-- ΑΜ. 
Φέροντες διὰ τῆς κορυφῆς Ε τὴν εὐθεῖαν ΕΘ παράλληλον πρὸς 


τὴν ΜΒ καὶ ἀναλόγως συλλογιζόμενοι, 
εὑρίσκομεν ΒΘ -- ΜΕ -- ΜΚ καὶ ἐπομέ- 
νως ΓΘΞΕΑΜ-:-- ΔΖ. 

Εἶναι λοιπὸν τὰ τετράπλευρα ΗἸΒΘ, 
ΗΙΜΚ, ΗἩΖΔΚ παραλληλόγραμμα καὶ ἡ 
σχέσις τῆς ἐκφωνήσεως 


ΜΒΈΜΔ.:ΜΑΈἝἜΜΓΞΈΜΕ 
ἀνάγεται εἰς τὴν 
(ΗΚ-ἨΘ)-Ἐ(ΗΙ -ἘΗΖ)Ξ ΜΑ-ΈΜΓ-ΕΜΕ 
ἡ ὁποία πάλιν, ἐπειδὴ ΗΚΞ-᾿ ΜΑ,Η]ΞΞΜΕ, 
ἀνάγεται εἰς τὴν ΗΘ -ἘΠΖ-Ξ ΜΓ. 


Τὸ τρίγωνον ΕΗΖ εἶναι ἰσοσοκελὰς 
ἐπειδὴ ἕκαστον τῶν τόξων ΑΕ καὶ ΘΖ 


ἰσοῦται πρὸς τὸ πέμπτον τῆς περιφερείας: ἄρα ΗΘ --ΗΖ ΞΞΕΘ. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου ΕΘ -Ξ- ΜΓ, ἐπειδὴ ἑκάστη τῶν χορδῶν αὐτῶν ὑποτεί- 
νει ἴσα τόξα, τὰ ΕΔΓΘ καὶ ΓΒΑΜ. Ἑπομένως 


ΗΘ-ΉΖ-- ΜΓ, 


Τὸ θεώρημα εἶναι γενικὸν καὶ ἀποδεικνύεται εὐκόλως διὰ τῆς 
Τριγωνομετρίας. Ἢ γενική του διατύπωσις εἶναι ἡ ἀκόλουθος: 


682 α. Θεώρημα. "Ἔστω κανονικὸν πολύγωνον περιττοῦ πλήϑους 


καὶ ἡ δεικτέα σχέσις 


πλευρῶν᾽ τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων 
ἑνὸς τυχόντος σημείου τῆς περιγεγραμ- 
μένης περιφερείας ἀπὸ τῶν κορυφῶν 
ἀρτίας τάξεως εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τῶν κο- 
ρουφῶν περιττῆς τάξεως. 

᾿Ιδοὺ ἡ γεωμετρικὴ ἀπόδειξις διὰ 
τὸ κανονικὸν ἑπτάγωνον : 

Φέρομεν τὴν ΑΡ παράλληλον 
πρὸς τὴν ΜΖ καὶ τὰς ΑΣ, ΘΡ, πα- 
ραλλήλους πρὸς τὴν ΜΕ. ᾿Εκ τῆς 
ἰσότητος τῶν τόξων ΑΜ καὶ ΣΕ, 
ΜΘ καὶ ΕΡ, λαμβάνομεν : 


ΑΡ-- ΜΓ; ΑΣ--μλδ, ΘΡ-Ξ ΜΒ 


ΜΑΞ-ΈΜΓΞΜΕ- ΜΘ -- ΜΒ.ΈΕΜΔ-ΈΜΖ, 


ἀνάγεται εἰς τὴν 


ΜΑΈ(ΑΡ -Ξ αἱ -ΕἸΡ) Ἐ(ΜΚ Ἐ ΚΕ) ἘΜΘ τ 
Ξ- (ΘΡ -- ΘΛ- ΔΡ) Ἐ(ΜΙ- ΙΗ - ΗΔ) -ἘΜΖ. 
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Τὰ τρίγωνα ΑΜΙ, ΜΘΛ, ΑἸΙΗ εὐκόλως ἀποδεικνύονται ἰσο- 
σκελῆ᾽ ἄρα 
ΜΑΞ-Ξ-:Μῖὶ, ΜμΜθΘ-:εθλ, ΙΑ ΞΞΙΗ. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, τὰ τετράπλευρα ΜΙΡΖ, ΛΛΡΚ εἶναι παραλληλό- 
γράμμα’ ἄρα 
ΙΡ-ΜΖ, ΚΜ-Ξ-Ξ--ΛΡ. 


Τὰ τραπέζια ΑἩΚΜ, ΑΣΕΜ εἶναι ἰσοσκελῆ, τὸ δὲ ἩΣΕΚ πα- 
ραλληλόγραμμον' ἄρα ει ΞτῶςΣ 


Τὸ τρίγωνον τέλος ΗΔΣ εἶναι ἰσοσκελές" ἄρα 
ΚΕΞΞΕΗΣ -Ξ- ΗΔ 


καὶ ἡ σχέοις (α) ἀποδεικνύεται ἐκ τῆς ἰσότητος ὅρου πρὸς ὅρον 
εἰς ἕκαστον τῶν μελῶν της. 


Σημείωσις. Ἢ γενίκευσις τοῦ Θεωρήματος ὀφείλεται εἰς τὸν 
σμαάμ (Ν. Α., 1876, σελ. 384). Διὰ τὸ κανονικὸν πολύγωνον Ζ2ν-ἴ 
πλευρῶν θὰ ἔχωμεν 


Δι ἜΛ. Λε τΕ νυ λει πες Ἐ λι Ἐ οὐνν λιν. 
Θεώρημα 135 


Θ83. Διαιροῦμεν μίαν ἡμεπευ φέρείαν, διαμέτρου ΑῊἩ, εἰς περιττοῦ 
πλήϑους ἴσα τόξα λ. χ. εἰς ἑπτὰ διὰ τῶν σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Θ, Η. 
Διὰ τῶν σημείων διαιρέσεως φέρομεν πα- 
φαλλήλους πρὸς τὴν διάμετρον ΑἩ καὶ 
συνδέομεν τὸ κέντρον Ο πρὸς τὰ μεσαῖα 
σημεῖα ἀ καὶ Ε. Νὰ δειχϑῇ ὅτι τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν τμημάτων ΔΕ, ΛΕ, ΜΝ, ἅτινα 
ἀποτέμνονται ἐπὶ τῶν παραλλήλων ὑπὸ 
τῶν εὐθειῶν Οἀ καὶ ΟΕ, ἰσοῦται πρὸς 
τὴν ἀχτῖνα. ([6 Οοϊπίε, Ν. Α. 1842, 
σελ. δ08). 


Πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι 
ΔΕ ἘΚΛΈΜΝ ΞΕΕ. 
Θεωροῦμεν τὰ συμμετρικὰ πρὸς τὴν . 
ἀλη πο νὰ ἐαγον υ Γ΄, Β΄ τὸν ση- Σα. 407, 


μείων καὶ φέρομεν εὐθείας κατὰ τὸ σχῆμα. Ἔχομεν 
προφανῶς 


ΔΕ-ΞΞΟΡ, λ-τσξείι ΡΠ, μΝνΝ ΑΠ. 
'Ἐπομένως ΔΕ-ἘΚΛΈΜΝ ΞΞ Ε. 


Σημείωσις. Τὸ ἔργον τοῦ [,ε (οἰπίε: Μαϑήματα ἐπὶ τῆς ϑεωρίας 
τῶν κυκλιχῶν συναρτήσδων καὶ τῆς Τριγωνομετρίας (1858), περιέχουν 
μέγαν ἀριθμὸν ἀσκήσεων Τριγωνομετρίας, εἴτε ἀνεκδότων, εἴτε 
ἐρανισμένων ἐκ τῆς ὕοινηπαὶ ἀο Ονεϊίε. 
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Καμπυλόγραμμα πολύγωνα 


684. Τὰ ἐπίπεδα καμπυλόγραμμα πολύγωνα δηλ. τὰ πολύγωνα 
τὰ ἀποτελούμενα ἐκ τόξων κύκλων κειμένων ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέ- 
δου, παρουσιάζουν μέγα ἐνδιαφέρον, ᾿Επειδὴ ἡ σπουδὴ αὐτῶν 
δύναται νὰ μᾶς ὁδηγήσῃ εἰς ἀνεύρεσιν θεωρημάτων, τὰ ὁποῖα 
ἀληθεύουν καὶ διὰ πολύγωνα μὲ πλευρὰς τόξα μικρῶν κύκλων ἐπὶ 
σφαιρικῆς ἐπιφανείας, ἀκριβῶς ὅπως πολλαὶ ἰδιότητες τῶν εὐ- 
θυγράμμων τριγώνων ἰσχύουν καὶ διὰ σφαιρικὰ τρίγωνα μὲ πλευ- 
ρὰς τόξα μεγίστων κύκλων ἐπὶ τῆς σφαίρας. 

ΑΙ σχετικαὶ πρὸς τὰ σχήματα αὐτὰ προτάσεις εἶναι ἀρκετὰ 
ἁπλαῖ ὥστε νὰ μὴ ἀπαιτοῦν παρὰ τὰς γνώσεις τῶν δύο πρώτων 
βιβλίων τῆς Γεωμετρίας:" ἐν τούτοις ἡ σπουδή των πολὺ εὐκολύνεται 
διὰ τῆς ἐφαρμογῆς τῆς μεθόδου τῆς ᾿Αντισεροφῆς (Μέϑοδοι, 8. 217). 

Εἰς τὴν΄ παροῦσαν ἔκδοσιν (5ην) παραλείπομεν τὰ σχετικὰ πρὸς 
καμπυλόγραμμα πολύγωνα θεωρήματα (8 685 ἕως 697), διατη- 
ροῦντες μόνον τὸ Θεώρημα τοῦ Μίφιιεὶ ἐπὶ τοῦ καμπυλογράμμου 
τριγώνου, τοῦ σχηματιζομένου ὑπὸ τῶν τόξων τριῶν κύκλων διερ- 
χομένων διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου.Τοῦτο ὅμως θὰ ἀναφέρωμεν εἰς τὴν 
φυσικήν του θέσιν, εἰς τὸ κεφάλαιον ἐπὶ τῆς ᾿Αντισεροφῆς (8. 1342, μ).- 


Κύκλος πεοιγεγραμμένος εἰς πολύγωνον 


698. Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τέσσαρα σημεῖα εὑρίσκονται ἐπὶ 
μιᾶς περιφερείας, ἀρκεῖ νὰ διαπιστώσωμεν ὅτι τὸ τετράπλευρον μὲ 
κορυφὰς τὰ σημεῖα αὐτὰ εἶναι ἐγγράψιμον. 

Τὸ ὀρθογώνιον παραλληλόγραμμον, τὸ ἰσοσκελὲς τραπέζιον 
καὶ πᾶν τετράπλευρον μὲ ἀπέναντι γώνίας παραπληρωματικὰς εἴ- 
ναι ἐγγράψιμα εἰς: κύκλον. ᾿Εὰν τὸ πολύγωνον ἔχῃ περισσοτέρας 
κορυφὰς ἀπὸ τέσσαρας, τὸ δυνατὸν τῆς ἐγγραφῆς του εἰς κύκλον 
ἀνάγεται εἰς τὴν ἐξέτασιν τοῦ ἰδίου ζητήματος διὰ τὰ τετρό- 
πλευρα εἰς ἃ δύναται νὰ διασπασθῇ. 


699. Ὁμοκυκλικὰ σημεῖα. Συγκχυκλικὰ ἢ ὁμοκυκλικὰ σημεῖα ὀνο- 
μάζονται τέσσαρα ἢ περισσότερα σημεῖα ἐὰν ἀνήκουν εἰς τὴν αὐ- 
τὴν περιφέρειαν. 

ἋἪ ὀνομασία αὕτη, εἰσαχθεῖσα ὑπὸ τῶν Αγγλων γεωμετρῶν, 
ἀπαντᾶται συχνὰ εἰς τὴν Νεωτέραν γεωμετρίαν τοῦ τοιγώνου'. 


Θεώρημα 138-- 


700, ᾿Ἐὰν αἱ διαγώνιοι ἑνὸς τετραπλεύρου τέμνωνται ὀρϑογωνίως, 
τὰ μέσα τῶν πλευρῶν του εὑρίσχονται ἐπὶ μιᾶς περιφερείας. 

᾿Επειδὴ τὸ τετράπλευρον τῶν σημείων αὐτῶν εἶναι ὀρθογώνιον 
παραλληλόγραμμον, ἀφοῦ αἱ πλευραί του εἶναι παράλληλοι πρὸς 
τὰς διαγωνίους. 


Θεώρημα 1388-- ΙΧ 
701. Αἱ κορυφαὶ Β, Γ' ἑνὸς τριγώνου ΑΒΓ΄, τὸ κέντρον τοῦ ἐγγε- 


γραμμένου κύκλου καὶ τὸ κέντρον τοῦ παρεγγεγραμμένου εἰς τὸ τρίγω- 
γον καὶ εἰς τὴν γωνίαν Α κύκλου, εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς περιφερείας. 
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Αἱ διχς τόμοι, πράγματι, ΒΙ, ΒΔ τῶν παραπληρωματικῶν γω- 
νιῶν ΑΒ, ΓΒΕ εἶναι κάθετοι ἐπ᾿ ἀλλήλας, καθὼς καὶ αἱ εὐθεῖαι 
[Γ καὶ ΓΔ' ἡ περιφέρεια, ἑπομένως, μὲ 
διάμετρον ΙΔ διέρχεται διὰ τῶν Β καὶ Γ. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ κέντρον Ο τοῦ κύ- 
κλου ΙΒΔΓ εἶναι τὸ μέσον τοῦ τόξου ΒΟΓ 
τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ 
τρίγωνον ΑΒΓ. 

2) Τὸ ἥμισυ τῆς ἀποστάσεως ἰΔ τῶν 
κέντρων 1 καὶ Δ τοῦ ἐγγεγραμμένου καὶ 
παρεγεγραμμένου κύκλου εἰς τὸ ΑΒΓ, 
εἶναι ἴσον ΤΕΣ τὴν χορδὴν τοῦ ἡμίσεος 
τοῦ τόξου ΒΟΓ: [ΙΟ ἢ ΔΟ--ΒΟ ἢ ΓΟ 
(8 735 καὶ 816 Παρ, σις). 


Θεώῤημα 138--Χ 


702. 'Ἐὰν ἐκ τοῦ μέσου Γ τοῦ τόξου ΑΒ φέρωμεν χορδὰς ΓΖΔ, 
ΓΘΕ, τεμνούσας τὴν χορδὴν ΑΒ εἰ τὰ Ζ καὶ Θ, τὰ τρίγωνα ΓΖὰ καὶ 
1 ΔῈ εἶναι ἰσογώνια καὶ τὸ τετράπλευρον ΔΕΘΖ ἐγγράψιμον. 


Θεώρημα 1398- ΧΙ 


702 α. Ἕν εὐθύγραμμον τμῆμα ΑΒ κινεῖται εἰς τρόπον, ὥστε τὰ 
ἄκρα του ἃ καὶ Β νὰ γράφουν δύο τεμνομένας εὐϑείας ΟΧ, ΟΥ̓́. Δεί- 
ξατε, ὅτι ἡ περιγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον ΑΟΒ περιφέρεια ἔχει στα- 
ϑερὰν τὴν ἀκτῖνα. 


Τὸ τόξον ΑΟΒ εἶναι τόξον κυκλικοῦ τμήματος σταθερᾶς γω- 
νίας ΧΟΥ! ἡ ἀκτίς, ἄρα, τῆς περιφε- 
ρείας εἰς ἣν ἀνήκει εἶναι σταθερά. 

᾿Εὰν τὸ σταθεροῦ μήκους τμῆμα 
ΑΒ ὀλισθαίνῃ ἐπὶ τῶν πλευρῶν τῆς 
παραξλπβοματιεης τῆς ΧΟΥ γωνίας 
{Α8 -- ἔΓ-Δ), τὸ τόξον ΓΟΔ εἶναι τόξον 
κυκλικοῦ τμήματος γωνίας ἵσης πρὸς 
τὴν παραπληρωματικὴν τῆς ΧΟΥ. ᾿Ανή- 
κει ἑπομένως εἰς περιφέρειαν τῆς αὐτῆς 
ἀκτῖνος μετὰ τῆς προηγουμένης. 


Σημείωσις. Ἢ περιβάλλουσα τῶν πε- 
ριφερειῶν τῆς αὐτῆς ἀκτῖνος καὶ διερ- 
χομένων διὰ τοῦ Ο, εἶναι περιφέρεια ΠῚ 
μὲ κέντρον Ο, ἐνῷ ἡ περιβάλλουσα τῶν 
τμημάτων ΑΒ, ΓΔ τῆς προηγουμένης Σχ. 415 
ἀσκήσεως εἶναι μία καμπύλη μὲ τέσ- 
σαρα σημεῖα ἀνακάμψεως, ἀνάλογος πρὸς τὴν ᾿Αστροειδῇῆ (8 793 α). 

ἯἩ καμπύλη αὕτη ἔχει μέγα ἀριθμὸν ἐνδιαφερουσῶν ἰδιοτήτων 
καὶ ὑπῆρξε τὸ ἀντικείμενον διαφόρων μελετῶν. (Ν. Α. 1861 σελ. 
348 καὶ 351, )ερταπρεβ, -- 1874, σελ. 534. σημείωσις τοῦ Ἡκαΐίοπ ἐς 
16 (ουριίὲτς, -- 1875, σελ. 328, ἀρ. 2, Βαγϑατιπ). ᾿Επίσης Μαϊμεδὶϑ 
1900 σελ. 244, Οἴπο Γογία, σελ. 247, Νευδογρ. Ἡ γενικὴ καμπύλη 
τῆς 8 Τ02 α ἐμελετήθη εἰς τὰ Ν.Α. ὑπὸ τῶν Μετ]ίευκχ (842), 
σελ. 265, Τοδοβι τίμα! (1847), σελ. 260, Βουαϊεί ες 1847, σελ, 263, 
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Θεώρημα 139 


708. “Ἐν πολύγωνον εἶναι κανονικὸν ἐὰν εἶναι ἐγγράψιμον καὶ περι- 


Σχ. 419. 


Σχ. 420. 


γοάψιμον εἰς δύο ὁμοκέντρους περι- 
φερείας. 


Ἐπειδὴ τὸ πολύγωνον εἶναι πε- 
ριγράψιμον, ΟΜ ΞΞΟῸΝ καὶ αἱ δύο 
χορδαὶ ΑΒ, ΒΓ εἶναι ἴσαι, ὡς ἴσον 
ἀπέχουσαι τοῦ κέντρου Ο τῆς περι- 
φερείας μὲ μεγαλυτέραν ἀκτῖνα. 

Ἔκ τῆς ἰσότητος τῶν χορδῶν 
ἕπεται καὶ ἡ ἰσότης τῶν γωνιῶν. 


Θεώρημα 199--1 


704. Ἐὰν προεκτείνωμεν ἑχάστην 
πλευρὰν ἑνὸς κανονικοῦ πολυγώνου κατὰ 
τὴν αὐτὴν φορὰν καὶ κατὰ τὸ αὐτὸ μῆ- 
χος, τὰ ἄχρα τῶν προεχτάσεων εἶναι 
αἱ χκοσυφαὶ ἑνὸς κανονικοῦ πολυγώνου 
(Σχ. 419). 


Θεώρημα 139--1| 


706. Δίδεται ἕν κανονικὸν πολύγωνον 


περιττοῦ πλήϑους πλευρῶν λ. χ.. πεντάγω- 
νον, Προεχτείνομεν τὰ ἀποστήματα μέχρι 
τῆς πεοιγεγραμμένης περιφερείας καὶ λαμ- 
βάνομεν τὰς κορυφὰς ἑνὸς ἄλλου κανονι- 
κοῦ πενταγώνου ἴσου πρὸς τὸ πρῶτον. Δεί- 
ξατε ὅτι αἱ τομαὶ τῶν πλευρῶν ἀνὰ δύο 
τῶν δύο πολυγώνων εἶναι αἱ κορυφαὶ ἑνὸς 
κανονιχοῦ δεκαγώνον (Σχ. 420). 


Θεώρημα 140 
706. "Ἐὰν διὰ τῶν κορυφῶν ἑνὸς τρι- 


γώνον ΑΒΓ γράψωμεν τρεῖς περιφερείας, 


τεμνομένας ἀνὰ δύο ἐπὶ τῶν πλευρῶν κατὰ τὰ σημεῖα Δ, Ε,Ζ: 

1. Αι γραμμαὶ αὗται διέρχονται διὰ τοῦ σημείου Ο. 

2. Ἢ γωνία ΑΟΒ ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν γωνιῶν Γ καὶ Δ, ἡ 
ΒΟΓ τῶν Α καὶ Ε καὶ ἡ ΓΟΑ τῶν Β καὶ Ζ. 


1. Ἔστω Ο τὸ δεύτερον κοινὸν σημεῖον τῶν περιφερειῶν, αἵτι- 
νες διέρχονται διὰ τῶν Α καὶ Β. Ἕνεκα τῶν ἐγγεγραμμένων 


΄΄.- 
τετραπλεύρων τοῦ σχήματος, ἡ ΖΟΔ εἶναι παραπληρωματικὴ τῆς 


““ΟᾧἝἜ 
Α καὶ ἡ ΔΟΕ παραπληρωματικὴ τῆς Β. Καὶ ἐπειδὴ τὸ ἄθροισμα 
τῶν γωνιῶν περὶ τὸ Ο καὶ τῶν γωνιῶν Α,Β,Γ εἶναι 6 ὀρθαί, ἕπε- 
ται ἀμέσως ὅτι αἱ γωνίαι ΖΟΕ καὶ ἡ Γ εἶναι παραπληρωματικαί, 
δηλ. ὅτι τὸ τετράπλευρον ΓΖΟΕ εἶναι ἐγράψιμον καὶ κατὰ συνέ: 
πειαν ὅτι ἡ περιφέρεια ΖΓΕ διέρχεται διὰ τοῦ Ο. 


311 


2. "Απόδειξις τοῦ ὅτι ΒΌΓ ΞΕΑ -ἘῈ κλπ. 
,. ἃς παραστήσωμεν 2 ὀρθὰς γωνίας διὰ τοῦ γράμματος π. 
ἔχομεν 
ὑδὰς ᾿ Ἡ ΄Ν “΄ἷ 
ΒΌΓ --α΄ Ἐβ-εα Ἐβ, α--π-- (ΓΕ γ), βτ-π- (8- 8}: 


ἑπομένως Βὸγ-- π-- (8-.-ἢἡ),͵.. «-- (γ-Ἕ 8) --Α ΦΈ: 


δ, Ὧ5|; 


Παραιήρησις. Ἕκ τοῦ δευτέρου μέρους τοῦ ἀνωτέρω θεωρήμα- 
τος λαμβάνομεν τὸ ἑπόμενον πόρισμα καὶ τὸ ὁποῖον διατυποῦμεν 
εἰς θεώρημα ἕνεκα τῆς συχνῆς ἐφαρμογῆς του εἰς ζητήματα σχε- 
τικὰ μὲ τὸ μόνιμον κέντρον ὁμοιότητος (8 2476 κ. ἐπ.). 


Θεώρημα 140-- 


706 α. ᾿Ἐὰν ἕν τρίγωνον ΔΕΖ, ἐγγεγραμμένον εἰς δοϑὲν ἄλλο ΑΒΓ, 
εἶναι μεταβλητὸν κατὰ ϑέσιν καὶ μέγεθος ἀλλὰ παραμένει πάντοτε 
ὅμοιον πρὸς ἑαυτό, τὸ κοινὸν σημεῖον Ο τῶν περιφερειῶν ΑΔΖ, ΒΔῈ 
καὶ ΓΕΖ μένει σταϑερόν. 


σον 

Πράγματι, αἱ γωνίαι Α -ἘΕ κλπ. εἶναι σταθεραὶ καὶ τὸ σημεῖον 

Ο ὁρίζεται ὡς τομὴ τοῦ τόξου τοῦ κυκλικοῦ τμήματος ΒΟΓ, γω- 

ΙΧ 

νίας ΑἘΕ, καὶ τοῦ τόξου τοῦ κυκλικοῦ τμήματος ΓΟΑ, γωνίας 
ἣΊ ΦΧ 
Β8- Ζ. 

Σημείωσις. Τὸ δεύτερον μέρος τοῦ προηγουμένου θεωρήματος 

(8 706), καθὼς καὶ τὸ τόσον ἀξιοσημείωτον καὶ γόνιμον εἰς ἐφαρμο- 


γὰς πόριομα, ὀφείλονται καθ᾽ ἡμᾶς εἰς τὸν Νειθετρ (7.Μ0Ὲ., 1886, 
σελ. 152, πὸ 8 καὶ Ν. (ἰ. 1880, ἘΠ ΧΊ, σελ. 65, 72 κλπ.). 
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706 β. ᾿Επέκτασις. ᾿Εαν λάβωμεν ἐφ" ἑκάστης τῶν ἀκμῶν ἑνὸς τετραέ- 
ὅρου ὃν τυχὸν σημεῖον, αἱ τέσσαρες σφαῖραι, αἱ διερχόμεναι δι᾽ ἐκά- 
στῆς κορυφῆς καὶ τῶν σημείων τῶν κειμένων ἐπὶ τῶν ἀκμῶν, αἵτι- 
νες συντέμνονται εἰς τὴν κορυφὴν ταύτην, διέρχονται διὰ τοῦ αὐ- 
τοῦ σημείου (5. Ἀοδθοτ(5). 

(Διὰ τὴν ἀπόδειξιν : ΜαεμεΞῖ5, 1884, σελ. 16, ζήτημα. 45ον). 


Θεώρημα 140--Π 


,.706 γ ᾿Επὶ τῶν πλευρῶν ΑΒ, ΒΓ, ΤᾺ ἑνὸς τριγώνου λαμβάνομεν 
τρία τυχόντα σημεῖα Γ΄, Α΄, Β’ καὶ γράφομεν τοὺς κύκλους ΑΒ Γ΄, 
ΒΓ Α΄, ΓΑ’Β’, τέμνοντας κατὰ τὰ Δ, Ε. Ζ σημεῖα τρεῖς παραλλήλους 
εὐθείας διὰ τῶν Α, Β, Γ. Νὰ δειχϑῇ ὅτι τὰ σημεῖα Δ, Ε, Ζ καὶ τὸ κοι- 
νὸν σημεῖον Σ τῶν τριῶν περιφερειῶν εὑρίσκονται ἐπ᾽ εὐϑείας. (1.1... 
τοῦ χαἱθεγί, 1898). 


Σχ, 422. 


Ἔκ τῶν ἐγγραψίμων τετραπλεύρων ΣΑΓ΄ Δ, ΣΒΕΓ΄’, λαμβάνομεν: 
“ “Ἄ ΧΝ ΄΄᾿ι 
ΔΣΓΞ ΔΑΓ, ΕΣΓΞΞΕΒΓ'’ 


΄ὄ-ο ΄΄΄. ΚΩ͂Ν νας, 
ἀλλὰ ΔΑΓ΄:-Ξ ΕΒΓ΄- ἄρα ΔΣΓ΄-:-ΞΕΣΓ΄, δηλ. αἱ εὐθεῖαι ΣΔ ᾿καὶ 
ΣῈ συμπίπτουν. ᾿Αναλόγως εὑρίσκομεν ὅτι καὶ ἡ ΣΔ εὐθεῖα συμ- 
πίπτει μετὰ τῆς ΣΖ καί, κατ᾽ ἀκολουθίαν, ὅτι τὰ τέσσαρα σημεῖα 
Δ, Ε, Ζ, Σ εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς εὐθείας. 


Θεώρημα 140 --111 


707. Τρεῖς περιφέρειαι μὲ κέντρα ἐπὶ τῆς περιγεγραμμένης εἰς τρί- 
γώνον περιφερείας καὶ τεμνόμεναι ἀνὰ δύο εἰς τὰς χορνφὰς τοῦ τρι- 
γώνον, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 

᾿Αρκεῖ νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς τὸ θεώρημα 70]. Αἱ τρεῖς περιφέ- 
ρειαι -- ὡς ἡ ἔχουσα κέντρον τὸ Ο τοῦ σχ. 418 -- διέρχονται διὰ 
τοῦ σημείου τομῆς [ τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων. 


Θεώρημα 141 
708. Δοϑέντος ἑνὸς τετραπλεύρου, τὰ κέντρα τῶν περιφερειῶν, τῶν 
ἐφαπτομένων ἐσωτερικῶς τῶν πλευρῶν του, λαμβανομένων ἀνὰ τρεῖς, 
εἶναι κορυφαὶ ἑνὸς ἐγγραψίμου τετραπλεύρον. 
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Πράγματι, τὰ ἐν λόγῳ κέντρα εἶναι τὰ σημεῖα τομῆς ἀνὰ δύο 
τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων τῶν γωνιῶν τοῦ τετραπλεύρου. Τὸ τε- 
τράπλευρον τῶν σημείων αὐτῶν ἔχει ἀπέναντι γωνίας παραπλη- 
ρωματικὰς (8 551) καὶ ἑπομένως εἶναι ἐγγράψιμον. 


Θεώρημα. 141-- 


709, Τὰ κέντρα τῶν τεσσάρων περιφερειῶν, τῶν ἐφαπτομένων ἑκά- 
στης πλευρᾶς ἑνὸς τετραπλεύρου καὶ τῶν προεχκτάσεων τῶν δύο προσχει- 
«ἔνων πλευρῶν πρὸς αὐτήν, ἀνήκουν εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν. 


Θεώρημα 142 


710. Δοϑέντος ἐντὸς τετραπλεύρου ἐγγεγραμμένου εἰς κύκλον, γράφο- 
μὲν τέσσαρας τυχούσας περιφερείας 
ἐχούσας χορδὰς τὰς πλευρὰς τοῦ τετρα- 
πλεύρον. Δείξατε ὅτι τὰ δεύτερα σημεῖα 
τομῆς τῶν περιφερειῶν τούτων εἶναι 
κορυφαὶ ἑνὸς ἐγγραψίμου τετραπλεύρου. 


΄σ᾿ 


ΑἹ τρεῖς γωνίαι περὶ τὸ σημεῖον 
Θ ἔχουν᾽ ἄθροισμα 4 ὀρθάς, ἡ δὲ 
γωνία Θ᾽ τοῦ τετραπλεύρου ΖΘΗΙ 
ἰσοῦται, ἕνεκα τῶν ἐγγεγραμμένων ᾿. 
τετραπλεύρων, πρὸς τὸ ἄθροισμα 
τῶν παραπληρωμάτων τῶν δύο ἄλ- 
λὼν γωνιῶν εἰς τὸ σημεῖον Θ᾽’ 
δηλαδὴ 


ΖΑ ΞΖ᾽ νος “. 
ΗΘΖ ἢ Θ-Ξ ΒΑΖΒΓΗ καὶ ἀνα- 
΄“ς “ΧΆ ΖᾺ 
λόγως ΖΙΗ Ηη1Ἴ1 -- ΔΓῊ - ΔΑΖ. 


ΑΝ ΑΝ ΑΝ 

“Ὅθεν Θ-ΓΙΞΞΕΑ -ἘΓ -Ξ 2 ὀρθαί. 

Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα τοῦτο ουσχετίζεται ἀπ᾽ εὐθείας πρὸς 
τὰ καμπυλόγραμμα πολύγωνα. Γνωρίζομεν ὅτι τὸ ἄθροισμα δύο 
ἀπέναντι γωνιῶν ἑνὸς ἐγγραψίμου καμπυλογράμμου τετραπλεύρου 
ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν δύο ἄλλων γωνιῶν του καὶ ἀντι- 
στρόφως. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, αἱ καμπυλόγραμμοι γωνίαι δύο τεμνομένων 
περιφερειῶν εἰς τὰ σημεῖα τομῆς τῶν εἶναι ἴσαι πρὸς ἀλλήλας. 
᾿Επομένως, ἐπειδὴ τὸ ΑΒΓΔ εἶναι ἐγγράψιμον, θὰ ἔχωμεν διὰ 
τὰς καμπυλογράμμους γωνίας: 


ον ας ΤΑΣ δ κὰκ 
ΑἜΓΞΒΈΔ ἢΖ.ΗΞ.Θ-Ι, 
δηλαδὴ τὸ (καμπυλόγραμμον τετράπλευρον) ΖΘΗ͂Ι εἶναι ἐγγρά- 


ψιμον. 
Θεώρημα 148--ἴ 
710 β. Τὰ κέντρα τῶν ἐγγεγραμμένων κύκλων εἰς τὰ τέσσαρα τοροί- 
γωνα, ἅτινα σχηματίζουν αἱ διαγώνιοι ἑνὸς ἐγγραψίμον τετραπλεύρου, 
εἶναι κορυφαὶ ὀρθογωνίου παραλληλογράμμου. 


Πράγματι, αἱ πλευραὶ τοῦ λαμβανομένου τειρατλεῦβον εἶναι 
παράλληλοι ἀνὰ δύο πρὸς τὰς καθέτους ἐπ᾽ ἀλλήλας εὐθείας, τὰς 
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συνδεούσας τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι τόξων τῆς περιγεγραμμένης 
εἰς τὸ ἀρχικὸν τετράπλευρον περιφερείας (Ν. Ο. Μ., 1874 Ὁ 78. σελ. 
228. Ἐπισης Θεωρήματα καὶ προβλήματα ὑπὸ (αίαϊαη, 6η ἔκδοσις 
1878, σελ. 50). 


Σημείωσις. 1) Τὸ ἴδιον ζήτημα τροποποιούμενον καὶ συμπλη- 
ρούμενον δύναται νὰ ὁδηγήσῃ εἰς ἐνδιαφέροντα συμπεράσματα. 
(Δελτίον Στοιχειωδῶν Μαθηματικῶν τοῦ (ΒΕ. Μίοδεὶ, 1910, σελ. 194). 

2) Κατὰ τὸ ᾿Ιαπωνικὸν ϑεώρημα (8 750 α), τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκτί- 
νων τῶν ἐγγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς τὰ τρίγωνα τὰ ὁριζόμενα 
ὑπὸ τῆς μιᾶς διαγωνίου, ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκτίνων 
διὰ τὰ τρίγωνα τὰ ὀριζόμενα ὑπὸ τῆς ἄλλης διαγωνίου. 


Θεώρημα 149 


711. Τέοσσαρες εὐϑεῖαι τεμνόμεναι ἀνὰ δύο σχηματίζουν τέσσαρα τρί- 
γωνα, Αἴ περιγεγραμμέναι περιφέρειαι εἰς αὐτὰ διέρχονται διὰ τοῦ αὐ- 
τοῦ σημείον Μ (Σημεῖον τοῦ Μιᾳυε]). 


(Μέϑοδοι, 8. 21). 


Τὸ θεώρημα τοῦτο, μολονότι ἀποδιδόμενον εἰς τὸν Μίᾳιεϊ, ἀνή- 
κει εἰς τὸν ϑιείπει, καθὼς καὶ πολλὰ ἄλλα μεταξὺ τῶν ὁποίων 
καὶ τὸ ϑεώρημα τοῦ Αιιδεγὶ (8 767). 


Σημείωσις. ᾽Ο κύκλος τῶν πέντε σημείων ἑνὸς τετραπλεύρου ἢ 
κύκλος τοῦ Μιηυμοὶ (8 711, Σημείωσιν) ὑπῆρξε ἀντικείμενον σπου- 
δῆς εἰς πολλὰ ζητήματα᾽ ὁ 1,. Εἱρετὶ ἀπέδειξεν ὅτι διέρχεται διὰ 
25 ἀξιοσημειώτων σημείων τοῦ τετραπλεύρου. 


Θεώρημα 148-- 1 


711α, Μία τυχοῦσα διατέμνουσα ἑνὸς τριγώνου ΑΒΓ τέμνει τὰς 
πλευράς τοῦ ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ κατὰ τὰ σημεῖα Γ΄, Α΄, Β΄. Δείξατε ὅτι αἱ 
περιφέρειαι ΑΒ Γ΄, ΒΓ΄ Α΄, ΓΑ΄ Β᾽ 
διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου 
Μ, κειμένου ἐπὶ τῆς περιγεγραμ- 
μένης εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ πε- 
ριφερείας. 


Εἶναι τὸ ἴδιον μὲ τὸ προη- 
γούμενον ζήτημα. (Πρβλ. 8.819). 


Παρατήρησις. Αἱ προβολαὶ τοῦ 
σημείου Μὶ' ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ 
τριγώνου καὶ ἐπὶ τῆς διατεμνούσης 
κεῖνται ἐπὶ μιᾶς εὐθείας (βλ. 8767 
καὶ 2464, 2). 


711β. Σημ. Τὸ κοινὸν σημεῖ- 

ον Μ τῶν τεσσάρων κύκλων, ἢ 

τὸ σημεῖον τοῦ Μιφιοὶ, εἶναι ἡ ἑστία τῆς παραβολῆς τῆς ἐφαπτομέ- 
νης τῶν τεσσάρων εὐθειῶν (πλευρῶν καὶ διατεμνούσης) (8 2166, 2). 
Τὸ σημεῖον τοῦτο, ὡς καὶ τὰ κέντρα τῶν τεσσάρων κύκλων, εὑ- 
ρίσκονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς περιφερείας, ὀνομαζομένης περιφερείας τοῦ 
Μίφιιει ἢ ὀρθότερον τοῦ δεείπεν (Πρβλ. ἑπόμενον θεώρημα 8 712). 
Σχετικὰ πρὸς τὸν κύκλον τοῦτον εὑρίσκονται εἰς : Ἱπίετηλόἀἰαίτα 
ἂς5 Μαϊδέπιαιϊιοϊεπβ (1902) σελ. 52 καὶ 165, πὸ 2184, σελ. 261. πῦ 


Σχ. ἀ534. 
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2441' σελ. 282 πὸ 2184, 1. Μ. Ε. (1882). Κατὰ τὸν (. Εἰρετέ, τὸ ση- 
μεῖον Μ εὑρίσκεται ἐπὶ 9 κύκλων καὶ 12 εὐθειῶν ἀξιοσημειώτων. 


Θεώρημα 144 


712. Τὰ κέντρα τῶν περιφερειῶν τῶν περιγεγραμμένων εἰς τὰ τέσ- 
σαρα τρίγωνα, τὰ ὁποῖα σχηματίζουν τέσσαρες εὐϑεῖαι τεμνόμεναι ἀνὰ 
δύο, ἀνήκουν εἰς τὴν. αὐτὴν περιφέρειαν. (Θίεἶπετ, Απ. ἃ. Οετκ., τόμ. 
ΧΥ͂ΠῚ, 1827.28, σελ. 803). 


Ἔστω ΑΒΓΔ τὸ τετράπλευρον τῶν τεσσάρων εὐθειῶν καὶ Ε,Ζ 
αἱ τομαὶ τῶν ἀπέναντι πλευρῶν του. 

Αἱ περιγεγραμμέναι περιφέρειαι εἰς τὰ τέσσαρα τρίγωνα διέρ- 
χονται, κατὰ τὸ θεώρημα 
8 711, διὰ τοῦ αὐτοῦ ση- 
μείου Ρ' καὶ τὰ τέσσα- 
ρα ἐγγεγραμμένα τεῖρε: 
πλευρα ΑΓΡΖ, ΑΔΡΕ, 
ΒΓΕΡ, ΒΔΖΡ ἔχουν ἀνὰ 
δύο μίαν πλευρὰν κοι- 
νήν. Διὰ νὰ λάβωμεν τὰ 
κέντρα τῶν περιγεγραμ- 
μένων εἰς αὐτὰ περιφε- 
ρειῶν ὑψοῦμεν καθέτους 
εἰς τὰ μέσα τῶν κοινῶν 
αὐτῶν πλευρῶν. 

Εἰς τὰ τετράπλευρα 
ΑΔΡΕ, ΒΓΕΡ τὰ κέν- 
τρα Λ καὶ Ο εὑρίσκον- 
ται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΗΟΛ. 
διὰ τὰ ΑΔΡῈ, ΒΔΖΡ Η 
τὰ κέντρα Λ καὶ Ν εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ μέσον τῆς 
ΔΡ κλπ. Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τὸ τετράπλευρον τῶν κέντρων 


ΖᾺ Ζὰ 
ΛΜΝΟ εἶναι ἐγγράψιμον, ἀρκεῖ νὰ δείξωμεν ὅτι ΜΛΟ ΞΞ ΟΜΝ ἤ, 
ἐπειδὴ αἱ πλευραὶ τῶν γωνιῶν αὐτῶν εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὰς πλευ- 
ρὰς τῶν γωνιῶν ΔΡΕ καὶ ΓΡΖ ἀντιστοίχως, ὅτι αἱ δύο τελευταῖαι 
γωνίαι εἶναι ἴσαι. Τοῦτο ὅμως εἶναι ἀληθές, ἀφοῦ ἑκάστη εἶναι 
τὸ παραπλήρωμα τῆς γωνίας ΖΑΕ. 


Σχ. 455, 


718 α. Σημείωσις. Ἢ ἐκφώνησις τοῦ πλήρους θεωρήματος τοῦ 
Θιείπον εἶναι ἡ ἀκόλουθος: 

"Ἔστωσαν τέσσαρες εὐθεῖαι Α, Β, Γ, Δ τεμνόμεναι ἀνὰ δύο 
κατὰ ἐξ σημεῖα καὶ κείμεναι ἑπομένως ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου : 

1) Αἱ περιφέρειαι αἱ περιγεγραμμέναι εἰς τὰ τέσσαρα τρίγωνα, 
τὰ ὁποῖα σχηματίζουν αἱ εὐθεῖαι αὐταί, λαμβανόμεναι ἀνὰ τρεῖς, 
διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ρ. 

2) Τὰ κέντρα Λ, Μ, Ν, Ο τῶν τεσσάρων τούτων περιφερειῶν 
ερρίσκονται μετὰ τοῦ σημείου Ρ᾽ ἐπὶ τῆς περιφερείας ἑνὸς πέμπτου 
κύκλου. 

3) Οἱ πόδες τῶν καθέτων ἐκ τοῦ Ρ᾽ ἐπὶ τὰς εὐθείας, Α, Β,Γ, Δ 
εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας ΚΕ καὶ ἡ ἰδιότης αὐτὴ χαρακτηρί- 
ξει τὸ σημεῖον Ρ 

4) Τὰ τέσσαρα ὀρθόκεντρα τῶν τριγώνων (1) εὑρίσκονται ἐπὶ 
μιᾶς εὐθείας Ἀ΄. 
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5) Αἱ εὐθεῖαι Κὶ καὶ Ἐ᾿ εἶναι παράλληλοι καὶ ἡ εὐθεῖα Εὶ διέρ- 
χεται διὰ τοῦ μέσου τῆς καθέτου τῆς ἀγομένης ἐκ τοῦ Ρ ἐπὶ τὴν Ε΄. 

6) Τὰ μέσα τῶν διαγωνίων τοῦ πλήρους τετραπλεύρου Α(Β,Γ,Δ 
εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς εὐθείας Β΄ (Νεντοη). 

7) Ἢ εὐθεῖα Β΄ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὰς Ε καὶ Ἀ΄. 

8) ΑἹ περιφέρειαι αἱ ἐγγεγραμμέναι εἰς ἕκαστον τῶν τριγώνων 
(1) καὶ αἱ παρεγγεγραμμέναι εἰς αὐτὰ -- 16 ἐν ὅλῳ -- ἔχουν τὰ 
κέντρα τῶν, ἀνὰ τέσσαρες, ἐπὶ μιᾶς περιφερείας. Οὕτω λαμβάνο- 
μεν 8 νέας περιφερείας. 

9) Αἱ περιφέρειαι αὗται χωρίζονται εἰς δύο ὁμάδας" ἑκάστη 
τῶν τεσσάρων περιφερειῶν τῆς μιᾶς ὁμάδος τέμνει ὀρθογωνίως 
πάσας τὰς περιφερείας τῆς ἄλλης ὁμάδος. ᾿Εντεῦθεν ἕπεται, ὅτι 
τὰ κέντρα τῶν περιφερειῶν τῶν δύο ὁμάδων εὑρίσκονται ἐπὶ δύο 
εὐθειῶν καθέτων ἐπ᾽ ἀλλήλας. 

10) ΑἹ δύο αὗται εὐθεῖαι τέμνονται εἰς τὸ σημεῖον Ρ. 


712}β. Σημείωσις. Τὰ Αγιναίε5 (6 ἀργῴοππο δὲν ἔχουν τὰς ἀπο- 
δείξεις τῶν θεωρημάτων τοῦ διεῖπε. Διάφοροι μαθηματικοὶ ἦσχο- 
λήθησαν μὲ αὐτὰ καὶ ἰδιαιτέρως ὁ ἈΠα4ιεῚ κατὰ τὸ 1836, Τὸ 1878 
ὁ Ναπίοσς. (Βιέννη) ἐχρησιμοποίησεν τὸν ὅρον σημεῖον τοῦ ΔΙϊπιιοὶ 
ἑνὸς τετραπλεύρου’ κύκλος τοῦ Μιηιιοὶ ἐπίσης ὠνομάσθη καὶ ὁ κύ- 
κλος τῶν πέντε σημείων Μ, Ν, Λ, Ο καὶ Ρ. 


Βιβλιφία : Ν. Α΄. (1878), σελ. 325, σχλ.: τοῦ (αίαὶαπ᾿ 1π|. ἃ. Μαιπ᾽ 
(1899), σελ. 197' αὐτ. (1900), σελ. 221: αὐτ. (1902), σελίδ. 52, 165, 282. 


Θεώρημα 1486 


713. Ἐὶς πᾶν πολύγωνον ἐγγεγραμμένον εἰς κύκλον μὲ ἄρτιον πλῆ- 
θος πλευρῶν, τὸ ἄϑροισμα τῶν γωνιῶν ἀρτίας τάξεως εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ ἄϑροισμα τῶν γωνιῶν περιττῆς τάξεως. 


Λαμβάνοντες τὸ διπλάσιον τοῦ μέτρου ἑκάστης ἐγγεγραμμένης 
γωνίας, μορφοῦμεν τὰς ἐξισώσεις : 


ΔΩ σι πὶ πὶ σπι - 
᾿Ξ 8 ἘὙ δ εξ - τ 
ςςςο σ- ΄- ΄σς- ΄-ς-.»- ΄- 
3--δ ἐεζ θη α 
δ΄ ΄““'. “- «- ΄ς....-- ΄-- 
σπιξ Ἐη θα ἜΒΈΤΥ 
σ΄. “σ- ΄σ. “-- ΄΄σ-. σ- ΄“΄- 
7-- 9. α ἘΡ  Ὑ δ -Ἐε ἄρα 
ΚΝ ΚΝ 
ἣν" 1--3 Ὁ 5-Ὁ 7-Ξ τὸ τριπλάσιον τῆς περι- 
Σχ. (26. φερείας. Τὸ αὐτὸ ἄθροισμα εὑρίσκομεν 


καὶ διὰ τὰς γωνίας ἀρτίας τάξεως. Εἰς 
τὸ παράδειγμα, ἕκαστον ἄθροισμα ἰσοῦται πρὸς ἕξ ὀρθὰς γωνίας. 


714. Παρατήρησις. Τὸ ἄθροισμα τῶν ἐσωτερικῶν γωνιῶν ἑνὸς 
πολυγώνου μὲ 2ν πλευρὰς εἶναι (2ν --- 2). 2 ὀρθαί. ᾿Επομένως, τὸ 
ἄθροισμα τῶν γωνιῶν ἑκάστης ὁμάδος τοῦ θεωρηθέντος προηγου- 
μένως πολυγώνου εἶναι (2ν--2) ὀρθαὶ γωνίαι ἢ τόσαι ὀρϑαὶ γωνίαι 
ὅσαι καὶ αἱ πλευραὶ μεῖον ὃ 
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1ον. Θεώρημα τοῦ Ῥυπςεείει 146 


716. ᾿Ἐὰν δύο ἐγγεγραμμένα εἰς κύκλον πολύγωνα, ἐκ ὃν πλευρῶν 
ἕκαστον, ἔχουν ὅν -- 1 πλευρὰς παραλλήλονς ἀντιστοίχως, αἱ δύο τελευ- 
ταῖαι πλευραὶ εἶναι ἐπίσης παράλληλοι. 


᾿Εὰν ΑΒ καὶ Α΄ Β΄ εἶναι αἱ πλευραὶ αὐταί, εἶναι εὔκολον νὰ 
εὕρωμεν ὅτι αἱ γωνίαι Α καὶ Β τοῦ πρώτου πολυγώνου καθὼς καὶ 
αἱ Α΄, Β᾽ τοῦ δευτέρου ὁρίζονται συναρτήσει τῶν ὑπολοίπων γω- 
νιῶν εἰς ἕκαστον πολύγωνον. Πράγματι, ἂς ὑποθέσωμεν διὰ τὴν 
εὐκολίαν τῆς σκέψεως ὅτι τὰ πολύγωνα εἶναι ὀκτάγωνα καὶ ἂς 
θεωρήσωμεν τὸ πρῶτον ἐξ αὐτῶν. Εἶναι φανερὸν ὅτι αἱ γωνίαι Α 


“΄- 
καὶ Β ἀνήκουν εἰς διαφόρους τάξεις (δ 713), ἂν δὲ Μ εἶναι τὸ 
ἄθροισμα τῶν τριῶν ἄλλων γωνιῶν τῆς τάξεως εἰς ἣν ἀνήκει 


ΚΑΝ ἄς 
ἡ Α καὶ Ν τὸ ἄθροισμα τῶν τριῶν ἄλλων γωνιῶν τῆς τάξεως εἰς 
ἣν ἀνήκει ἡ Β, ἐκ τῆς προηγουμένης προτάσεως θὰ ἔχωμεν τὰς 
σχέσεις 
΄“Ν Ὡς ῥπῆἧἢ τος 
Α -Ξ-6 ὀρθαὶ - Μ, Β-Ξ6 ὀρθαὶ -- Ν. 
᾿Αναλόγως οκεπτόμενοι, εὑρίσκομεν καὶ διὰ τὰς γωνίας Α΄ καὶ 
Β’ τοῦ δευτέρου πολυγώνου τὰς σχέσεις 


χς ΄“΄᾿΄ς- τὰς ζὅνς 
Α᾿ -- 6 ὀρθαὶ -- Μ΄, ΆΒ᾽ --Φ ὀρθαὶ -- Ν᾽, 


ΝΞ ΚΝ ΦΧ ΚΝ 
᾿Αλλὰ Μ -Ξ Μ΄, Ν Ξ Ν’, ἐκ τῆς παραλληλίας τῶν ὑπολοίπων 
πλευρῶν τοῦ πολυγώνου. Ὅθεν 
ΑΝ δν 
Ατεα', Β--8Β΄, 
δηλ. αἱ πλευραὶ ΑΒ καὶ Α΄Β΄ εἶναι παράλληλοι. 


716. Παροατήρησις. Τὸ θεώρημα δύναται νὰ διατυπωθῇ καὶ ὡς 
ἑξῆς: 

"Εὰν ἕν πολύγωνον ἐκ 2ν πλευρῶν μεταβάλλεται εἰς τοόπον ὥστε νὰ μέ- 
νῃ πάντοτε ἐγγεγραμμένον εἰς σταϑερὸν κύκλον, 2ν--} δὲ πλευραί του νὰ 
παραμένουν παράλληλοι πρὸς ὡρισμένας διευϑύνσεις, ἡ τελευταία πλευρά τον 
μένει πάντοτε παράλληλος πρὸς ὡρισμένην διεύϑυνσιν (ΝΑ, (1850) σελ. 136). 


2ον Θεώρημα τοῦ ῥοπεείε 146-- 


717. ᾿Ἐὰν ἕν πολύγωνον ἐκ 2ν-} 
πλευρῶν μεταβάλλεται εἰς τρόπον͵ ὥστε 
νὰ μένῃ πάντοτε ἐγγεγραμμένον εἰς 
σταϑερὸν κύκλον, ἂν δὲ πλευραί του 
νὰ παραμένουν παράλληλοι πρὸ: ὧρι- 
σμένας διευϑύνσεις, ἣ τελευταία πλευρά 
του διατηρεῖ πάντοτε σταϑερὸν μέγεϑος. 


"Ἔστωσαν ΑΒΓ...ΘΑ,Α΄ΒΓ΄...Θ΄ Α΄ 
δύο θέσεις τοῦ πολυγώνου αὐτοῦ. 
Θὰ πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι: ΑΒ-- Α΄ Β΄. 
Φέρομεν τὰς χορδὰς ΒΘ καὶ Β΄Θ΄- 
διὰ τὰ πολύγωνα ΒΓ... ΘΒ καὶ 
Β΄... Θ'Β’, ἀρτίου ἀμφότερα πλή- 
θουιςς πλευρῶν, ἰσχύει τὸ προηγούμενον θεώρημα καὶ ἑπομένως ἡ 
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χορδὴ ΒΘ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν Β΄ Θ΄. Καὶ ἐπειδή, ἐξ ὑπυ- 
θέσεως, ἡ ΘΑ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν Θ᾽ Α᾽, γίνεται ἀμέσως 
φανερὸν ὅτι αἱ ἐγγεγραμμέναι γωνίαι ΑΘΒ καὶ Α΄ Θ΄ Β’ εἶναι ἴσαι 
καὶ βαίνουν κατὰ συνέπειαν ἐπὶ ἴσων χορδῶν. 


Θεώρημα 147 


717 α. ᾿"Εὰν αἱ γωνίαι ἑνὸς ἐγγεγραμμένου εἰς κύκλον πολυγώνον 
εἶναι ἴσαι, τοῦτο εἶναι κανονικὸν ἐὰν τὸ πλῆϑος τῶν πλευρῶν τον εἶναι 
περιττὸς ἀριϑμός. (]. Μ. Ε-. (1906), πο 6020). 


Ἔστω, διὰ τὴν ἁπλότητα᾽ τῶν συλλογισμῶν, ἕν πεντάγωνον᾽' 
ἐπειδὴ αἱ πλευραὶ αἱ ἑκατέρωθεν μιᾶς δοθείσης εἶναι ἴσαι προ- 
φανῶς, θὰ ἔχωμεν ἀΞε γεξε καὶ β-- ὅ--ε' δηλ.α-Ξ-β-- γε-δξε. 
"Ἐὰν τὸ πολύγωνον ἦτο ἀρτίου πλήθους πλευρῶν, φερ᾽ εἰπεῖν ἐξά- 
γώνον (α, β,Ὺ, ὅ, ε, ζ), αἱ πλευραὶ ἀρτίας τάξεως β, δ, ζ θὰ 
ἦσαν ἴσαι, καθὼς καὶ αἱ πλευραὶ ά, γ, ε περιττῆς τάξεως" οὐδὲν 
ὅμως δυνάμεθα νὰ συμπεράνωμεν ἐπὶ τῆς ἰσότητος τῶν α καὶ β. 


Θεώρημα 148 


718.. Κύκλος τῶν ἐννέα σημείων ἢ κύκλος τοῦ ξμίεν. ἙἘϊς πᾶν 
τρίγωνυν, τὰ μέσα τῶν πλευρῶν, οἱ πόδες τῶν ὑψῶν καὶ τὰ μέσα τῶν 
τμημάτων ἀπὸ τῶν κορυφῶν εἰς τὸ ὀρϑόκχεντρον, εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς 
περιφερείας (ΞΌ]ετ, Μειποίτε ἀς ϑαὶϊπί Ρεΐδσβρουγρ, 1766). 


(Μέϑοδοι, 8 27: ἐπίσης 720). 
Θεώρημα 149 


719. α) Τὸ κέντρον τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σημείων εἶναι τὸ μέσον τῆς 
εὐθείας, τῆς ἑνούσης τὸ ὀρϑόχεντρον μετὰ τοῦ κέντρου τῆς περιγε- 
γραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περιφερείας. 

β) Ἢ ἀκτὶς τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σημείων εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ἀκιῖ- 
νος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. (Μέϑοδοι ἃ 238’ ἐπίσης 8 1263). 

γ᾽ Ἢ ἐφαπτομένη εἰς τὺν κύκλον τῶν 9 σημείων εἰς τὸ μέσον μιᾶς 
πλευρᾶς καὶ ἡ πλευρὰ αὕτη εἶναι ἀντιπαράλληλοι, ἀναφοριχῶς πρὸς 
τὴν ἀπέναντι γωνίαν (Μέϑοδοι 8 28, 8). 

720. Κρίνομεν σκόπιμον νὰ ἐπαναλάβωμεν ἐνταῦθα τὴν ἀπό- 
δειξιν τῆς βασικῆς προτάσεως (8 718), ἕνεκα τῶν πολυαρίθμων 
ἐφαρμογῶν τοῦ θεωρήματος αὐτοῦ. 

Ἰπδιώθαν, Δ, Ε, Ζ τὰ μέσα τῶν πλευρῶν, ΑΚ, ΓΘ δύο ὕψη, 
Ἡ ἡ τομή των καὶ Λ τὸ μέσον τῆς ΑΗ. ᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι ἡ 
περιδέρεια ΔΕΖ διέρχεται διὰ τῶν Καὶ καὶ Λ. 

1) Φέρομεν τὴν ΖΙ(. Τὸ τραπέζιον ΕΔΖΙ εἶναι ἰσοσκελὲς καὶ 
ἐγγράψιμον. Πράγματι, εἰς τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΑΓΚ, ἡ διά- 
μεσος ΖΚ -- ΖΓ. ᾿Αλλὰ ΔΕ -- -ἈΓ΄ -- 2Γ, ἄρα ΕΔ --ΚΖ. Ἤτοι ἡ 
περιφέρεια ΔΕΖ διέρχεται διὰ τοῦ ἵ(. 

ΕΝ Ἧ δυνδέουσα τὰ ἐσα τῶν ΑΓ καὶ ΑΗ εὐθεῖα ΖΛ, εἶναι 
παράλληλος πρὸς τὴν ΓΗ καὶ ἡ ΖΕ παράλληλος πρὸς τὴν ΑΒ. 
Ἔπομένως 


΄ςἨ 
ΔΛΖῈ --ἰ ὀρθὴ 
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καὶ τὸ τετράπλευρον ΕΛΖΕ ἐγγράψιμον. Εἶναι λοιπὸν τὸ Λ οη- 
μεῖον τῆς περιφερείας (ΔΕΖ). 

Παρατηροῦμεν, ὅτι ἡ εὐθεῖα ΛῈ εἶναι διάμετρος τῆς περιφε- 
ρείας αὐτῆς, ὡς προκύπτει ἐκ τῶν ὀρθῶν γωνιῶν ΛΖΕ ἢ ΛΚΕ. 


ἤλλλη ἀπόδειξις. "Η περιφέρεια ΔΈΖ.: 


΄΄ς΄' ΄ς. 
1) διέρχεται διὰ τοῦ ποδὸς Κὶί, ἐπειδὴ ΕΔΖ ΞΞ ΑΓΒ -- ΖΓ καὶ τὸ 
τετράπλευρον ἄρα ΔΕΚΖ ἐγγράψιμον. !' 

2) διέρχεται διὰ τοῦ σημείόυ Εωϊον ΔΛ, ἐπειδή: 


΄“. -“ςἩ “Ὗ ΡΝ 
ΕΖΛΈΞΑΘΓ --9ῦ0ς, ΕΔΛ:--ΑΙΒ -- 909, 


(ὡς ἔχουσαι τὰς πλευράς 
τῶν παραλλήλους ἀντιστοί- 
χως) καὶ κατὰ συνέπειαν 
τὸ τετράπλευρον ΔΕΛΖ εἴ- 
ναι ἐγγράψιμον. 

Παρατηρήσεις. 1) Ἢ εὐθεῖα 
ΛΕ εἶναι διάμετρος. 

2) Ἔστω Ο τὸ κέντρον 
τοῦ περιγεγραμμένου κύ- 
κλου ΤΣ. 428): αἱ ΟΔ καὶ 
ΟΖ εἶναι κάθετοι εἰς τὰ 
μέσα τῶν πλευρῶν ΑΒ καὶ 
ΑΓ. ᾿Επειδὴ ἡ γωνία ΛΔΕ 
εἶναι ὀρθὴ (ΛΕ διάμετρος) 
ἡ γωνία ΟΖΓ εἶναι ἐπί- 
σης ὀρθή. ἀφ᾽ ἑτέρου ἡ 
ΔΕ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΑΓ καὶ ἑπομένως ἡ ἐπ᾽ αὐτὴν κά- 
θετος ΔΛ θὰ εἶναι κάθετος πρὸς τὴν ΑΓ ἢ παράλληλος πρὸς τὴν 
ΟΖ. ᾿ΕἘπειδὴ δὲ τΚέΠηι ἡ εὐθεῖα ΖΛ, ὡς συνδέουσα τὰ μέσα Ζ 
καὶ Λ τῶν ΑΓ καὶ ΑἩ εἶναι παράλληλος πρὸς τὸ ὕψος ΓΠΓ, ἄρα 


320 


καὶ πρὸς τὴν ΟΔ, τὸ τετράπλευρον ΟΔΛΖ ἀποδεικύεται παραλ- 
ληλόγραμμον. Κατ’ ἀκολουθίαν 


ΔΛ--ΟΖ, ΟΔ -- ΖΛ -- -Φ ΓΗ. 


Ἔκ τῶν παρατηρήσεων τούτων δυνάμεθα νὰ συναγάγωμεν τὰ 
ἐπόμενα θεωρήματα (583 722 - 725). 

721 α. Σημείωσις. Ἢ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων διέρχεται καὶ 
διὰ πολλῶν ἄλλων σημείων καὶ τὰ ὁποῖα δυνάμεθα νὰ προοσδιο- 
ρίσωμεν καὶ ἀπ᾽ εὐθείας (βλ. 88 27, 292 κ, 727, 732, 733). 

Ἡ περιφέρεια αὕτη εἶναι καὶ ὁ τόπος τῶν κέντρων τῶν ἰσο- 
σκελῶν ὑπερβολῶν, αἵτινες διέρχονται διὰ τῶν κορυφῶν τοῦ τρι- 
γώνου καὶ τοῦ ὀρθοκέντρου αὐτοῦ (8 2183 γ). 

ΜΒιβλιογραφία: 1π|. ἃ. Μαεῖι. (1898), σελ. 208, Ὁ 1266 ΜΙ 6915 
(1891), σελ. 192. Ν.Α. (1868), σελ. 475, 416. 

721 β. Θεώρημα. Ἢ περιφέρεια τῶν 9 σημείων εἶναι ὁ τόπος τῶν 
σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεών τῶν 
ἀπὸ τὰς κορυφὰς τοῦ τριγώνόνυ, ἠλαττωμένον κατὰ τὴν δύναμιν τοῦ 
σημείου ὡς πρὸς τὴν περιγεγραμμένην περιφέρειαν, ἰσοῦται πρὸς 


3 3 , 
ΞΘ’ ἘσΡΕΥς (Μαϊμεβὶς (1906), σελ. 32, ΕΠπιοπ ἐς Ρανα). 


Θεώρημα 149--] 


722. Ἑἰς πᾶν τρίγωνον, ἣ εὐθεῖα ἣ συνδέουσα τὸ σημεῖον τού ΒπΠ]ετ 
ἑνὸς ὕψους μετὸ τοῦ μέσου μιᾶς τῶν περιεχουσῶν αὐτὸ πλευρῶν, εἶναι 
ἴση καὶ παράλληλος πρὸς τὴν ἐκ τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης περι- 
φερείας ἀγομένην κάϑετον ἐπὶ τὴν ἄλλην πλευράν. 

Πράγματι, ἀπεδείχθη (8 721) ὅτι ἡ ΔΛ εἶναι ἴση καὶ παράλ- 
ληλος πρὸς τὴν κάθετον ΟΖ (Σχ. 428). 

Θεώρημα 149--1 


723. Ἢ -ἀπόοτασις τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης εἰς ἕν τρίγω- 
νον περιφερείας ἀπὸ μιᾶς πλευρᾶς ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς ἀποστά- 
σεως τοῦ ὀρϑοκέντρου ἀπὸ τῆς ἀπέναντι τῆς πλευρᾶς ταύτης κορνφῆς. 

Πράγματι: 

ΖΛ- 


᾿Αναλόγως: 


ΣΤΗ,' ΔΟ--Ζλ, ἄρα ΔΟ -- Σ ΓΗ, 


ΟΕ -Άη τ ὰλ Ξ: ΛΗ (Σχ. 428) 


Θεώρημα 149-- 111 


724. Αἴ τρεῖς εὐϑεῖαι, αἱ συνδέουσαι τὰ σημεῖα τοῦ Ετϊετ ἑνὸς 
τριγώνον μετὰ τῶν μέσων τῶν ἀπέναντι πλευρῶν, εἶναι διάμετροι 
τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σημείων, ἰσοῦνται πρὸς τὴν ἀκτῖνα τῆς περιγε- 
γραμμένης περιφερείας καὶ τέμνονται εἰς τὸ μέσον τῆς εὐθείας, τῆς ἑνού- 
σῆς τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης μετὰ τοῦ ὀρϑοκέντρου τοῦ τριγώνον.- 


Ἢ εὐθεῖα ΛΕ (Σχ. 428) εἶναι διάμετρος καθὼς καὶ ἡ ΖΚ, αἱ 
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τ νειαι ΟΕ καὶ ΑΗ παρόλληλοι καὶ ΟΣ -ἢ ΑΛ -- ΛΗ’ τὰ σχήματα 
ἑπομένως ΑΛΕΟ, ΛΗΕΟ εἴναι παραλληλόγραμμα, ἄρα ΛΕ -Ξ ΑΘ 
καὶ αἱ εὐθεῖαι ΛΕ καὶ ΗΟ τέμνονται εἰς τὰ μέσα των, ὡς δια- 
γώνιοι τοῦ παραλληλογράμμου ΛΗΕΟ. 

Ἢ διάμετρος ΛΜΕ εἶναι ἴση καὶ παράλληλος πρὸς τὴν ΑΟ, 
ἥτις εἶναι ἡ ἀκτὶς τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. 

Παρατήρησις. ᾽Εκ τῆς θεωρίας τῶν ὁμοίων σχημάτων, ἕπεται εὖὑ- 
κόλως ἡ σχέσις τῆς ἀκτῖνος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας 
μετὰ τῆς τῶν ἐννέα σημείων. ᾿Επειδὴ αἱ δύο περιφέρειαι εἶναι 
περιγεγραμμέναι εἰς τὰ ὅμοια τρίγωνα ΔΕΖ καὶ ΑΒΓ καὶ τῶν 


ὁποίων ὁ λόγος τῶν ὁμολόγων πλευρῶν τῶν εἶναι Σ (8. 1119). 
Θεώρημα 145--}» 


726. “Ἐν τρίγωνον καὶ τὰ τρίγωνα μὲ βάσιν μίαν τῶν πλευρῶν τοῦ 
δοϑέντος καὶ χορυφὴν τὸ ὀρϑόκεντρον αὐτοῦ, ἔχουν τὴν αὐτὴν περιφέ- 
ρειαν τῶν ἐννέα σημείων. 

Ἔστω ΒΓΗ (Σχ. 430) ἕν ἐκ τῶν ἐν λόγῳ τριγώνων, Σ, Ε, [' τὰ 
μέσα τῶν πλευρῶν του. Ἡ πε- 
ριφέρεια τοῦ Ευϊετ τοῦ τριγὼώ- 
νου αὐτοῦ διέρχεται διὰ τῶν 
μέσων, Ε καὶ Σ, τῶν πλευρῶν 
του ΒΓ καὶ ΓΗ͂, καθὼς καὶ 
διὰ τοῦ μέσου Δ τῆς ἀποστά- 
σεως μιᾶς κορυφῆς του, τῆς 
Β, ἀπὸ τοῦ σημείου τομῆς τῶν 
ὑψῶν του, ταυτιζομένου, ὡς 
ἀμέσως ἐκ τοῦ σχήματος φαί- 
νεται, πρὸς τὸ Α. ᾿Αλλὰ τὰ 
σημεῖα ταῦτα ἀνήκουν, ἐξ ὁρι- 
σμοῦ, εἰς τὸν κύκλον τῶν ἦν 
"ἧς α σημείων τοῦ τριγώνου 


. 


Παρατήρησις. Τὰ σημεῖα τοῦ 
Εἰίον ἐπὶ τῶν τριῶν ὑψῶν ἑνὸς 
τριγώνου καὶ τὰ μέσα τῶν Σι 0 
πλευρῶν του εἶναι ἐπόμενον Ἧ' 
νὰ μετέχουν κοινῶν ἰδιοτήτων. 
᾿"Επειδὴ οἱ ρόλοι τῶν ἐναλλάσονται εἰς τὸ σχῆμα τὸ πκοτεκο μεν 
νον ἐκ τοῦ συνόλου τῶν τεσσάρων τριγώνων ΑΒΓ, ΑΒΗ, ΒΓΗ 
καὶ ΓΑΗ. ᾿Εκ τῶν πολλῶν συνεπειῶν, ἃς δυνάμεθα νὰ συναγά- 

ὧμεν ἐκ τοῦ θεωρήματος τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα σημείων, 

ναφέρομεν ἀκόμη καὶ τὴν ἀκόλουθον, βασιζομένην εἰς τὴν παρα- 
τήρησιν ὅτι τὸ μέσον Μ τῆς εὐθείας ΗΟ εἶναι καὶ μέσον τῆς εὖ- 
θείας τῆς συνδεούσης τὴν κορυφὴν Γ μετὰ τοῦ κέντρου τῆς περι- 
γεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ τρίγωνον ΑΗΒ. 


Θεώρημα 149--» 


726. Αἱ περιφέρειαι αἱ περιγεγραμμέναι εἰς ἕκαστον τῶν τριγώνων 
ΑΒΓ, ΑΒΗ, ΒΓῊ καὶ ΓΑΗ͂ εἶναι ἴσαι. Αἱ τέσσαρες εὐϑεῖαι, αἱ συν- 
δέουσαι ἑκάστην κορυφὴν καὶ τὸ σημεῖον Η μετὰ τοῦ κέντρου τῆς ἀν- 
τιστοίχου περιγεγραμμένης περιφερείας διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ ση- 
μείου καὶ ἀλληλοδιχοτομοῦνται. 


Γεωμετρία 21 
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Παρατήφησις. Πολλὰ τῶν προηγουμένων θεωρημάτων ὀφείλονται 
εἰς τὸν ὕἀτποῖ ((δογιέέγίο ὧδ Ῥοϑί(ἴοτι Δο8 129, 130, σελ, 162). 


Θεώρημα 149--- ν] 


7287. Εϊς τρίγωνον ΑΒΓ, ἡ γωνία ΔΕΘ, ἡ σχηματιζομένη ὑπὸ τῶν εὖ- 
κῶν, αἱ ὁποῖαι συνδέουν τὸ 

ΑΙ μέσον Ε μιᾶς πλευρᾶς ΑΒ 

ὶ μετὰ τοῦ μέσου ἃ καὶ τοῦ πο: 

δὸς Θ τοῦ ἐπὶ μίαν ἄλλην 
πλευρὰν ΒΓ ὕψους, ἰσοῦται 
πρὸς τὴν διαφορὰν τῶν γω- 
γιῶν Β καὶ Γ᾽ τοῦ τριγώνου. 


Ἡ εὐθεῖα ΔΕ εἶναι πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν τρίτην 
πλευρὰν ΑΓ’ ἑπομένως 


΄- ΖΦ 
ΒΔΕ --οἈΓ. 

᾿Επειδὴ τὸ τρίγωνον ΑΘΒ 
εἶναι ὀρθογώνιον, ἡ διά- 
ἐλτις δ Κι μεσος ΕΘ ἰσοῦται μὲ τὸ 
ΓΝ ἥμισυ τῆς ὑποτεινούσης ΑΒ 
καὶ τὸ τρίγωνον ΕΒΘ εἶναι 
ἰσοσκελές. “Ὥστε 


-΄Ἄς ΄ΟΓΨ -“΄οΟ. 
ΒΘΕ-:ΞΞΒ ἢ ΔΕΘ- ΒΔΕ -ΞβΒ. 
Δηλαδή: ΔΈΘδ--Β.-Ὁ 


Θεώρημα 149 -- Ρν1]. 


728, "Ἐὰν φέρωμεν τὴν διχοτόμον ΑΛ (Σχ. 481) τῆς γωνίας Α καὶ 
τὰς καϑέτους ΒΗ, ΓΛ ἐπ' αὐτήν, τὸ τετράπλευρον ΔΗΘΛ εἶναι ἐγ- 
υράψιμον. ᾿ 


᾿Ας προεκτείνωμεν τὰς ΒΗ καὶ ΓΛ μέχρι τῶν ἀπέναντι πλευ- 
ὧν τὰ τρίγωνα ΑΒΙ καὶ ΑΓΚ εἶναι ἰσοσκελῆ καὶ ἡ εὐθεῖα ΔΛ, 
ἥτις συνδέει τὰ μέσα τῶν ΓΒ καὶ ΓΙ, εἶναι ταρδλληλος πρὸς 
τὴν ΑΒ καὶ εὑρίσκεται ἑπομένως ἐπὶ τῆς προεκτάσεως «τῆς ΖΔ 


“Ὥστε ΔΛῊ Ὁ. . 


ἘΠῸΖ 
"Ἐπειδὴ αἱ γωνίαι ΑΗΒ, ΑΘΒ εἶναι ὀρθαί, τὸ τετράπλευρον 
΄6ςΨΚ 
Α ; 
ΑΒΘΗ εἶναι ἐγγράψιμον: ἄρα ΗΘΔ -- ΒΆΑῊ τεσ καὶ τὸ τετρά- 


πλευρον ΔΗΘΛ εἶναι ἐπίσης ἐγγράψιμον, ὡς ἔχον τὰς γωνίας 
ΔΛΗ καὶ ΔΘΗ ἴσας. 


720. Πορίσματα. 1) Ἡ εὐθεῖα ΔΗ, ἡ συνδέουσα τὰ μέσα Δ και 
Ἡ τῶν ΒΓ καὶ ΒΙ, εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΓΑ, διέρχεται διὰ 
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΄“ὩΝὋὉ ΄ς]ς 
τοῦ Ε καὶ σχηματίζει γωνίαν ΒΔΗ -Ι ᾿Αλλὰ ΘΛῊ -- ΘΔῊ ΞΕ 
ιν, 
ἮῸ΄ Χὰ 
“ὥστε ΘΛΔ-ε-Γ τ-Ξ : 
2) ᾿Εὰν Π’ καὶ Λ’ εἶναι αἱ προβολαὶ τῶν Β, Γ ἐπὶ τῆς ἐξωτε- 
ρικῆς διχοτόμου τῆς γωνίας Α, τὸ τετράπλευρον ΔΘΗ΄ Λ΄ εἶναι 


ἐγγράψιμον. 
3) Ἢ εὐθεῖα ΔΗῊΕ διέρχεται διὰ τοῦ σημείου Ἡ΄. 


Θεώρημα 146-- ΡΠ]. 


780. Τὸ κέντρον τοῦ κύκλου ΔΗ͂ΘΛ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφερείας 
τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σημείων τοῦ τριγώνου ΑΒΓ (Σχ. 481), ὡς καὶ 
τὸ κέντρον τῆς περιφερείας ΔΘΗ΄ Λ΄. 


Ἔστω Ο τὸ κέντρον τῆς περιφερείας ΘΗΔΛΔ. Θὰ ἔχωμεν: 
΄"-Ὃ-5ᾷ ΄᾽ςο 
Γ Α -ςς 
ΔΟὃ --2Δ --2 (-9 - 2 Ἄς ΔΈΘ (8 727) --Β.-- Ἐ καὶ 


“.: “΄“' τ ἮΝ τ νος 
ἑπομένως ΔΟΘ - ΔΕΘ -ΞΑ -ἘθΒ Γ΄ -Ξ 1809, Ἤτοι τὸ τετράπλευ- 
ρον ΔΟΘΕ εἶναι ἐγγράψιμον καὶ τὸ σημεῖον Ο θὰ εὑρίσκε- 
ται ἐπὶ τῆς περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας δηλ. ἐπὶ τῆς 
περιφερείας τῶν ἐννέα σημείων τοῦ τριγώνου. ᾿Επειδὴ ἡ περιφέ- 
ρεια αὕτη διέρχεται διὰ τῶν Δ, Ε, Θ σημείων. 


731. Πτρατήρησις. 1) ᾿Αναλόγως ἀποδεικνύομεν ὅτι καὶ τὸ κέν- 
τρον Ο΄ τοῦ κύκλου ΔΘΗ΄ Λ΄ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφερείας τῶν 
ἐννέα σημείων τοῦ τριγώνου. 

.2) Μεταφέροντες τοὺς συλλογισμούς μας τῶν τριῶν τελευταίων 
προτάσεων καὶ ἐπὶ τῶν διχοτόμων τῶν γωνιῶν Β καὶ Γ, εἶναι φα- 
νερὸν ὅτι θὰ ὁδηγούμεθα εἰς ξξ ἐν ὅλῳ κέντρα κύκλων, κειμένων ἐπὶ 
τῆς περιφερείας τοῦ Ἐπ]ετ τοῦ τριγώνου. 

3) Τὰ κέντρα Ο καὶ Ο’ εὑρί- 
σκονται εἰς τὰ ἄκρα τῆς διαμέ- 
τρου ΟΝΟ’ τῆς περιφερείας τοῦ 
Επῖοσ, τῆς καθέτου᾽ εἰς τὸ μέσον 
τοῦ τμήματος ΔΘ. 


Θεώρημα 1495-- ΙΧ 


782. Ὃ κύκλος τῶν ἐννέα ση- 
μείων ἑνὸς τριγώνου διέρχεται διὰ 
τῶν κέντρων εἴχοσι τεσσάρων κύ- 
κλων, τοὺς ὁποίους δυνάμεϑα νὰ 
ὁρίσωμεν ἀπ’ εὐθείας. 


Τὰ τέσσαρα τρίγωνα ΑΒΓ, : ΠΡ 
ΑΒΗ, ΑΓΗ καὶ ΒΓῊ ἔχουν τὴν ᾿ς Ἢ 
αὐτὴν περιφέρειαν τῶν ἐννέα ση- νὴ “ 
μείων (8 726), ἐπὶ τῆς ὁποίας εὑρί- οἰ κ οτς 
σκονται αἱ τέσσαρες ἑξάδες τῶν Σχ. λῆσ. 
κέντρων τῶν περιφερειῶν, περὶ τὰ 
ὧν ἡ 2Ζα παρατήρησις τῆς προηγουμένης ἀσκήσεως. 
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Π]αράδειγμα. Ἢ μία ἐκ τῶν τριῶν διχοτόμων τοῦ τριγώνου ΓΑΗ, 
λυχ. ἡ τῆς γωνίας Α, ὀρίζει τὰς περιφερείας μὲ κέντρα τὰ Ο καὶ 
Ο {ἐστιν μέγας): 

᾿ περιφέρεια (Ο) διέρχεται διὰ τοῦ μέσου Κὶ τῆς ΓΗ, διὰ τοῦ 
ποδὸς Ρ τῆς καθέτου ΑΡ ἐπὶ τὴν ΓΗ, καὶ; διὰ τῶν προβολῶν ΛΜ 
τῶν κορυφῶν Γ, Η ἐπὶ τὴν διχοτόμον ΑΜΛ. 


798. Παρατήρησις. 1) Δυνάμεθα νὰ πολλαπλασιάζωμεν ἐπ’ ἄπει- 
ρον τὸν ἀριθμὸν τῶν σημείων τὰ ὁποῖα δυνάμεθα νὰ ὀρίσωμεν 
ἀπ᾽ εὐθείας καὶ τὰ ὁποῖα εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς περιφερείας τῶν 
ἐννέα σημείων διὰ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 

Πράγματι, ἡ ἐν λόγῳ περιφέρεια εἶναι περιγεγραμμένη εἰς τὸ 
τρίγωνον ΔΕΖ --τὸ ὁποῖον δυνάμεθα νὰ ὀνομάσωμεν διάμδσον τρίγω- 
νον ἢ κατὰ τὸν Νειιθετρ συμ- 
πληρωματικὸν (δ 432). 

Ἂν λάβωμεν τὸν πόδα 
Θ τοῦ ὕψους ΑΘ, ὡς τὸ 
μέσον τῆς βάσεως ἑνὸς τρι- 
γώνου, δυνάμεθα νὰ εἴπω- 
μεν, ὅτι τὸ τρίγωνον ΕΖΘ 
εἶναι τὸ διάμεσον τρίγωνον 
εἰς ὃ εἶναι περιγεγραμμένη 
ἡ περιφέρεια τῶν ἐννέα ση- 
μείων. Φέροντες δὲ διὰ τῶν 
κορυφῶν Ε, Ζ, Θ παραλλή- 
λους πρὸς τὰς ἀπέναντι 
πλευρὰς (τοῦ ΕΖΘ), λαμ- 
βάνομεν τὸ ΓΚ ὡς ἀρχικὸν 
τρίγώνον: 

ὰ σημεῖα Δ,Ε,Ζ,9Θ 
εἶναι κοινὰ εἰς τὰ δύο τρί- 
γῶώνα ΑΒΓ καὶ ΠΚ, καθὼς καὶ τὸ σημεῖον Ρ, μέσον τῶν ΒΗ καὶ 
ΟΙ’, καὶ Ρ’, μέσον τῶν ΟΚ καὶ ΓΗ. Ὑ ππάρχουν ὅμως καὶ τρία νέα 
σημεῖα : τὸ μέσον τῆς ΟἹ καὶ οἱ πόδες ἣν Ν τῶν ὑψῶν ΓΜ καὶ 
ΚΝ τοῦ νέου τριγώνου. 

Δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν δύο ἄλλα τρίγωνα ἀνάλογα 
πρὸς τὸ ΠᾺ᾿ καὶ νὰ ὁρίσωμεν οὕτω ἐπὶ τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα ση- 
μείων ἐννέα ἐν συνόλῳ νέα σημεῖα. 


784. 2) Τὸ τρίγωνον διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ΕΣΖ θὰ ἦτο τὸ διάμεσον 
ἢ συμπληρώματικὸν τρίγωνον δὲν μᾶς δίδει παρὰ δύο μόνον νέα ση- 
μεῖα. ᾿Επειδὴ τὸ μέσον τῆς ΟἹ θὰ εἶναι ὁ ποὺς τοῦ ὕψους, τοῦ 
ἀγομένου ἐπὶ τὴν παράλληλον πρὸς τὴν. ΕΖ πλευράν, καὶ τὸ Δ 
τὸ σημεῖον τοῦ Εμϊον. Τὰ δύο ἄλλα ὕψη θὰ διέλθουν διὰ τῶν Ρ' 
κάϊ Ρ΄. ᾿Αναλόγως, τὸ τρίγωνον ΕΛΖ θὰ ὁρίσῃ δύο νέα σημεῖα. 
Ἔχοντες δὲ ὑπ’ ὄψιν καὶ τὰ τέσσαρα ἄλλα, ἀνάλογα πρὸς τὰ 
θεωρηθέντα, τρίγωνα διὰ τὰς πλευρὰς ΔΕ καὶ ΔΖ τοῦ ἀρχικοῦ 
διαμέσου τριγώνου, φθάνομέν εἰς τὸν ἀριθμὸν τῶν δώδεκα νέων ση- 
μείων κλπ. 

Ἔκ τοῦ σχήματος 433 ὁ ῬΡῬίαίκονο ἀποδεικνύει ὅτι 48 ἀξιωση- 
μείωτοι διὰ τὸ τρίγωνον κύκλοι ἐφάπτονται τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα 
σημείων. (Βλ. ἐπομ. 8 1341 β, σημείωσις). 
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786. Τὰ κέντρα τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς τρίγωνον περιφερείας καὶ 
τῶν παρεγγεγραμμένων εἷς αὐτὸ περιφερειῶν, ἑνούμενα ἀνὰ δύο, ὁρίζουν 
ἕξ τμήματα᾽ δείξατε, ὅτι τὰ 


Ἐξ μέσα τῶν τμημάτων αὐτῶν δι 

εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς περιγε- ἾΝς 
γυσμμένης εἰς τὸ τρίγωνον ] χ 

περιφερείας. (Μεπίϊοη, Ν.Α. νἱ λοὰς . 
(1880) σελ. 821). βυαν 


ΡΟΑΣ 


Ἔστω ΑΒΓ τὸ δοθὲν 
τρίγωνον, 1, Δ, Ε. Ζ τὰ τέσ- 
σαρα κέντρα (Σχ. 434). ᾽- 
πειδὴ αἱ ἐσωτερικαὶ διχοτό- 
μοι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ εἶναι κά- " 
Θθετοι ἐπὶ τὰς ἐξωτερικὰς 
διχοτόμους,θὰ εἶναι καὶ ὕψη 
τοῦ τριγώνου ΔΕΖ’ ἐπομέ- 
νως, ἡ περιγεγραμμένη πε- δ, ἀ04. 
ριφέρεις εἰς τὸ τρίγωνον 
ΑΒΓ εἶναι ἡ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων τοῦ τριγώνου ΔΕΖ 
καὶ διέρχεται, κατὰ τὰ προηγούμενα, διὰ τοῦ μέσου Λ τῆς ΙΔ κα- 
θὼς καὶ διὰ τοῦ μέσου Θ τῆς ΕΖ. 


Παρατήρησις. Ἢ ΛΘ εἶναι διάμετρος τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα ση- 
μείων (8 721, παρατήρησις). 


Θεώρημα 1δ0--1 


788 α. "Ἢ περιφέρεια, ἥτις διέρχεται διὰ τῶν χέντρων ὁ, Ε, Ζ, Η 
τριῶν τυχουσῶν ἐκ τῶν ἐφαπτομένων 
τῶν πλευρῶν τριγώνον ΑΒΓ περι- 
φερειῶν, εἶναι διπλασία τῆς περι- 
γεγραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περι- 
φερείας (Α. ἃ. Οετρ. τόμ. ΧΙ], 
1821 - 22 σελ. 391). 


Τὸ κέντρον Η τοῦ ἐγγεγραμ- 
μένου κύκλου εἶναι τὸ ὀρθόκεν- 
τρον τοῦ ΔΕΖ' ἑπομένως, ἡ περι- 
γεγραμμένη περιφέρεια εἰς τὸ 
Α εἶναι ἡ περιφέρεια τῶν ἐν- 
νέα σημείων τοῦ ΔΈΖ' ἄρα 


ΖΟ -Ξ2ΑΝ. 
ἊΦφ᾽ ἑτέρου, ΑΛ -Ξ ΑΠ' ἄρα: 
περιφερεῖα ἙΗΖ -Ξ περιφέρεια σα. 42}, Ν 
ΔΕΖ. 


786 β. Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις, ἐκτὸς τῆς παρηλλαγμένης ὀρολο- 
γίας καὶ διαφόρων ἁπλουστεύσεων, εἶναι ἡ δοθεῖσα ὑπὸ τοῦ 1. - 
Ἡ. θυγγαπάς Δύο ἄλλαι ἀποδείξεις ἀνεκοινώθησαν ὑπὸ τῶν 1.- 
καπὶ καὶ Ουεττεῖ εἰς ΔΛ. ἁ. Θεγρ., τόμ. ΧΙΠ, 1822 - 23, σελ. 14). 
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Θεώρημα 161 


786. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀκτίνων τῶν τριῶν παρεγγεγραμμένων εἰς τρί- 
γῶνον περιφερειῶν εἶναι ἴσον πρὸς τὴν ἀκτῖνα τῆς ἐγγεγραμμένης περι- 
φερείας, ηὐξημένην κατὰ τὸ τετραπλάσιον τῆς ἀχτῖνος τῆς περιγεγραμ- 
μένης περιφερείας. 

"Ἔστωσαν (Σχ. 434), Ε ἡ ἀκτὶς τῆς περιγεγραμμένης περιφε- 
ρείας, ρ ἡ τῆς ἐγγεγραμμένης, ρα, ρβ, ργ αἱ ἀκτῖνες τῶν παρεγ- 
γεγραμμένων κύκλων εἰς τὰς γωνίας Α, Ὁ, Γ. Ἔκ τοῦ σχήματος 
ἔχομεν ΙΤ --Ξρ, ΔθΘίξερα, ΛΘ-Ξ-2ΕἉ. 

᾿Επειδὴ τὸ σημεῖον Λ εἶναι τὸ μέσον τῆς ΔΙ: 


ΔΡ τε 6 (8 436, 3η περίσις) 
6Ρ--.-β Ἔρυ, 
2 


'Επομένως: ΛΘΞ-ΕΛΡΡΘ -Ξ-2Ὲ -- ρα Ἔρβ ἜρυτΡ 


ἢ 4 Ἔρπερα-Ἐρρ Ἐργ. 
Σημείωσις. τὸ θεώρημα εἶναι τοῦ Βο 1ΠᾳὌετ, (Α.. ἀ. α., τόμ. ΧΙΧ, 
1827 - 28, σελ. 85 καὶ 90). 


Θεώρημα 162 


787. Εἰς πᾶν τρίγωνον, τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀκτίνων τῆς ἐγγεγραμμέ- 
νης καὶ τῆς παρεγγεγραμμένης περιφερείας, ἰσοῦ- 
ται πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν καϑέτων, τῶν ἀγομέ- 
γῶν ἐκ τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης περιφε- 
ρείας ἐπὶ ἑκάστην πλευράν. (ζ(ατποΐ, Γεωμετρία 
Θέσεως, πὸ 187, σελ. 167.---᾿ Απόδειξις Μεπίίοιι-- 
Ν, Α., 18δ0, σελ. 8268). 

"Ἔστωσαν δα, δρβ, ὃν αἱ ἀποστάσεις τοῦ 
κέντρου Ο ἀπὸ τὰς πλευρὰς α, β, γ. Ἐκ τοῦ 
προηγουμένου θεωρήματος εὕρομεν : 


τθβα  Ρ 
ΔΡ-εδος 


ἄρα 8. -- Κ᾿΄-ΛΡΈΈΆ-- 5 5 ἢ 28 --- 2δα -Ἐρα --- ρ. ᾿Αναλό- 


: ΕΞ -- ρ, 2 ΞΞ-( 2δ -- ρ. Προσθέ- 
ἐρανβνα ἀν ΗΝ ἫΣ ἐῃὰ ἘΡ  ρ ρνς  ενν ᾿ 
6Ὰ Ξ-- 2(δα - δ -ἰ ὃν )-Ἐρα Ἐ ρρ-ξρυ -- ΞΡ. 
᾿Αλλ’ ἀπεδείχθη ὅτι : ρα --- ρβ -ρν ΞΞ- 4 -Γρ. Ἑπομένως : 
δα τδρ Γδυ-Ξ Ξ ἜΡ (ὦ). 

Παρατήρησις. "Ἔστωσαν β,, β,, βι τὰ τρία βέλη τῶν τόξων τοῦ 

σχήματος. ᾿Επειδὴ 
β,ιΞ π --δα, βι,ΞΞΕ --ὃρ, βιΞΞῈ -- δ᾽ 

ἕπεται β, Ἐβ, Ἐβε.ΞΞ2Ὰ -- ο. 
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Παρατήρησις. ᾽Εὰν τὸ τρίγωνον εἶναι ἀμβλυγώνιον, τὸ κέντρον 
Ὁ εὑρίσκεται ἐκτὸς τοῦ τριγώνου καὶ ἡ ἀπόστασίς του ἀπὸ τῆς 
μεγαλυτέρας πλευρᾶς πρέπει νὰ ληφθῇ μὲ ἀρνητικὸν σημεῖον. Ἂν 
λ0χ. ἡ δ) ἀντιστοιχῇ εἰς τὴν μεγαλυτέραν πλευράν, ἡ σχέσις (α) 


γίνεται 
ΚΕ Ἔρπεδα - δ -- ὃν . 

7387 α. Σημείωσις. 1) ᾿Επὶ τοῦ τύπου τοῦ (ανηοί, ὑπάρχει ἕν πολὺ 
ἐνδιαφέρον ἄρθρον τοῦ ϑίεϊπες εἰς Α. ἃ. 6,, τόμ. ΧΙΧ, σελ, 85, 
᾿Επίσης : ἄρθρον τοῦ Ϊαπιεῖ εἰς Ν. Α. (1872) σελ. 34.---ΝΌΩΣ : Σχέ- 
σεις μεταξὺ τῶν στοιχδίων ἑνὸς τριγώνου, σελ. 40, τύπος 20.-- Μαιςπεκὶ8 
(1904), σελ. 10, ἄρθρον τοῦ τος - άταν καὶ σημείωσις τοῦ Νευ- 
ὕῬετε, Πρβλ. ἑπομ. 8 1453 γ. 

) Ἔχομεν ἐπίσης τὴν σχέσιν 


αὖρα -᾿ βρρ Ἔ γῦρυ 
(α-ἘΒ-Υ} 
(μαϊμεβὶβ (1906), σελ. 144, ζήτημα 1573, ὑπὸ νετκαατί). 


Ἐ-ρΞε 


Πενειάγραμμον τοῦ Μη φωεί 162--Ἰ 


787 β. Εϊς τὰ πέντε τρίγωνα, τὰ σχηματιζόμενα ὑπὸ τῶν πλευρῶν 
ἑνὸς πενταγώνου καὶ τῶν προεκτάσεων τῶν πλευρῶν τῶν παρακειμένων 
εἰς ἑκάστην ἐξ αὐτῶν, περιγράφομεν περιφερείας. Δείξατε ὅτι τὰ (δεύ- 
τερα) σημεῖα τομῆς τῶν περιφερειῶν τούτων κεῖνται ἐπὶ μιᾶς περι’ 
φερείας. 

"Ἔστωσαν ΑΒΖ, ΒΓΘ κλπ. τὰ ἐν λόγῳ τρίγωνα, ΔΛ, Μ.Ν,Ρ,Π 
τὰ πέντε σημεῖα τομῆς τῶν περιφερειῶν. 


Σχ, 4558. 


Εἰς τὸ πλῆρες τετράπλευρον ΑΒΓΊΘΖ, αἱ περιγεγραμμέναι πε- 
ριφέρειαι εἰς τὰ τρίγωνα ΑΒΖ, ΒΓΘ, Ζ2ΓΙ τερνονται εἰς τὸ σημεῖον 
Λ (88 21 καὶ 7.1} Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὸ πλῆρες τετρά- 
πλευρον ΓΔΕΖΙΗ, ὅπου αἱ περιφέρειαι ΓΔΗ, ΕΔΙ, ΖΓῚ διέρχον- 
ται διὰ τοῦ σημείου Ν. Ἑπομένως ἡ περιγεγραμμένη περιφέρεια 
εἰς τὸ τρίγωνον ΖΓῚ διέρχεται διὰ τῶν σημείων Λ καὶ δ, 
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Ἔστω τώρα [1 τὸ σημεῖον τομῆς τῆς περιφερείας ΑΕΚ μετὰ 
τῆς ΑΒΖ. ᾿Επειδὴ αἱ περιφέρειαι ΑΒΖ, ΖΓΙ ὑδον ἕν κοινὸν σῆς 
μεῖον Λ μετὰ τῆς περιφερείας ΛΝΠ (ἐστιγμένης), ἡ δὲ εὐθεῖα ΖΑΙ 
διέρχεται διὰ τοῦ σημείου τομῆς Ζ τῶν δύο πρώτων περιφερειῶν, 
ἕπεται ὅτι αἱ εὐθεῖαι ΠΑ καὶ [ἰδ προεκτεινόμεναι τέμνονται ἐπὶ 
τῆς τρίτης περιφερείας (43). 

᾿ΑΦ᾽ ἑτέρου, θεωροῦντες τὸ τρίγωνον ΑΣΙ καὶ τὰ τρία σημεῖα 
Π, Ν, Ε ἐπὶ τῶν πλευρῶν του, εὐκόλως ἀναγνωρίζομεν ὅτι αἱ πε- 
ριφέρειαι ΠΣΝ, ΝΕΙ, ΠΕΑ διέρχονται ἐπίσης διὰ τοῦ αὐτοῦ οη- 
μείου τοῦ Ρ’ ἑπομένως, ἡ περιφέρεια ΠΛΝ διέρχεται διὰ τοῦ ση- 
μείου Ρ, τομῆς τῶν -περιφερειῶν ΔΕῚ (Ξ-Ξ- ΝΕΙ) καὶ ΑΕΚ (ΞΞ ΠΕΑ). 

᾿Αναλόγως ἀποδεικνύομεν ὅτι ἡ περιφέρεια ΠΛΝΡ διέρχεται 
διὰ τοῦ σημείου Μ, Ἤτοι τὰ πέντε σημεῖα ΔΛ, Μ, Ν, Ρ, Γ᾿ εὑρί- 
σκονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς περιφερείας. 


787 .γ. Σημείωσις. Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις ἐλήφθη ἐκ τοῦ ἔργου 
τοῦ (είαΐαπ Θεωρήματα καὶ Π]ροβλήμαια (6η ἔκδ., 1879, κεφ. ΧΧΨΧΊΙΙ, 
σελ. 50. Ὃ Ραὰ] Τογγίοσ ἀκολουθεῖ ἄλλην ὁδὸν (Ν. Α,, (1895), 
σελ. 15), ἀποδεικνύει ὅτι τὴν αὐτὴν ἰδιότητα ἔχει καὶ τὸ ἀστεροειδὲς 
πεντάγωνον καὶ γενικεύει τὴν πρότασιν (σελ. 1 .- 5). Προγενεστέρως, 
ὁ Τοηρομαῖηρ8 εἶχε φθάσει εἰς συμπεράσματα πολὺ ἀξιοσημείωτα 
καὶ γενικώτατα διὰ ἀνάλογα ζητήματα (Ν. (οτ. Μεε!. (1877), σελ. 
306 καὶ 340). 

Ἢ ἀπόδειξις τοῦ 7Τοιη (ἀβεν εὑρίσκετοι εἰς τὸ ἔργον του ἡ 86- 
φιιοὶ ο[ (μ6 Γἱγ8ὶ δὶ» Βοοκβ. οὐ {πὸ Εἰθηιεηίβ οΥἹ Εποϊνά, θη ἔκδοσις, 
πὸ 42, σελ. 151. Ὁ Καπίος (Βιέννη) ἐχρησιμοποίηοε τὸν κύκλον 
τοῦ πενταγώνου τοῦ Μιφυοὶ εἰς τὴν σπουδὴν τῆς ὑποκυκλοειδοῦς. μὲ 
τρία σημεῖα ἀνακάμψεως (Βυ!!εἰΐα ἀε5. ϑοίεμιςε58 δίαιμέτπδαμ6 5 εἴ 
Αξίσγοποιπίααοβ (1879), σελ. 138). 

Σχετικὰ πρὸς τὸ ἀνωτέρω θέμα εὑρίσκονται καὶ εἰς εἴ. ἃ. 
Μαιι. (1896), σελ. 82, ζήτ. 809. 


Πολύγωνα περιγεγραμμένα εἰς περιφέρειαν 


7388. Εὶς τὰς ἀσκήσεις τὰς σχετικὰς πρὸς πολύγωνα περιγέε- 
γραμμένα εἰς περιφέρειαν, γίνεται συχνὴ χρῆσις τοῦ ἀκολούθου 
θεωρήματος : 

ΑΙ ἐφαπτόμεναι πρὸς περιφέρειαν, αἱ ἀγόμεναι ἐξ ἑνὸς σημείον ἐκτὸς 
αὐτῆς κειμένου, εἶναι ἴσαι καὶ ἡ γωνία των ἴση πρὸς τὸ παραπλήρωμα τῆς 
γωνίας τῶν ἀκτίνων εἷς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς. 


Θεώρημα 188 


789. "Ἐὰν ΑΔ, ΑΕ εἶναι δύο σταϑεραὶ ἐφαπτόμεναν μιᾶς περιφε- 
ρείας (Σχ. 486) καὶ ΒΓ μεταβλητὴ ἐφαπτομένη, κειμένη μεταξὺ τοῦ κέν- 
τρον Ο καὶ τοῦ σημείου Α, τὸ τρίγωνον ΑΒΓ ἔχει σταϑερὰν περίμε- 
τρον καὶ ἡ γωνία ΒΟΓ, καϑ' ἣν φαίνεται ἐκ τοῦ κέντρου τὸ τμῆμα ΒΓ, 
εἶναι ἐπίσης σταϑερά. 


΄.᾿ ΄)-Ἅὄ 
48. ΣΉημ, μετ᾿ Πράγματι: ΔΝΣ- ΔΖΙῚ (-Ξ- ἐξωτερικὴ τοῦ ἂγγε- 
ον. ΄ 
τραμμένου τετραπλούρου ΖΛΝ]1) ΞξΞ ΛΠΑ -Ξ ΛΗΣ. 
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᾿Βξετάσατε τὴν περίπτωσιν κατὰ τὴν ὁποίαν ἣ μεταβλητὴ ἐφαπτο- 
μένη λαμβάνει τὰς ϑέσεις Β΄ Γ΄ τοῦ σχήματος. 

1) "Ἂς φέρωμεν τὰς ἀκτῖνας ΟΔ, 
ΟΕ, ΟΙ εἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς. ᾿Επειδὴ ΒΥ 
ΒΙ -Ξ ΒΔ καὶ ΓΙ ΞΞ- ΓΕ, ἡ περίμετρος τοῦ ΖΧᾺ 
τριγώνου ΑΒΓ ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροι- ͵ ἝΝ 
ομα τῶν ἐφαπτομένων ΑΔ καὶ ΑΕ, Ν 
δηλ. πρὸς ποσότητα ἀνεξάρτητον τῆς ): 
ϑέσεως τῆς ΒΓ. Β ΒΩ 

2) Ἢ εὐθεῖα ΟΒ εἶναι ἡ διχοτόμος γι 
τῆς γωνίας ΔΟΙ καὶ ἡ ΟΓ διχοτόμος ΠΩΣ Ν 
τῆς γωνίας [ΟΕ. Ἢ γωνία, ἄρα, ΒΟΓ νὴ ἧς 
εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς γωνίας ΔΟΕ, ἡ Ἁ χ“φΦῸὉς 
ὁποία εἶναι σταθερὰ καὶ ἴση πρὸς τὸ ὯΝ. Ν᾿ 
παραπλήρωμα τῆς γωνίας Α. : 


Παραιήρησις. Εἶναι: 
᾿ς ΄ΝῬ 
ΒΟΓ - ΒΌΓ’ -Ξ 1805, 
Διὰ τὴν ἐφαπτομένην ΒΓ, παρατηροῦμεν ὅτι ἡ σταθερὰ πο- 
σότης ΑΔ-Έ}ΑΕ εἶναι ἡ διαφορὰ τοῦ μήκους τοῦ Β’Γ΄ ἀπὸ τοῦ 
μήκους ΑΒ΄-ἘΑΓ΄. “Ὅσον ἀφορᾷ τὴν γωνίαν Β΄ΟΓ΄, αὕτη εἶναι 
ἐπίσης σταθερά, ὡς ἡμιάθροισμα τῶν σταθερῶν γωνιῶν ΔΟΙ΄ 


καὶ ΕΟΙ΄. 
Οὕτω ἀγόμεθα εἰς τὸ ἑπόμενον θεώρημα: 


Θεώρημα 188--] 


740. "Ἐὰν ἕν μεταβλητὸν τρίγωνον μένη περιγεγραμμένον εἰς σταϑε- 
ἀν περιφέρειαν καὶ διατηοῇ μίαν γωνίαν τον σταϑεράν, τὸ ἄθροισμα 
τῶν πλευρῶν τῶν περιεχουσῶν τὴν σταϑερὰν γωνίαν, ἠλαττωμένον κατὰ 
τὴν ἀπέναντι αὐτῆς πλευράν, εἶναι ποσότης σταϑερὰ καὶ ἣ γωνία καϑ' 
ἣν φαίνεται ἐκ τοῦ κέντρου ἧ τελευταία πλευρὰ εἶναι ἐπίσης σταϑερά. 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα ὀφείλεται εἰς τὸν Ροποεῖος (Τναϊὁ ἄδε 
Ῥγορυϊοίέᾳ ργολοοίϊυοα ἀ68 Γσωγεβ, τὸ 462 καὶ 463). ᾽Ο ἐπιφανὴς οὗ- 
τος μαθηματικὸς συνήγαγεν μερικὰς ὡραίας ἰδιότητας τῶν κωνι- 
κῶν τομῶν ἐκ τῆς ἀνωτέρω προτάσεως. 
(0., 9 633 Ἑπετγοΐοαϑ, πὸ 2110, 2112). 

Θεώρημα 1δ4 

741. Ἑὶς πᾶν ὀρϑογώνιον τρίγωνον, τὸ 
ἄθροισμα τῶν πλευρῶν τῆς ὀρϑῆς γωνίας 
ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα. τῶν διαμέτρων 
τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ τῆς περιγεγραμμένης 
εἰς αὐτὸ περιφερείας. 

Συνδέοντες τὰ σημεῖα ἐπαφῆς μετὰ 
τοῦ κέντρου τῆς ἐγγεγραμμένης περιφε- 


φείας, παρατηροῦμεν ἀμέσως ὅτι τὸ ἜΣ: 
ἄθροισμα β΄- ἰσοῦται πρὸς α- 2ρ Σχ, 431. 
ἢ 2Κ -Ἐ 2ρ. 


Παρατήρησις. Ἢ ἀκτὶς τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἶναι τὸ 
ἥμισυ τῆς διαφορᾶς β -ΕὙ -- α. 


Θεώρημα 1δ4--1 


,. 742. Ἥ ἀκτὶς τῆς παρεγγεγραμμένης περιφερείας εἰς ἕν ὀρϑογώνιον 
τρίγωνον καὶ εἰς τὴν ὀρθὴν γωνίαν αὐτοῦ, ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα 
τῶν ἀκτίνων τῶν δύο ἄλλων παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν καὶ τῆς 
ἐγγεγραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περιφερείας. 

Πρέπει νὰ ἀποδειχθῇ ὅτι (Σχ. 438): 


ΕΛ-- ΖΡ ΘΚ ΙΤ ἢ αλα! ΑΝ ΑΜ. 


᾿Αρκεῖ λοιπόν, ὡς ἐκ τοῦ σχήματος γίνεται φανερόν, νὰ ἀπο- 
δειχθῇ ὅτι ΑΜ -Ξ-ΝΒ καὶ ΑΙ΄ -- ΒΛ. 

1) Ἐπειδὴ ΑΜ-ΈΑΝΞΚΙΚΤ, ΒΜ-ΒΝ-ΞεοΟν καὶ Κτεεον, 
ἔπεται ΑΜ-ΑΝΈΞΒΜ- [ΒΝ ἢ ΑΜ- ΒΝ. 

2) Τὸ τρίγωνον ΕΒΖ εἶναι ὀρθογώνιον καὶ ἰσοσκελές, ἐπειδὴ 
ἡ γωνία ΕΒΖ εἶναι ὀρθή, ὡς γωνία τῶν διχοτόμον δύο ἐφεξῆς 
παραπληρωματικῶν γωνιῶν, καὶ ἡ γωνία ΒΕΖ ἴση πρὸς 455, ἀφοῦ 


Σ.. 438. 


αἴ εὐθεῖαι ΕΖ καὶ ΕΘ εἶναι διχοτόμοι τῶν συμπληρωματικῶν γω- 
νιῶν ΡῈΣ καὶ ΣΕΛ. ὶ 

Ἑπομένως: ΒΕ-- ΒΖ. 

Τὰ ὀρθογώνια δὲ τρίγωνα ΒΕΛ καὶ Β8ΖΙ’ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα 
ἴοας τὰς ὑποτεινούσας καὶ τὰς ὀξείας γωνίας’ ἐπειδὴ αἱ γωνίαι 
ΒΕΔ ΟΙ ΖΒΙ’ εἶναι ἴσαι ὡς συμπληρωματικαί. 

“ὥστε 


ΒΛ-- ΑΙ’ καὶ ΕΛ ἤΑΛΞΑΝ ---ΞΒθ[.Ν-ΒΛ--- ΘΝ-ΕΙΜ - ΖΙ΄. 
Θεώρημα 164-11 


748. Εῤς πᾶν τρίγωνον, τὰ σημεῖα ἐπαφῆς μετὰ τῶν πλευρῶν τοῦ 
ἐγγεγραμμένον κύκλου ὁρίζουν ἐπ’ αὐτῶν ὃξ τμήματα ἀνὰ δύο ἴσα. Δεί- 
ξατε, ὅτι ἂν παραστήσωμεν διὰ τ τὸ ἡμιάϑροισμα τῶν πλευρῶν α, β, γ, 
τὰ μήχη τῶν τμημάτων αὐτῶν εἶναι τ --α, τ--β καὶ τ--Υ. 
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Πράγματι, διὰ τὸ μῆκος λ.χ. ΑΛΞελ ἔχομεν 
ΑΛΞΑΝ-ΞΞ ΑΒ - ΒΓΈΓΑ -- 
--(ΛΒ ἘΒΜ ἘΜΓ ἘΓΝ) 

ἢ 2λ-ε2τ-- (2μ-Ἐ 2 ν), 
λ-τ-- α. 
᾿Αναλόγως, 
μεξτ--β, νττ-- Υ. 
Παρατήρησις. 1) ΑἘ -Ε ΑΗ τε τ. 
2) ΛΕΞΞΝΗΞξΕα. 
ὌΠ Ὲ ἐπειδὴ ΛΕΞΞΕΒΜΈΒΖ, 
καὶ 


ΗΞΕ ΓΖ 
4) ΖΜ -Ξ ΤΈΣΣ Β-- γ. 


Θεώρημα 164--11 


748. α. "Ἐὰν αἱ ἴσαι πλευραὶ ΑΜ, 
ΑΝ ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΝΑΜ 
τμηϑοῦν ὑπὸ ἑνὸς εὐθυγράμμου ἐλήματος 
ΒΓ κατὰ τρόπον ὥστε ΒΓΞΕΞΒ ΜΈΓΝ, 
ἡ περιφέρεια (0), ἣ ἐφαπτομένη τῶν 
ἴσων πλευρῶν εἰς τὰ Μ καὶ Ν, ἐφά- Σῃ. (29 
πτεται ἐπίσης τῆς εὐθείας ΒΓ. ᾿ 


]η ᾿Απόδειξις. Ἂς λάβωμεν ΒΛ -- ΒΜ καὶ ἑπομένως ΛΓ ΓΝ. 
᾽᾿Αρκεῖ νὰ ἀποδειχθῇ ὅτι ἡ περιφέρεια ΛΜΝ ἐφάπτεται τῶν τριῶν 
εὐθειῶν ΑΜ, ΑΝ καὶ Β 

, Παρατηροῦμεν, ὅτι ᾿ κάθετοι εἰς 

ἐσα τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου 

Μὴ τέμνονται εἰς σημεῖον Ὁ, ἴσον 
ἀπέχον τῶν τριῶν κορυφῶν του καὶ 
κοινὸν σημεῖον ἐπίσης τῶν διχοτόμων 
τῶν γωνιῶν ΜΑΝ, ΜΒᾺΑ καὶ ΧΕΝ, ὡς 
προκύπτει ἐκ τῶν ὁμωνύμων ἰσοσκελῶν 
τριγώνων. Κατ’ ἀκολουθίαν, αἱ παρα- 
πληρωματικαὶ γωνίαι ΟΔΒ καὶ ΟΛΓ 
εἶναι ἴσαι, ὡς ἴσαι ἀντιστοίχως πρὸς 
τὰς γωνίας τῶν ἴσων τριγώνων ΑΟΜ 
καὶ ΑΟΝ. Εἶναι λοιπὸν καὶ αἱ τέσ- 
σαρες αὐταὶ γωνίαι ὀρθαὶ καὶ ἡ ἘΠΕ 
φέρεια ΛΜΝ ἐφάπτεται τῶν ΑΜ, 
καὶ ΒΓ εὐθειῶν. 


2α ᾿Απόδειξις, Διὰ τῆς εἰς ἄτοπον 
στσγονης ἀλλ᾽ ὀλίγον κομψή : 
Ἑστω (0) ἡ τλριψέραια, ἥτις ἐφά- 
πτεται εἰς τὰ ΜΙΝ τῶν ΑΜ καὶ ΑΝ. Σχ. 410. 
ἘΔν ἡ εὐθεῖα ΒΓ δὲν ἦτο ἐφαπτο- 
μένη τοῦ κύκλου τούτου, θὰ εἶχε τὴν θέσιν ΔΕ ἢ ΖΘ. "ἔστω ΒΓ 
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ἐφαπτομένή παράλληλος πρὸς τὴν ΔΕ (ἢ ΖΘ). Εἰς τὴν πρώτην 
Μ θέσιν θὰ εἴχομεν, ὡς φαίνεται ἀμέσως 
: ἐκ τοῦ σχήματος 


ΔΜ-ΈΕΝ» ΒΜΈΓΝ--Α ΒΓ» ΔΕ 
καὶ εἰς τὴν δευτέραν 
ΖΜ-Έ ΘΝ «ΒΜ -ἘΤΝ -Ξ- ΒΓ « ΖΘ, 


συμπεράσματα δηλ. ἀντίθετα πρὸς τὰς 
ὑποθέσεις’ ἐφάπτεται ἄρα ἡ πε τῆς 
περιφερείας (0). 


Θεώρημα τοῦ Ρίίοι 166 


744. ΕἘῤς πᾶν περιγεγραμμένον εἰς κύ- 
κλον τετράπλευρον, τὸ ἄϑροισμα δύο ἀπέ- 
ναντι πλευρῶν ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα 
τῶν δύο ἄλλων. 


᾿Επειδὴ αἱ ἐξ ἑνὸς σημείου ἀγόμε- 
ναι ἐφαπτόμεναι πρὸς μίαν περιφέ- 
Σχ. 49} βειάν εἶναι ἴσαι. 


Σημείωσις. Ῥίιοι (1695 --- 1771). (Βλ. ΕἸδννονιί9. ἀδ Τοροσγαρβμῖα ὑπὸ 
Ἑάπηοιὰ ΟαΌὐτίοϊ, σελ. 524, 59 948). 


Θεώρημα ἀντίστροφον 1δ6 


746. Πᾶν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ἄϑροισμα δύο ἀπέ- 
ναντι πλευρῶν ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν δύο ἄλλων, εἶναι περι- 
γράψιμον εἰς περιφέρειαν. 

]1η ᾿Απόδειξις. Ἔστω (Ο) ἡ περιφέρεια ἡ ἐφαπτομένη τῶν τριῶν 
πλευρῶν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ καὶ ΑΔ΄ ἡ ἐκ τοῦ Α ἐφαπτομένη αὐτῆς. Ἔκ 
τοῦ περιγεγραμμένου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ’ θὰ ἔχωμεν 


ΑΒ ἜΓΔΞΞ ΑΔ ΒΓ. 
᾿Αλλ’ ὑπετέθη 
ΑΒΈΓΔΑΔΈΒΓ, 


ΑΔ΄Ξ ΑΔ -- ΔΔ', 


συμπέρασμα ἄτοπον. ἐὰν Δ -ὸ Δ΄: ἐπειδή, ἄλλως, ἡ πλευρὰ ΔΔ' 
τοῦ τριγώνου ΑΔΔ’ θὰ ἦτο ἴση πρὸς τὴν διαφορὰν τῶν πλευρῶν 
ΑΔ καὶ ΑΔ’ αὐτοῦ. Εἴναι λοιπὸν τὸ τετράπλευρον ΑΒΓΔ περι- 
γράψιμον. 

2α "Απόδειξις. Φέρομεν τὰς διχοτόμους τῶν γωνιῶν Α καὶ Δ 
(Σχ. 442), τεμνομάνας εἰς τὸ Ο, καὶ γράφομεν τὴν π ΡΕαν τὴν 
φαπτομένην τριῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου εἰς Μ, Κί, Ν. Θὰ 
δείξωμεν ὅτι αὕτη ἐφάπτεται καὶ τῆς τετάρτης πλευρᾶς ΒΓ. 

Πράγματι, ἐὰν λάβωμεν ἐπὶ τῆς εὐθείας αὐτῆς ἕν τμῆμα 
ΒΛ -Ξ- ΒΜ, ἐκ τῆς σχέσεως Ὁ κυϑβπτδα ΡΟΝ θὰ ἔχωμεν 
ΓΛΈΞΓΝ καὶ ἐκ τοῦ προηγουμένου θεωρήματος (8 743) ἔπεται ἀμέ- 


καὶ ἑπομένως 
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σως, ὅτι ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα ΟΜ ἐφάπτεται 
τῆς εὐθείας ΒΓ. 

᾿Απ᾿ εὐθείας ἀπόδειξις. "Ἔστω ΑΒ ἘΓΔΈΒΓ-ΔΑ (Σχ. 443) 
καὶ ΑΒ» ΒΓ. 

Θεωρήσωμεν τὰς ἴσας διαφορὰς ΑΒ --- ΒΓ -Ξ ΑΔ -- ΓΔ καὶ ἂς 
λάβωμεν ἐπὶ τῶν ΑΒ καὶ ΑΔ τμήματα ΑΕ καὶ ΑΖ ἴσα πρὸς τὴν 
κοινὴν τιμὴν τῶν διαφορῶν αὐτῶν. Σχηματίζονται οὕτω τρία ἰσο- 
σκελῆ τρίγωνα ΒΓΕ, ΑΕΖ, ΔΓΖ, διὰ τὰ ὁποῖα αἱ διχοτόμοι τῶν 


ΣΧ. 8345, Σχ. 458. 


γωνιῶν εἰς τὰς κορυφάς των εἶναι κάθετοι εἰς τὰ μέσα τῶν πλευ- 
ρῶν τοῦ τριγώνου ΕΖΓ. Συντέμνονται ἄρα αἱ εὐθεῖαι αὐταὶ εἰς ἕν 
οημεῖον Ο, ἴσον ἀπέχον, προφανῶς, τῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου 
ἡ} ἑπομένως, κέντρον περιφερείας ἐφαπτομένης τῶν πλευρῶν αὐ- 
τοῦ.--Ετίοκε, Θέσαγά (Μαίμεϑῖ8 (1904), σελ. 13, πὸ 2 καὶ 67, πο 10). 


74δ α. Σημείωσις. Εἰς Α. ἀ. ον. τόμ. ΝΙ, 1815 - 1816, ὁ 1. - Β. 
Ῥυγσαπᾶάς ἀποδεικνύει ἀπ᾽ εὐθείας τὴν πρότασιν, καθὼς καὶ τὴν 
ἀλήθειαν αὐτῆς διὰ τὸ στρεβλὸν τετράπλευρον ἢ τὸ σφαιρικὸν 
τοιοῦτον (σελ. 46 τοῦ ΣΤ΄ τόμου). 

Ἔκ τῶν προηγουμένων θεωρημάτων ἕπεται τὸ ἀκόλουϑον : 


"Εὰν τέσσαρες κύκλοι ἑνὸς ἐπιπέδου ἢ μιᾶς σφαίρας ἐφάπτωνται ἀνὰ δύο, 
τὰ τέσσαρα σημεῖα ἐπαφῆς ἀνήκουσιν εἷς μίαν περιφέρειαν. 


Θεώρημα 1567 


746. ᾿Ἐὰν ἢ περιφέρεια, ἡ ἐφαπτομένη τῶν τεσσάρων πλευφῶν ἑνὸς 
τετραπλεύρου, εἶναι ἐξωτερικὴ αὐτοῦ, αἴ διαφοραὶ 
τῶν ἀπέναντι πλευρῶν εἶναι ἴσαι (δέεῖπε)", Φουγπαὶ 
ὧα Ογοῖίο, 1846). 


"Ἔστω 
ΑΕ --ΑΖ--α, ΒΘ--ΒΗ--β, 
ΓΕΞ-ΞΓΗ--γ, Δ2Ζ--ΔΘ-- 8. 
Ἐπειδή: 
ΑΓ-Ξα-- γ, ΔΒ--5--β, 
ΑΔεα-- ὃ, ΓΒ--γ --Ῥ, 


ἔπεται 
ΑΓ -- ΔΒε:Ξα-ἐἘΒβ --Ὗν -- δ -Ξ ΑΔ -- ΓΒ. 
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Θεώρημα 168 


Ἑ 747. Εἰς πᾶν τετράπλευρον παρεγγράψιμον (ὡς τὸ προηγούμενον), τὸ 
ἄϑροισμα δύο τῶν παρακειμένων πλευρῶν ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα 
τῶν δύο ἄλλων. 

᾿Αντιστρόφως" ἐὰν τὰ ἀϑροίσματα αὐτὰ εἶναι ἴσα, τὸ τετράπλευρον εἶἷ- 
γαι παρεγγράψιμον. 

Ἔκ τοῦ σχ. 445 ἔχομεν: 


ΑΓ ΈΓΒΕΞα- γ-τγ--β, ΑΔΈΈΔΒε:α--δ-{8--β 
δηλ. ΑΓ ΓΒ -- ΑΔ - ΔΒ. 


Ἁ 


Σχ. 448. 


Ἢ ἀπόδειξις τοῦ ἀντιστρόφου εἶναι ὁμοία ἐκείνης τῆς προτά- 
σεως 745. 


Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα ἀληθεύει καὶ διὰ μὴ κυρτὸν τετρά- 
πλευρον (Σχ. 446). 
᾿Επειδή, ἐκ τῶν σχέσεων: 


ΑΓΈΓΒΕΟ-Υ ΤΥ Β 
ΑΔ -Ἐ ΔΒ-Ξα--ὃ - δ Ἐρ, 
λαμβάνομεν: 


ΑΓΕ ΓΒΕΞΑΔΔΒ ἢ ΑΓ--ΒΔ-- ΑΔ -- ΒΓ, 


748. Σημείωσις. Τὸ ϑεώρημα τοῦ Ριϊοί (8 745) χρονολογεῖται ἀπὸ 
τοῦ 1725 καὶ συνεπληρώθη ὑπὸ τοῦ (εἶπες (Νομυεοίίεα Απηαὶοθ8 
(1849), σ. 3672). .Ο Ο. Ῥατβοὺυχ εἰς τὸ Βμί οίΐη ἀθ8 ϑείφποοῦ Μαιμέ- 
γιαϊίσιιοα (1879, σ. 64), ἐδημοοίευσε μίαν πλήρη μελέτην σχετικῶς 
καὶ συνήγαγεν τὸ ἀκόλουθον θεώρημα; ᾿Αὰν ἔν τετράπλευρον ΑΒΓΔ 
ἔχῃ δύο κορυφὰς Α καὶ Β σταϑερὰς καὶ τὰς Γ καὶ 4 μεταβλητάς, ἀλλ᾽ εἰς 
τρόπον, ὥστε τὰ μήκη τῶν πλευρῶν τοῦ νὰ παραμένωσιν ἀμετάβλητα καὶ 
τοιαῦτα ὥστε τὸ τειράπλευρον νὰ παραμένῃ πάντοτε περιγράψιμον εἰς κύ- 
κλον, ὁ τόπος τοῦ κέντρου τοῦ ἐγγεγραμμένον κύκλου εἰς αὑτὸ δἶναι ἡ πδρι- 
φέρεια μὲ διάμετρον τὸ τμῆμα τὸ διαιροῦν ἁρμονικῶς τὰς διαγωνίους ΑΓ 
καὶ Β4 τοῦ τετραπλεύρου, κατὰ τὴν ϑέσιν αὐτοῦ καϑ' ἣν αἱ τέσσαρες κο- 
ουφαί του κεῖνται ἐπ᾽ εὐϑείας. 

Σχετικὰ εἰς: Βιι ον, ἀο6 Μαιμόπιαιϊουιε8 Εἰδνιοηίαῖνε8 1895 -- 96, 
σ. 214, πο 65 ὑπὸ (οϊδβδατά" Φομγπαὶ ἀθα Μαϊμότιαί, σμεε τοῦ Ψυϊθεγί, 
τεῦχος ἴης Νοεμβρ. 1902 ὑπὸ ΤᾺ. (ατοππεί. 
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Θεώρημα 169 


749. "Ἐὰν ὃν ἐγγράψιμον εἰς κύκλον τετράπλευρον ἔχῃ τὰς διαγω- 
νίους καϑέτους ἐπ᾽ ἀλλήλας, τὸ τετράπλευρον τῶν προβολῶν ἐπὶ τὰς 
πλευρὰς τοῦ σημείου τομῆς τῶν διαγωνίων εἶναι ἐγγράψιμον καὶ περι- 
γράψιμον εἰς κύκλον, ἡ δὲ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἰς αὐτὸ διέρχε- 
και διὰ τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τοῦ ἀρχιχοῦ τετραπλεύρον. 

"Ἔστω ΑΒΓΔ τὸ δοθὲν τετράπλευρον, Ο τὸ κέντρον τῆς περι- 
φερείας, ΕΘΖΗ τὸ τετράπλεωρον 
τῶν προβολῶν. ᾿Εκ τῶν ἐγγρα- 

ἱμὼν τετραπλεύρων ΑΗΜΕ, 

ΖΜ κλπ. λαμβάνομεν 


“ “ὦἍἢ “ὩΝ ΄“«Ο 
ΗΕΜΞΞΗΑΜ, ΖΕΜ--ΖΒΜ. 


΄. ΄“Ν 
᾿Αλλ᾽ εἶναι ΠΑΜ -- ΖΒΜ, 
ἀφοῦ τὰ μέτρα αὐτῶν εἶναι ἴσα 


ἴσο. 
πρὸς -τ- ΓΔ. Ἑπομένως 


Ὁ “ 
ΗΕΜ -Ξ ΖΕΜ, 


δηλ. ἡ ΕΜ εἶναι διχοτόμος τῆς 
γωνίας ΖΕΠ’ καὶ ἐπειδὴ τὴν ἰδιό- Σχ. 41 
τητα αὐτὴν τὴν ἔχουν κατ᾽ ἀνα- ὩΣ 
λογίαν ἀποδείξεως καὶ αἱ εὐθεῖαι ΜΟ, ΜΗ καὶ ΜΖ, γίνεται φα- 
νερὸν ὅτι τὸ τειράπλευρον ΕΖΘΗ εἶναι περιγράψιμον εἰς περι- 
φέρειαν. 

1) Ἔχομεν ἐκ τοῦ σχήματος 


΄᾿ς ΄ς -ς ΄ΠἭς 
ΗΕΖ -ΗΘ2Ζ -- 2(ΜΒΖ- ΜΓΖ). 
΄ς 
᾿Αλλὰ τὸ τρίγωνον ΜΒΓ εἶναι ὀρθογώνιον καὶ ΜΒΖῈΜΓ 2ΞΞ]1 ὁρ- 


΄“΄ς “΄“- 
θή' ἄρα ΗΕΖ - ΗΘΖ -Ξ 2 ὀρθαὶ καὶ τὸ τετράπλευρον ΕΖΘΗ εἶναι 
ἀγγράψιμον εἰς κύκλον. 

2) "Ας συνδέσωμεν τὸ σημεῖον Μ τ τὸ μέσον Λ τῆς πλευρᾶς 
ΔΓ καὶ ἂς ἀποδείξωμεν ὅτι: ἡ εὐθεῖα ΜΛ εὑρίσκεται εἰς τὴν προέ- 
κτασιν τῆς ΕΜ. 

Εἰς τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΓΜΔ, ἡ διάμεσος ΛΜ -Ξ:ΛΓ. 
“ΕἘπομένως: 


“νὰ Ὁ “ “ 
ΛΜΓΞ-ΛΓΜ-:- ΜΒΑ -Ξ-Ε Μὰ. 


(Αἱ δύο τελευταῖαι γωνίαι εἶναι συμπληρώματα τῆς αὐτῆς γω- 
νίας ΜΑΕ.. 

Αἱ ἴσαι γωνίαι ΛΜΓ καὶ ΑΜΕ ἀποδεικνύουν ὅτι ἡ προέκτασις 
τῆς ΜΕ διέρχεται διὰ τοῦ μέσου τῆς ΔΓ καὶ τὸ αὐτὸ συμβαίνει 
καὶ διὰ τὰς εὐθείας ΜΗ, ΜΘ, ΜΖ: καὶ ἐπειδὴ αἱ γωνίαι ΛΕΣ, 
ΛΘΣ, κλπ. εἶναι ὀρθαί, ἕπεται ὅτι τἀ σημεῖα Ε, Θ καὶ Η, Ζ 
κεῖνται ἐπὶ τῶν περιφερειῶν μὲ διαμέτρους τὰς ΛΣ καὶ ΡΡ΄ ἀντι- 
στοίχως. 

᾿Αλλ' αἱ εὐθεῖαι αὐταὶ εἶναι αἱ διαγώνιοι τοῦ παραλληλογράμ- 
μου τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ καὶ τοῦ 
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ὁποίου αἱ διαγώνιοι ὑπετέθησαν κάθετοι ἐπ᾿ ἀλλήλας. Τὸ παραλ- 
ληλόγραμμον ἄρσ τοῦτο εἶναι ἀρθογώνιον καὶ αἱ διαγώνιοι αὐὖ- 
τοῦ εἶναι ἴσαι. Ἤτοι αἱ περιφέρειαι μὲ διαμέτρους τὰ ΛΔΣ καὶ ΡΡ΄ 
ἀνήκουν εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν καὶ τὰ ὀκτὼ σημεῖα -- τὰ τέσ- 
σαρα μέσα τῶν πλευρῶν καὶ οἱ τέσσαρες πόδες ἐπ᾿ αὐτῶν -- ἀνή- 
κουν εἰς τὴν ἰδίαν περιφέρειαν. 

Τὸ κέντρον Ν τῆς περιφερείας τῶν ὀχτὼ σημείων τοῦ τετραπλεύ- 
ρου ΑΒΓΔ εἶναι τὸ μέσον τῆς εὐθείας ΜΟ καὶ συμπίπτει πρὸς 
τὸ κέντρον τῶν μέσων ἀποστάσεων τῶν κορυφῶν του. (οι ἐδβὶκ 
(1904), σελ. 238, πο 1170 Βατὶϑἰ εη).. 


749 α. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θέμα προετάθη εἰς τὸν (περι) 
φεποναὶ τοῦ 1870 διὰ τὰ Στοιχειώδη μαϑηματικὰ (Ν΄. Α΄. (1870), σελ. 
383). Εἰς Ν. Α. (1841), σελ. 487 εὑρίσκονται καὶ αἱ ἀκόλουθοι πα- 
ρατηρήσεις ἐπὶ τοῦ ἰδίου ζητήματος : 1) [(Η ἀπόστασις μιᾶς πλευρᾶς 
ἑνὸς ἐγγεγοαμμένου τετραπλεύρου (43) ἀπὸ τοῦ κέντρου τοῦ περιγεγραμμένου 
κύκλου ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισν τῆς ἀπέναντι πλευρᾶς. 2) Τὸ ἐγγεγραμμένον 
τετράπλευρον ΑΒΓΔ καὶ τὸ περιγεγραμμένον, τὸ ὁποῖον λαμβάνομεν φέρον- 
τες τὰς ἐφαπτομένας εἷς τὴν περιφέρειαν ΑΒΓΔ καὶ εἰς τὰ Α, Β, Γ, Δ, 
εἶναι τοιαῦτα, ὥστε αἱ τέσσαρες τομαὶ τῶν ἀπέναντι πλευρῶν αὐτῶν κεῖν- 
ται ἐπ᾿ εὐθείας, ἥτις εἶναι ἡ πολικὴ τοῦ σημείου Μὰ ὡς πρὸς τὴν περιφέ- 
ρειαν ΑΒΓΔ. 3) Τὸ περιγεγραμμένον τετράπλευρον, τοῦ ὁποίου σημεῖα ἐπα- 
φὶ ; εἶναι τὰ Α, Β, Γ, Δ, εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ τετοάπλευρον ΕΖΘΗ, κάπ. 


Ἔκ τῆς δευτέρας παρατηρήσεως προκύπτει ὅτι τὸ τετράπλευ- 
ρον ΑΒΓΔ εἶναι μία εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ ἁρμονικοῦ τετραπλεύρου 
τῆς Νεωτέρας Γεωμετρίας τοῦ Τριγώνου καὶ ὅτι τὸ Μ' εἶναι τὸ σημεῖον 
τοῦ Γονκοῖτια αὐτοῦ. ἔίποτε, ἐν τούτοις, δὲν ἀποδεικνύει τὴν θεμε- 
λιώδη ἰδιότητα τοῦ σημείου αὐτοῦ’ εἰς τὰ Τμέονγὀηιεβ οἱ Ῥνοδίῤηνεδ 
ἐς Οἐοπιέίνὶε (δη ἔκδ., (1879), ο. 134) τοῦ (αίαϊαπ, ὁ συγγραφεύς 
του περιορίζεται εἰς τὸ νὰ διαπιστῶσῃ ὅτι αἱ ἀποστάσεις τοῦ ση- 
μείου Μ ἀπὰ δύο ἀπέναντι πλευρῶν, ὡς τῶν ΑΒ καὶ ΓΔ, ἔχουν 
τὸν αὐτὸν λόγον ὃν καὶ αἱ πλευραὶ αὐταί, ἰδιότης φανερὰ ἐκ τῶν 
ἰσογωνίων τριγώνων ΑΜΒ, ΔΜΓ. 

Τὸ ἐγγράψιμον καὶ περιγράψιμον εἰς κύκλον τετράπλευρον ὀνο- 
μάζεται πολλάκις καὶ δικεντρικὸν τετράπλευρον (Μαϊιεϑὶβ (1904), σελ. 
103, πο 1465). Διὰ τὰς ἰδιότητας τῶν ἐγγραψίμων τετραπλεύρων 
πρβλ. ἐπομ. (5 1276), (8 1277) καὶ (8 1277 β). 

Σχετικὰ εἰς: Α. ἀ. ετγρ., τόμ. ΧΝ, 1824 - 25, σ. 133 Πυτταπᾶε" 
1πί|, ἃ. Μαίβ., (1902), σ. 100, π9 2729, Δυσγ᾽ Μαίμεϑὶα (1902), ο. 173, 
ζήτμ. 1194, Ἑεπιοίης᾽ αὖτ. (1906), σ. 14, Νευδετρ. 


Θεώρημα 1δ9-- 


749 β. "Ἐπὶ ἑκάστης πλευρᾶς ἑνὸς περιγραψίμου εἰς κύκλον τετρα- 
πλεύρου κατασκχενάζομεν δύο ἰσοσχελῆ τρίγωνα ὅμοια. “Ἔστωσαν α, β, 
Ὑ, ὃ τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ὑψῶν τῶν ἐξωτερικῶν τριγώνων καὶ α΄, β’, 
γ᾽, δ' τὰ ἀντίστοιχα σημεῖα διὰ τὰ ἐσωτεριχὰ τρίγωνα. 

1) Αἱ διάμεσοι τῶν δύο τετραπλεύρων αβγδ, α΄ β΄ γ΄ δ΄ τέμνονται εἰς τὸ 
αὐτὸ σημεῖον, μέσον ἑκάστης. 

2) Αἰ διάμεσοι τοῦ τετραπλεύρου αβγδ τέμνονται καϑέτως. 


44. Σημ. μετ. ᾿Εννοεῖται τοῦ ΑΒΓΔ. 
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3) ᾿Εὰν τὸ τετράπλευρον ἀπυβῇ τοίξωνον, μία ἐκ τῶν κορυφῶν τοῦ ἂο- 
χικοῦ τετραπλεύρου γίνεται τὸ οἡηκιεῖον ἐπαγῆς: μιᾶς; τῶν πλευρῶν τοῦ τρι- 
γ»ώνου μετὰ τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου. .(ΐ δύο ποοηνούμεναι ἰδιότητες; ἐξαι- 
κολυυϑοῦν ἰσχύουσαι. 

Ζητεῖται πότε αἱ τρεῖς συνθῆκαι πληροῦνται. (Ν. Α. (1872), σ. 480, 
πὸ 1099, Η. Βτοςατγὰ). 

Λύσις ὑπὸ Μοτεῖ - Βίαπς, 1878, σ. 40. 

Τὸ πρῶτον μέρος δύναται νὰ διατυπωθῇ καὶ ὡς ἑξῆς : ᾿Επὶ ἕκά- 
στὴς πλευρᾶ; τυχόντος τετοαπλεύφου κατασκευάζομεν, εἰς τὸ ἐσωϊεοικὸν καὶ 
ἐξωτεοικὸν αὐτοῦ, τοίγωνα ἰσοσκελῆ ὅμοια καὶ ἔχοντα ὡὡς κορυγὰς τὰ σὴ- 
μεῖα Α, Β, Γ, Δ καὶ Α΄, Β΄, Γ΄, Δ΄, 4“| διάμεσοι τῶν δίο τετραπλεύοῶν 
ΑΒΓΔ καὶ Α'ΒΤΎ'Δ’ τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον ΜΛ. 


Θεώρημα 160 


760. Διὰ τοῦ κέντρου ἑνὸς κανονικοῦ πολυγώνον φέρομεν τυχοῦσαν 
εὐθεῖαν ΧΥ̓́ δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων ιἱπὸ τῆς εὐϑείας 
ταύτης τῶν κορυφῶν τοῦ πολυ- 
γώνου, τῶν κειμένων πρὸς τὸ ἕν 
μέρος τοῦ ἐπιπέδον ὡς πρὸς τὴν 
εὐθεῖαν, ἰσοῦται πρὸς τὸ ἀντί: 
στοιχον ἄϑροιομα διὰ τὰς χορυ- 
φὰς τὰς κειμένας πρὸς τὸ ἕτερον 
μέρος τοῦ ἐπιπέδου. 

1) Ἢ πρότασις εἶναι φα- 
νερὰ διὰ πολύγωνον ἀρτίου 
πλήθους πλευρῶν. 

2) Ἕοτω ὅτι τὸ πολύγω- 
νον ἔχει περιττοῦ πλήθους 
πλευράς, τρεῖς ἐπὶ παραδείγ- 
ματι; καὶ ἂς θεωρήσωμεν τὴν ΣΧ. 5. 
περιγεγραμμένην περιφέρειαν, 
καθὼς καὶ τὰς ἐφαπτομένας αὐτῆς εἰς τὰς κορυφὰς τοῦ πολυγώ- 
νου. Οὕτω σχηματίζεται ἐν κανονικὸν πολύγωνον, καὶ ἐπὶ τοῦ προ- 
κειμένου ἕν κανονικὸν ἐξάγωνον. 

“Ας συμβολίσωμεν τὴν ἀπόστασιν ἑκάοτης κορυφῆς ἀπὸ τῆς 
εὐθείας διὰ τοῦ ἀντιστοίχου πρὸς αὐτὴν μικροῦ γράμματος. Πρέ- 
πει νὰ δείξωμεν ὅτι ΑΛ-Ξ- ΒῥΜ-ΎΓΝ ἢ α:-:Ξ β-Ἐγ. 

᾿Επειδὴ ἢ ἀπόστασις τοῦ μέσου ἑνὸς τμήματος ἀπό τινος εὐθείας 
ἰσοῦται πρὸς τὸ ἡμιάθροισμα ἢ τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν ἀποστάσεων 
τῶν ἄκρων τοῦ τμήματος ἀπ᾽ αὐτῆς (8 436), θὰ ἔχωμεν τὰς σχέσεις 


«-- 3::, ΓΞ ὁ ὐῈ γε 3:5 


2 
β-γ-- ἀεθρης ΞΞ Ἐπ : 
᾿Αλλ᾽ εἶναι (1ον) ητΞε, ζτξει, δὅ--:θ: ἐπομένως 
β.γε δΈν. ἃ. ἢ ΑΛ- ΒΜΓΝ. 
Παρατηρήσεις. 1) Θὰ ἔχωμεν ἐπίσης : ΟΜ ΞΞ ΟΛ -Ἐ ΟΝ, ἐὰν προ- 
βάλωμεν ἐπὶ ἄξονος παραλλήλου πρὸς τὴν ΑΛ. 


2) Τὸ κέντρον τῶν επὸ ἀποστάσεων τῶν κορυφῶν εἶναι τὸ 
ἴδιον μὲ τὸ κέντρον τοῦ πολυγώνου. 


Γεωμετρία 22 
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᾿Ιαπωνικὸν Θεώρημα 160--1 


7680 α. Ἑὶϊς πᾶν ἐγγράψιμον τετράπλευρον, τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκτίνων 
τῶν ἐγγεγραμμένων κύκλων εἰς τὰ δύο τρίγωνα, εἰς ἃ διαχωρίζει τὸ 
τετράπλευρον ἡ μία διαγώνιος, ἰσοῦται 
πρὸς τὸ ἀντίστοιχον ἄϑροισμα διὰ τὰ 
τρίγωνα τὰ ὁριζόμενα ὑπὸ τῆς ἄλλης 
διαγωνίου. 

"Ἔστωσαν ρ,, ρ,, ρ.. ρᾳ αἱ ἀκτῖ- 
νες τῶν ἐγγεγραμμένων κύκλων εἰς 
τὰ τρίγονα μὲ κορυφὰς Α, Β,Γ, Δ 
καὶ ὃ,, ὃ,, δ.» δ,, ὃ,, ὃ., αἱ ἀποστά- 
σεις τοῦ κέντρου Ο τῆς περιγεγραμ- 
μένης περιφερείας ἀπὸ τὰς πλευρὰς 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ καὶ τὰς διαγω- 
νίους ΑΓ καὶ ΒΔ. 

"Ἔχοντες ὑπ’ ὄψιν τὴν ἐνδιαφέ- 
ρουσαν Παρατήρησιν τῆς 5 737, εὖ- 
ρίσκομεν τὰς σχέσεις : 


Κ Ἔρι ΞΞ ὃ, Ὁ δ), τ δὲ 
Ε Ἔρι ΞΞ ὃ, τ ὃ, -- δ,, 
ἐκ τῶν ὁποίων λαμβάνομεν: 
ρ' ἜΡε τε δι Ὁ δ, -᾿ δ. Ὁ ὃ, -- 28. 
᾿Αναλόγως, ἔχομεν: 


ρ,ἘριΞ ὃ, --ῦ, Ἡ δ, - Ἶ, --2Ε. 


ρι ἜριΞξρ, Ἔρω 


Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα ἀληθεύει δι᾽ ἕν ἐγγεγραμμένον πολύ- 
γῶνον μὲ οἱονδήποτε πλῆθος πλευρῶν. 


760β. Σημείωσις. 1) Τὸ θεώρημα τοῦτο ὑπετέθη κατ᾽ ἀρχὰς 
ὅτι εἶχα προέλευσιν ἐκ Κίνας (Μαιμοϑί8, (1905), σ. 268, πο 26, Υ΄. 
Μικαπιὶ, Τόκιο) ἀλλ᾿ ἀργότερον ἀπεδείχθη ἡ ᾿Ιαπωνική του αἰθα- 
γένεια» (αίμοδὶο, (1906), σ. σ. 257 - 260, Τ. Καναϑβπὶ, Τόκιο). 

2) Τὰ κέντρα τῶν τεσσάρων περιφερειῶν εἶναι κορυφαὶ ἑνὸς 
ὀρθογωνίου (8 710, β). 


Ἑπομένως: 


Ἐὐϑεῖαι διερχόμεναι διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον 


761. Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι εὐθεῖαι περισσότεραι τῶν δύο 
διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, χρησιμοποιοῦμεν τὰς παρατη- 
Εἴρες τῶν 88 439 καὶ ἐπομ. Διάφοραι, ἐπίσης, προτάσεις τοῦ Ι 

ιβλίου παρέχουν νέους ἀποδεικτικοὺς τρόπους, (᾽Ασκ. 163 - 164, 
85 757, 758). 


Θεώρημα 161 


762. Δίδονται τρεῖς εὐθεῖαι καὶ ἐκ τυχόντος σημείου Μ φέρομεν 
καϑέτους ἐπ' αὐτάς. Δείξατε, ὅτι ἡ περιφέρεια ἥτις διέρχεται διὰ τῶν 
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τριῶν ποδῶν τέμνει τὰς εὐϑείας εἰς τρία ἄλλα σημεῖα, ἅτινα εἶναι ἐπί- 
σης προβολαὶ ἐπὶ τῶν εὐθειῶν ἑνὸς σημείου Ν. 


"Ἔστωσαν Δ,Ε, Ζ οἱ πόδες καὶ Δ΄, Ε’, Ζ΄ τὰ δεύτερα σημεῖα 
τομῆς τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου 
ἈΒΓ μετὰ τῆς περιφερείας ΔΕΖ 
καὶ τῆς ὁποίας κέντρον ἔστω τὸ Ο. 

Φέρομεν τὴν εὐθείαν ΜΟ καὶ 
λαμβάνομεν ἐπὶ τῆς προεκτάσεώς 
τῆς τμῆμα ΟΝ -Ξ-Ξ ΟΜ. Ἡ εὐθεῖα 
ΝΖ' εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΓ, 
ἀφοῦ ΛΖ΄-Ξ- ΛΖ, καί, ἑπομένως, ἡ 
ΝΖ’ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν 
ΜΖ' τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ 
τὰ ζεύγη τῶν εὐθειῶν ΜΔ, Ν᾽ ' 
καὶ ΜΕ, ΜΕ΄. “ὥστε... 


Παρατήρησις. Οἰοσδήποτε καὶ 
ἂν εἶναι ὁ ἀριθμὸς τῶν πλευρῶν ἑνὸς πολυγώνου, τὰς ὁποίας μία 
περιφέρεια τέμνει εἰς Α, Α΄..., ἐὰν τἀ Α, Β... εἶναι προ- 
βολαὶ ἑνὸς σημείου Μ' καὶ τἀ Α΄, Β΄... θὰ εἶναι προβολαὶ ἑνὸς 
σημείου Ν. 


Θεώρημα 161-- 


768. Αἴ εὐθεῖαι ΑΜ, ΑΝ (Σχ. 449 καὶ 450) εἶναι ἴσον κεκλιμέναι 
πρὸς τὰς πλευρὰς ΑΒ, ΑΙ᾿ κα- 
ϑὼς καὶ αἱ ΒΜ, ΒΝ καὶ ΓΜ, 
ΓΝ πρὸς τὰς ΒΑ, ΒΓ καὶ ΓΑ, 
ΓΒ ἀντιστοίχως. 

Τὰ τετράπλευρα ΑΔΜΖ καὶ 
ΑΔ΄ ΝΖ΄ εἶναι ἐγγράψιμα' ἄρα 
΄“Ἵ ΄΄- ψὰς ΄ς 
1-Ξ-- ]΄ καὶ 2-Ξ- Ζ΄. 

Τὰ ἴδια τετράπλευρα εἶναι 
καὶ ὅμοια, ἐπειδὴ εἶναι ἰσογώ- 
νια καὶ συμβαίνει 

ΑΔ. ΑΖ' 
ΑΖ ΑΔ 


δῆς: γᾶς ΄σ΄ι Ὃοὰ ΄ΝῪ- “Ὁ 
ἄρα 1-Ξ2, ἑπομένως 1΄-Ξ2΄ καὶ καθ᾽ ὁμοίαν ἀπόδειξιν ΑΒΜΈΓΒΝ, 
“΄“΄“. ΄“΄ἍὋ6ἉἙἉ 
ΑΓΜ-ΞΒΓΝ. 


Σημείωσις, Αἱ εὐθεῖαι ΑΜ, ΑΝ κλπ. ὀνομάζονται ἰσογώνιοι, τὰ 
δὲ σημεῖα Μ,Ν ἰσογώνια. (Βλ. ἐπομ. 858 1118 α, 1344 α καὶ 2307). 


Θεώρημα 1623 


764. ᾿Ἐπὶ ἑκάστης πλευρᾶς ἑνὸς τριγώνον κατασχευάζομεν ἰσόπλευρα 
τρίγωνα καὶ συνδέομεν τὰς ἀπέναντι τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου χορυ- 


76- των μετὰ τῶν ἀπέναντι κορυφῶν τοῦ ἀρχιχοῦ τριγώνου δείξατε, 
τι αἱ τρεῖς αὐταὶ εὐϑεῖαι εἶναι ἴσαι καὶ τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον. 


1) Τὰ τρίγωνα ΑΓΖ καὶ ΑΒΕ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα μίαν γω- 
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δι, ΄ὔΚΝ 

νίαν ἴσην περιεχομένην μεταξὺ Ἰσῶν πλευρῶν' ἐπειδὴ ΖΑΓ -ΞΞΒΑΕ, 

ΑΓ ΞΞΕΑΕ καὶ ΑΖ -- ΑΒ. 'Εεπομένως ΓΖ -- ΒΕ καὶ ΓΖ-- ΑΔ. 
2) Αἱ περιγεγραμμέναι περιφέρειαι εἰς τὰ ἰσόπλευρα τρίγωνα 
ἕν ΑΒΖ, ΑΓῈ τέμνονται εἰς οημεῖον Ο. 
» “ἡ φᾷ “ὸιὦ τοιοῦτον ὥστε αἱ γωνίαι ΑΟΒ, ΑΟΓ 
-΄.-.-. -Ἱο ὸοςςς -Ἑ νὰ εἶναι ἴσαι μεταξύ τῶν καὶ πρὸς 120. 
ως-- φῦ, 7} ἑκάστη, ὡς παραπληρωματικαὶ τῶν γω- 
Ν ΩΝ, νιῶν Ζ καὶ Ε, ἴσης πρὸς 609 ἑκάστης" 
ἋΣ ἘΝΧΡ ἡ γωνία, ἄρα, ΒΘΓ εἶναι ἐπίσης ἴση 
,“. ἷΝ πρὸς 1209 καὶ ἡ περιγεγραμμένη ΕΝ 
κς“- Ν φέρεια εἰς τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον ΒΓΔ 

᾿ διέρχεται διὰ τοῦ ἰδίου σημείου Ο, 

Ἃς συνδέσωμεν τὸ σημεῖον Ο μὲ 
Υ τὰς ἔξ κορυφάς’ διὰ νὰ ἀποδείξωμεν 
-ν τὸ δεύτερον μέρος τῆς προτάσεως, ἀρ- 
ἃ κεῖ νὰ δείξωμεν ὅτι αἱ εὐθεῖαι ΟΖ 
καὶ ΟΓ ἀποτελοῦν μίαν εὐθεῖαν. Πρὸς 
τοῦτο, ταροτηρδῦμεν ὅτι ἑκάστη γωνία 
περὶ τὸ σημεῖον εἵναι ἴση πρὸς 600 


-- ἀφοῦ ἕκαστον τῶν τόξων, ὡς λ. χ. τὸ 82 εἶναι τὸ Τρ πρς 
φερείας --- καὶ ἑπομένως τὸ ἄθροισμα τῶν τριῶν γωνιῶν ΒΟΖ, ΒΟΔ 
καὶ ΓΟΔ εἶναι 1809, Αρα, αἱ ΟΖ καὶ ΟΓ ἀποτελοῦν μίαν εὐθεῖαν 


Παρατηρήσεις. 1) 'Ἑκάστη πλευρὰ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ φαίνεται 
ἐκ τοῦ σημείου Ο ὑπὸ τὴν αὐτὴν γωνίαν. 

2) Τὸ θεώρημα ἀληθεύει καὶ ἐὰν τὰ ἰσόπλευρα τρίγωνα ἔχουν 
τὰς τρίτας κορυφάς τῶν πρὸς τὸ ἐσωτερικὸν τοῦ τριγώνου. 

3) Τὸ θεώρημα ἐξακολουθεῖ νὰ ἀληθεύῃ καὶ ἐὰν ἀντὶ ἰσοπλεύ- 
ρὼν τριγώνων κατασκευασθοῦν πρὸς τὸ ἐξωτερικὸν τοῦ τριγώνου 
τρίγωνα ὅμοια (πρὸς τὸ ΑΒΓῚ καὶ τοιαῦτα, ὥστε αἱ γωνίαι αὐτῶν 
εἰς τὴν κορυφὴν Α νὰ ἰσοῦνται πρὸς τὴν γωνίαν Γ, αἱ εἰς τὴν κο- 
ρυφὴν Γ πρὸς τὴν 8, καὶ αἱ εἰς τὴν 
κορυφὴν Β πρὺς τὴν Α. (1-.- Μι. Πὲ 
Βουτγχεῖ, (1879), σ. 58). 


7δ4α. ιν: σερίπεωσις. ΑἹ τρεῖς 
κορυφαὶ Α, Β, Γ δύνανται νὰ κεῖν- 
ται καὶ ἐπ᾽ εὐθείας (Σχ. 45] β). Εἰς 
τὴν περίπτωσιν αὐτὴν θὰ ἔχωμεν : 


“΄Ν ΄“΄οἝ “΄“ἉὉ 
ΑΟΒ -Ξ ΑΟΓ--δοο, ΒΟΓ-Ξ-Ί20ο: ἀλλὰ 
καὶ πᾶλιν ΑΔ ΒΕ --ΓΖ. 
᾽Εὰν τὰ σημεῖα Δ, Ε, Ζ εἶναι κο- 
ἐχῷ ϑὰ ὁμοίων ἰσοσκελῶν τριγώνων 
ἀλλὰ τῶν ὁποίων ἡ πσρὰ τὴν βάσιν 
γωνία εἶναι τυχοῦσα, ὁ τόπος τοῦ 
σημείου Ο εἶναι μία εὐθεῖα κάθε- 
τος ἐπὶ τὴν ΒΓ. 
Ὡς θὰ εἰχθῇ ἘΡΥΟΊΡΡΟΥ (8 1140α), 
Σχ. 4518 αἱ εὐθεῖαι αἱ συνδέουσαι τὰ κέντρα 
Λ, Μ, Ν τῶν ἰσοπλεύρων τριγώνων 
ἀποτελοῦν ἰσόπλευρον τρίγωνον. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ εἰς τὴν 
γενικὴν περίπτωσιν (5 754). 


Σχ. ἀν}. 
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7585. Σημείωσις. 1) Οἱ περιγεγραμμένοι κύκλοι περὶ τὰ ἰσό- 
αλευρα τρίγωνα ὠνομάσθησαν ὑπὸ τοῦ Νειιθεγρς κύκλοι τοῦ Τον- 
""οοἰἰὶ, 

Εἰς τὴν νέαν ὁρολογίαν διὰ τὸ τρίγωνον, τὸ σημεῖον τομῆς τῶν 
περιγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς τὰ ἐξωτερικῶς τοῦ τριγώνου κα- 
τασκευαζόμενα ἰοόπλευρα τρίγωνα συμβολίζεται διὰ τοῦ - καὶ 
διὰ τοῦ τ΄ τὸ ἀντίστοιχον σημεῖον διὰ τὰ ἐσωτερικὰ τρίγωνα. Τὰ 
σημεῖα - καὶ τ΄ καλοῦνται καὶ ἰσογώνια κέντρα τοῦ τριγώνου. 

Τὸ σημεῖον - εἶναι τὸ σημεῖον, δι᾽ ὃ τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστά- 
σέων ἀπὸ τὰς τρεῖς κορυφὰς τοῦ τριγώνου γίνεται ἐλάχιστον. Ἢ 
ἀνεύρεσις αὐτοῦ εἶχεν προταθεῖ ὑπὸ τοῦ Βετπιαΐ εἰς τὸν Γοττίςε}}}, 
ὅστις καὶ ἔδωσεν πολλὰς λύσεις τοῦ προβλήματος. (Νᾶαι(Ἠοϑδὶς, 
(1889), σ. 173, παραπομπή: αὐτ. (1899), σ. 131: 1 ενίκδυσις ἑνὸς κλα- 
οικοῦ προβλήματος ἐλαχίστου). 

2) Τὸ ζήτημα (8 754) ἐξητάσθη ὑπὸ τοῦ [ναὸ εἰς τὸ ἔργον του 
ααπιθη 465 αἰ [{ἐγενίο8. πιόἐ 0α68 ογαρίομέου γμοῖν γόϑομαγο ἰ68 μνϑοὺέϊ- 
ἠἱος ἀ6 (ἐῤοινιδγίο, σ. 82. ᾽Ο Βοιιεῖπ ἀνέφερε περὶ ἰσογωνίων κέντοων 
εἰς διάφορα ἄρθρα του εἰς 1. Μ. Γ. τοῦ ΙΟπρομαπιρθ5, (1889), σ. 


99 κλπ. 
Θεώρημα 162--ἴ 


7656. δυνάμεϑα νὰ κατασκευάσωμεν τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῶν κορυφῶν 
Δ, Β., Γι, τῶν ἰσοπλεύρων τριγώνων τῶν κατασκευαζομένων ἐπὶ τῶν 
πλευρῶν τον. (Ε. Ι,ἐπιοΐπο). 


Κατασκευάζομεν ἐπὶ τοῦ Α,,8.,.Γ, τὰ ἰσόπλευρα τρίγωνα Α,8Β.,Γ;, 
Α,(Γ,Β. καὶ Βι,Γ,Α,; τὰ μέσα τῶν τμημάτων Α,Α,, Β,Β,. ΓΟΓ, εἴ- 
ναι αἱ κορυφαὶ Α, Β, Γ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. (Κίερετῃ). 


Παρατήρησις. ᾽'ΕΑὮἶν α, β,ιγ εἶναι τὰ κέντρα τῶν ἐξωτερικῶν ἰσο» 
πλεύρων τριγώνων καὶ «α΄, β΄, γ΄ τὰ κέντρα τῶν ἐσωτερικῶν, τὰ 
τρίγωνα αβγ καὶ α΄ Β΄γ' εἶναι ἰσόπλευρα. (1 Ἰοππεῖ). 


Σημείωσις. Βλ. σχετικὰ εἰς : Δ΄. 4. Μμαμιῤυναίίφμος (1869), σ. 40, 
528 [π|. ἃ. Μαί., (1902), σ. 332, πο 2422' Μαιμεβῖβ, (1889), σ. 173 
καὶ (1899), σ. 131. 


Θεώρημα 168 


757. Αἱ ἐκ τῶν κέντρων τῶν παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς 
τρίγωνον κάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευράς του ΠῚ ἫΝ 
διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


"Ἔστω ΔΕΖ τὸ δοθὲν τρίγωνον. 

Τὸ ποδικὸν [ὀρϑικὸν εἰς τὸ κείμε- 
νον’ ἀλλ᾽ ἡμεῖς λέγομεν πλέον πο- 
δικὸν) τρίγωνον ΔΕΖ ἑνὸς τριγώνου 
ΑΒΓ ἔχει ὡς ἐσωτερικάς διχοτόμους 
τῶν γωνιῶν του τἀ ὕψη καὶ ὡς ἐξω- 
τερικὰς διχοτόμους τὰς πλευρὰς τοῦ 
τριγώνου ΑΒΓ (8 662). ἙἙπομένως, 
διὰ τὸ τρίγωνον ΔΕΖ, τὰ κέντρα 
τῶν παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν 
εἶναι τὰ σημεῖα Α, Β,Γ. 

'Ἐπειδὴ δὲ αἱ ἀκτῖνες τῆς περι- 
γεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ τρί- 
γωνον ΑΒΓ, αἱ καταλήγουσαι εἰς τὰς κορυφάς του, εἶναι κάθετοι 
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ἐπὶ τὰς πλευρᾶς ΔΕ, ΕΖ, ΖΔ τοῦ ποδικοῦ τοῦ τριγάνου (8 663), 
ἕπεται, ὅτι αἱ κάθετοι ἐκ τῶν κέντρων Α, Β, Γ᾿ τῶν παρεγγεγραμ- 
μένων περιφερειῶν εἰς τὸ ΔΕΖ δὲν εἶναι δ’ «αἱ παρὰ αἱ ἀκτῖνες 
ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ Στῆς περιγεγραμμένης περιφε"είας εἰς τὸ ΑΒΓ. Τέμ- 
νονται λοιπὸν αἱ εὐθεῖαι αὐταὶ εἰς τ᾽ σημεῖον Ο, ἴσον ἀπέχον 
τῶν τριῶν κέντρων. 


767 α. Σημείωσις. 1) Τὰ τρίγωνα ΑΒΓ καὶ ΔΕΖ, τὰ τοιαῦτα, 
ὥστε αἱ ἐκ τῶν κορυφῶν τοῦ ἑνὸς κάθετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ 
ἄλλου διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, ὠνομάσθησαν ὀρϑολογικὰ 
(οτι οϊοσίαπε 5) (1. Μ. 5., (1889), σ. 63) καὶ ἐμελετήθησαν κυρίως 
ὑπὸ τοῦ Ι,επιοίπς. Αἱ ἔρευναι τοῦ μαθηματικοῦ τούτου, πρωτίστως, 
ἐπὶ ὡρισμένων θεμάτων τῆς Γεωμετρίας ἔδωσαν ἀφορμὴν ἀργότε- 
ρον εἰς τὴν ὑένεσιν τῆς Πεωμετρίας τοῦ Τριγώνον. (Α. Ἑ΄, (1890). 
σ. ο. 111 - 146). 

2) Παραλληλογικὰ (ραγαϊφιορσίᾳιιο8) τοίγωνα, ᾿Ἐὰν δύσ τρίγωνα 
ΑΒΓ καὶ ΑΒΓ’ εἶναι τοιαῦτα, ὥστ: αἱ ἐκ τῶν κορυφῶν Α, Β,Γ 
παράλληλοι πρὸς τὰς πλευρὰς ΒΊ, Γ΄Α', Α΄ Β΄ νὰ τέμνωνται εἰς 
ἦν σημεῖον Ρ καὶ αἱ ἐκ τῶν κορῶν Α΄, Β', Γ΄ παράλληλοι πρὸς 
τὰς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ νὰ τέμνωνται ε΄. ἕν σημεῖον Ρ΄ ταῦτα ὀνομάζον- 
ται παραλλ"λογικά. ᾿Εμελετήδ᾽ σαν ὑπὸ τῶν 1. Νεῦ ες (Μαιδεϑὶν. 
(.882), σ. ἰη44, ζτμ. 150 καὶ (19,3), σ. 86) καὶ Εἱρετί (Α. Ε., (1901). 
Αγαςιίο, 5. 91). 

3) Τὰ ὀρϑολογικὰ καὶ πα αλληλογικὰ τρίγωνα εἵνα; εἰδικαὶ περι- 
πτώσεις ᾿ὧῶν ἰσογονολογικῶν (]13οσοποϊοσί 1695] τριγώνων τοῦ Πυταπ- 
Μοτῖμα (ἀ. Ἐ. (1902), Μον δυΐδπ, σ, σ. 157 - 165). 


Θεώρημα 164 


2:.5, Τρεῖς περιφέρε'"ς: (Δ), (Μ), (Ν) εὑρίσκονται εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπε' 
ὃυν ὁπ ίξατε, ὅτι ἐὰν τρεῖ; ἐσωτερικαὶ ἐφαπτόμεναι τῶν περιφερειῶν αὖ- 
τῶν ᾿᾿μβανομένων ἀνὰ δύο, διέρχωνται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, αἱ ἀλ΄ 
ἴαι : γεῖς ἐσωτεγικαὶ ἐγ ἁπτόμεναι διέρχονται ἐπίσης διὰ τοῦ αὐτοῦ ση- 
με΄οι (λ΄ απ|ιοῖι:. αν, «ἱ. (1862), σ. 210). 

Ὑ τοθέσωμεν, ὅτι τοεῖς ἐσωτερικαὶ ἐφαπτόμεναι τέμνονται εἰς 
τὸ σημεῖον καὶ ἔστω 
Ο τὸ σηϑετον τομῆς δύο 
ἄλλων ἐσωτερικῶν ἐφα- 
πτομένων, ΟΓ καὶ ΟΑ. 
Διλ τοῦ σημείου αὐτοῦ 
φέρομεν τὴν ἐφαπτομέ- 
νην ΟΔ πρὸς τὴν περι- 
φέρειαν (Μ)' ἀρκεῖ νὰ 
δειχθῇ, ὅτι ἡ εὐθεῖα 
αὐτὴ εἶναι ἐφαπτομένη 
καὶ τῆς περιφερείας (Λ). 

Θεωρήσωμεν τὸ τε- 
τράπλευρον ΒΓΟΑ, τὸ 
ὁποῖον εἶναι παρεγγε- 
γραμμένον εἰς τὴν περι- 
φέρειαν (Ν). κατὰ τὴν 
8 247 τὸ ἄθροισμα δύο 
ἐφεξῆς πλευρῶν του ἰσοῦ- 
ται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν δύο ἄλλων καὶ ἀντιστρόφως. Ἔπο- 
μένως: ΒΓ ἘΓΟ-:Ξ ΒΑ- ΑΟ. 
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᾿Αλλὰ καὶ τὸ ΒΔΟΑ τετράπλευρον εἶναι παρεγγεγραμμένον εἰς 
τὴν περιφέρειαν (Μ) ἄρα: 
ΒΑ ΑΟ -Ξ ΟΔ -ἘΒΔ. 
Ἔκ προσθέσεως κατὰ μέλη τῶν δύο αὐτῶν ἰσοτήτων λαμβά- 


νομεν τὴν ἰσότητα 
᾿ ΒΓ-ΈΓΟ Ξ- ΟΔ ἘΒΔ, 


ἥτις δεικνύει ὅτι τὸ τετράπλευρον ΒΓΟΔ εἶναι παρεγγεγραμμένον 
εἰς περιφέρειαν. Ἢ περιφέρεια δὲ αὕτη εἶναι ἡ (Λ), ἀφοῦ τρεῖς ἐκ 
τῶν πλευρῶν του ἐφάπτονται αὐτῆς. “Ὥστε... 


Θεώρημα 164--] 


768 α. ᾽Εὰν μία ἐσωτερικὴ ἐφαπτομένη τῶν περιφερειῶν (Δ) καὶ (Μ), 
μία ἐξωτερικὴ τῶν (Μ) καὶ (Ν) καὶ μία ἐξωτεριχὴ τῶν (Ν) καὶ (ΔΛ) ἔχουν 
χοινὸν σημεῖον, τὸ αὐτὸ ϑὰ συμβαίνῃ διὰ τὴν ἄλλην ἐσωτερικὴν ἐφα- 
πτομένην τῶν (ΔΛ) καὶ (Μ) καὶ τὰς δύο ἄλλας ἐξωτερικὰς ἐφαπτομέναξ 
τῶν (Μ) καὶ (Νὺ καὶ τῶν (Ν) καὶ (Λλ) περιφερειῶν. 


᾿Απόδειξις ὡς ἡ προηγουμένη. 
Θεώρημα 164--11 


769. Αἱ ἐκ τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τοῦ ποδικοῦ ἑνὸς δοϑέντος τρι- 
γώνου κάϑετοι ἐτὶ τὰς ἀντιστοίχους πλευρὰς αὐτοῦ, διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου. (ξΞοπατά 1,0ς85, Ν. (᾿. Μ., (1816), σ. 218). 


Θεώρημα 164-- 111 


789 α. ᾿Ἐὰν κατασκευάσωμεν ἐπὶ μιᾶς ὀρϑῆς γωνίας ΧΟΥ ὀρϑογώ- 
νια παραλληλόγραμμα ΑΟΒΓ μὲ σταϑερὰν περίμετρον ὅτ, αἱ κάϑετοι 
ΓΖ, αἱ ἀγόμεναι ἐκ τῶν κορυφῶν Γ' ἐπὶ τὰς διαγωνίους ΑΒ, διέρχονται 
διὰ σταϑεροῦ σημείου Δ. (Βτεῖοπ ἀε ΟΠ 6:1ηΡ). 


Εὑρίσκομεν τὸ σημεῖον ἃ λαμβάνοντες ἐπὶ τῶν ΟΧ, ΟΥ̓ ἴσα 
μήκη ΟΑ΄-ΞΞΟΒ΄-Ξ:2τ καὶ κατασκευάζοντες τὸ τετράγωνον ΟΑ΄ ΔΒ΄. 

Ἡ σχέσις ΟΑ -Ἐ ΟΒ -Ξ 2γτ, δεικνύει ὅτι ἡ εὐθεῖα ΑΒ περιβάλλει 
μίαν παραβολήν, ἐφαπτομένην τῶν ἀξόνων ΟΧ, ΟΥ̓ εἰς τὰ Α΄ 
καὶ Β΄. (1-. Νοαρετγρ' Μιαιλορὶς, (1901), σ. 226, πὸ 21). 


Σημεῖα ἐπ᾿ εὐϑείας 


760.. Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τρία σημεῖα κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας 
γραμμῆς, ἐργαζόμεθα συνήθως ὡς ἑξῆς: 

Συνδέομεν δι᾽ εὐθειῶν ἕν ἐκ τῶν σημείων μετὰ τῶν δύο ἄλλων 
καὶ ἀποδεικνύομεν ὅτι αἱ δύο εὐθεῖαι ἔχουν κοινὴν διεύθυνσιν, 
εἴτε διαπιστοῦντες τὴν παραλληλίαν τῶν πρὸς μίαν τρίτην εὖ- 
θεῖαν, εἴτε ἀποδεικνύοντες, ὅτι σχηματίζουν μετὰ μιᾶς εὐθείας, 
ἀγομείης διὰ τοῦ κοινοῦ των σημείου, γωνίας κατὰ κορυφὴν ἴσας. 

αρὰ τὴν φαινομενικὴν διαφορὰν τῶν δύο ζητημάτων, εὐκό- 
λως ἀναγνωρίζεται ἡ ἀναλογία τῆς μεθόδου ἀποδείξεως τῆς συγ- 
γραμικότητος τριῶν σῆμ ὧν πρὸς τὴν μέθοδον ὅι’ ἧς ἀποδεικνύο- 
μεν ὅτι τρεῖς εὐθεῖαι διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. ΑἹ νεώ- 
τεραι γεωμετρικαὶ μέθοδοι εἶναι ἐνήμεροι τῆς ἀναλογίας αὐτῆς 
καὶ θεωροῦν τά δύο προβλήματα ἐναλλακτά. 
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Θεώρημα 165 


761. Αἱ προβολαὶ μιᾶς κορυφῆς τριγώνον ἐπὶ τῶν τεσσάρων διχοτό- 
μὼν τῶν δύο ἄλλων γωνιῶν αὐτοῦ χεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. (Α. [,αϑοῦπ6ν, 
Ν. Α. (1859), σ. 111, τ’ 4711). 


Ἔστωσαν ΑΕ, ΑΔ αἱ κάθετοι ἐπὶ τὰς διχοτόμους τῶν γωνιῶν 
εἰς τὸ 8. ᾿Επειδὴ αἱ διχο- 


4 τόμοι ΒΔ, ΒΕ εἶναι κάθε- 

μτιος Ἶ τοι ἐπ᾿ ἀλλήλας, τὸ τετρά- 

ν ΕΣ ΞῸΣ ᾿Ξ πὐπν ΝΣ ἢ πλευρον ΑΔΒΕ εἶναι ὀρθο- 
«λοις πος σεῦο τς, γώνιον. πομένως, ἡ δια- 


γώνιος ΔΕ διέρχεται διὰ 
Σ τοῦ μέσου Μ τῆς πλευρᾶς 

- ΑΒ καὶ εἶναι ΜΕ -- ΜΒ, 
καθὼς καὶ 


“Ὁ “ς“᾿ ΄“Ν 
ΜΕΒ -- ΜΒΕ --φΦὀ[ὡΓΒΕ. 
Εἶναι λοιπὸν αἱ εὐθεῖαι ΜΕ καὶ ΒΓ παράλληλοι καὶ ἡ ΜΕ 
διέρχεται ἐπίσης διὰ τοῦ μέσου τῆς δευτέρας πλευρᾶς ΑΓ. ᾿Επειδὴ 
δὲ κιὁ,ἀ. καὶ ἡ ΖΘ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ καὶ διέρχεται 
ὁμοίως διὰ τοῦ σημείου Ν, γίνεται φανερὸν ὅτι καὶ αἱ προβοκαὶ 
Ζ, Θ κεῖνται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΔΕ. 


ἤΑλλὴ ἀπόδειξις. Ἔστωσαν Ζ΄, Θ’ τὰ οημεῖα, καθ᾽ ἃ αἱ προεκτά- 
σεις τῶν ΑΖ καὶ ΑΘ συναντοῦν τὴν ΒΓ. Θὰ ἔχωμεν 


ΑΖΞ-: 2Ζ, ΑΘΞ--ΘΘ᾽ 
δηλ. ἡ ΖΘ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ κλπ, 


Θεώρημα τοῦ “ἰπιοπ 166 


762. Ἐὰν ἐξ ἑνὸς σημείου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἰς τροί- 
γῶώνον φέρωμεν καϑέτους ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου, λαμβάνομεν 
τοία σημεῖα κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας. 

Τὸ θεώρημα τοῦτο δύναται νὰ διατυπωθῇ καὶ ὡς ἑξῆς: 

Αἱ προβολαὶ ἑνὸς τυχόντος σημείου τῆς πεοιγεγραμμένης εἰς τρίγωνον πε- 
οιφερεία; ἐπὶ τῶν πλευρῶν αὐτοῦ κεῖνται ἐπ᾿ 
εὐϑείας νοαμμῆς. 

Ἢ εὐθεῖα αὕτη καλεῖται εὐϑεῖα τοῦ 
ϑέριϑο)ι. 

1ὴ ᾿Απόδειξις. (Βλ. λήέϑοδοι, 5. 22). 


Παροατήρησις. Ἢ ἀπόδειξις τοῦ Βαϊῖχοτ 
εἶναι ἀνάλογος πρὸς ἐκείνην τὴν ὁποίαν 
ἐξεθέσαμεν εἰς τὰς μεθόδους. Ἵνα ὅμως 
δώσωμεν ἕν ὑπόδειγμα γεωμετρικῆς λακω- 
ἔθτΝΝ νικότητος, ἐπαναλαμβάνομεν ἐνταῦθα τὸ 

Ξαν δι σχῆμα καὶ τὴν ἀπόδειξιν τοῦ συγγραφέως 
τούτου. (ΡΙαπίπιέόττίς, 8. 1Χ΄, 3): 

«Εὰν τέσσαρα σημεῖα Α, Β, Γ, Δ εὑρίσκωνται ἐπὶ μιᾶς περι- 
φερείας καὶ φέρωμεν τὰς καθέτους ΔΑ,, ΔΒ,, ΔΓ, ἐπὶ τὰς πλευ- 
ρὰς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, οἱ πόδες Α,. Β,, Γ, κεῖνται 
ἐπ’ εὐθείας. 
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«᾿Επειδὴ τὰ σημεῖα Α,, Β,, Γ, Δ καὶ Α,, Β, Γ,, Δ εὑρίσκονται, 
ἀντιστοίχως, ἐπὶ μιᾶς περιφερείας, ἔχομεν : 


“Ν μο - “Ὅ)ἭἬ “4 ΩΝ 
2ΔΑ,Β, ΞΞ 2ΔΓΒ, Ξξ Ζ2ΖΔΓΑ -Ξ-.: 2ΔΒΑ -- ΖΔΒγ, Ξε 2ΔΑ,Γ,. 


΄ἰἽ- ΄ς. 
«Κατ’ ἀκολουθίαν, θὰ ἔχωμεν 2ΔΑ,Β, ΞΞ 2ΔΑ Γ΄, ἑπομένως, τὰ 
σημεῖα Α,, Β,; Γ, εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς εὐθείας». 


769. θα ᾿4πόδειξις (κεἴ). Προεκτείνομεν τὴν ΡΕ μέχρι τῆς πε- 
ριφερείας καὶ φέρομεν τὴν ΒΘ. Πρέπει ᾿ 
νὰ ἀποδειχθῇ ὅτι τὰ τμήματα ΔΕ καὶ 
ΕΖ εἶναι παράλληλα πρὸς τὴν αὐτὴν 
εὐθεῖαν ΒΘ (δ 760). 

Εἰς τὸ ἐγγράψιμον τετράπλευρον 
ΑΔΡΕ, αἱ γωνίαι ΔΕΡ καὶ ΔΑΡ εἶναι 
ἴσαι, ὡς ἔχουσαι τὸ αὐτὸ μέτρον. 

᾿Αλλὰ 


“Ὁ ““ 1 .α-- 
ΔΑΡ-- ΛΘΡ Ξε ΒΑΡ. 
"Ἑπομένως 
Ὡς ΄΄Ν- 
ΔΕΡΞ-ΛΘΡ. 
καὶ 


΄σι ΄-ς ΣΧ. ἀυ, 
ΡΕΖ -- 1809 -- ΡΓΖ, 
ἀφοῦ τὸ τετράπλευρον ΡΕΖΓ εἶναι ἐγγράψιμον. Καὶ ἐπειδὴ 
΄.  .- “Ν 
ΡΓΖ -- -ς- ΒΑΡ -- ΛΘΡ, 
ἕπεται 


- “ 
ΡΕΖ --ἪΡΘΒ, 


δηλ. τὰ τμήματα ΕΔ, ΕΖ, ὄντα παράλληλα πρὸς τὴν ΒΘ, κεῖνται 
ἐπὶ μιᾶς εὐθείας. 


764. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα ἀποδίδεται ὑπὸ τοῦ 8ετ- 
νοὶβ εἰς τὸν ϑίτηβοπ (4. ἀ. Οενᾳ., τόμ. 1Χ΄, 1813 - 14, σ. 251) ἐνῷ τὸ 
1ηι. ἃ. Μαίλ. ( (1894), σ. 174, η5 136) 
τὸ ἀνάγει εἰς τὸν Μγαίΐαςε, περὶ τὸ 
1799 ἢ 1800. Εἰς οἱονδήποτε καὶ ἂν ἀ- 
νήκῃ ἡ πρότασις, δὲν εἶναι αὕτη παρὰ 
εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς λίαν σημαν- 
τικοῦ θεωρήματος, ἀλλὰ τοῦ ὁποίου 
θὰ περιορισθῶμεν νὰ ἀναφέρωμεν 

ὄνον τὴν ἐκφώνησιν καὶ νὰ ὑποδεί- 
ταν τὰ κυριώτερα πορίσματα : 

ἜΣ ἑνὸς σημείου Αὶ φέρομεν καϑέιους 
ἐπὶ τὰς πλευρὰς ἑνὸς τριγώνου καὶ συν- 
δέομεν ἀνὰ δύο τοὺς πόδας τῶν καϑέτων 
αὐτῶν (ΣΧ. 457). “Ὁ γοωμετρικὸς τόπος 
τῶν σημείων Μ, τῶν τοιούτων, ὥσιε τὸ 
ἐμβαδὸν ἘΞ τοῦ τριγώνου ΔΕΖ νὰ ἔχῃ δοθεῖσαν τιμήν, εἶναι περιφέρεια ὁμό- 
κεντρος τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ ἀρχικὸν τρίγωνον. 

1) Διὰ τὸ κέντρον Ο τῆς περιγενοαμμένης περιφερείας, τὸ ἐμ- 
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βαδὸν τοῦ ἀντιστοίχου τριγώνου ΙΗ εἶναι ἴσον πρὸς ΔΒΓ. Ἐ᾿ 
ἐπειδὴ ἑκάστη τῶν πλευρῶν του εἶναι τὸ ἥμισυ μιᾶς πλευρᾶς τοῦ 


ἀρχικοῦ. 
) “Οταν ἡ ἀπόστασις ΟΜ μεταβάλλεται ἀπὸ Ὁ μέχρι 


Ἐ-ΞΟΑ:ΞΟΒ-:ΞΟΓ, 


τὸ ἐμβαδὸν Ε ἐλαττοῦται ἀπὸ Ἑ μέχρι τοῦ 0. “ὥστε: 


Ἢ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων ΜΔ διὰ τὰ 
ὁποῖα τὸ ἐμβαδὸν ἘΞ μηδενίζεται. Πράγματι, κατὰ τὸ θεώρημα -τοῦ 
ϑίσαβοι, εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν αἱ τρεῖς κορυφαὶ τοῦ τριγώνου 
ΔΕΖ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. 

3) Ὅταν ἡ ἀπόστασις ΟΜ ἀπὸ τῆς τιμῆς ΒΕ αὐξάνῃ εἰς ἄπει- 
βον, τὸ ἐμβαδὸν Ε αὐξάνει καὶ αὐτὸ ἀπὸ τοῦ μηδενὸς εἰς ἄπειρον. 


4) Διὰ πᾶσαν τιμὴν τοῦ ἐμβαδοῦ μεταξὺ 0 καὶ -π' ὃ τόπος τῶν 


σημείων Μ ἀποιέλεῖται ἀπὸ δύο περιφερείας" μίαν ἐσωτερικὴν καὶ 
τὴν ἄλλην ἐξωτερικὴν τοῦ περιγεγραμμένου κύκλου εἰς τὸ ἀρχι- 
κὸν τρίγωνον. Αἱ ἀκτῖνες τῶν Κι,, Ε,, συνδέονται πρὸς τὴν ἀκτῖνα 
Ἃ τοῦ περιγεγραμμένου κύκλου διὰ τῆς σχέσεως 

Ε,᾽ ἘΞ,} ΞΞ- 285. 

Τὸ σχετικὸν πρὸς τὸ τρίγωνον θεώρημα εἶναι καὶ τοῦτο εἰδικὴ 
περίπτωσις τοῦ ἑπομένου : 

"Ἔστω τυχὸν πολύγωνον καὶ Ν᾿ σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου του. ᾿Εχ τοῦ ΙΔ 
φέρομεν καϑέτους ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ πολυγώνου (ἢ εὐϑείας ἴσον κεκλιμὲ- 
νας πρὸς ἑκάότην πλεύράν καὶ κατὰ τὴν αὐτὴν φορὰν --- ἰσοκλινεῖς εὐθείας) 
(8 2458). 

Τὸ πολύγωνον μὲ κορυφὰς τὰς προβολὰς τοῦ σημείου ΔΛ ἐπὶ τὰς πλευράς, 
ἔχει ἔκ ὡρισμένον ἐμβαδὸν καὶ ὁ γεωμετρικὸς τόπος τῶν σημείων 'Ά, διὰ 
τὰ ὁποῖα τὸ ἐμβαδὸν αὐτὸ ἔχει μίαν δοθεῖσαν τιμήν, εἶναι περιφέρεια κύκλον. 

“Ὅταν ἡ τιμὴ τοῦ ἐμβαδοῦ μεταβάλλεται, οἱ ἀντίστοιχοι τόποι τῶν σὴ- 
μείων Μ εἶναι ὁμόκεντροι περιφέρειαι. (ἢονιρ ἀφ8 8οοἰό(ἐ8 ϑαυαπίεϑ, τόμ. 
ν΄, (1870), σ. 203. ΕἸμιά6 ἀπ ἰΐομ σέονιἐίγίχιο, ὑπὸ (οπιθεῖίε). 

Μία κομψοτάτη ἀναλυτικὴ σπουδὴ τοῦ θέματος εὑρίσκεται εἰς 
τὰ Ιρροπα ἀξ Θέονιῤίγὶα ΑΔπαϊνέϊφιιο, ὑπὸ Βτίοι καὶ Βουσυςῖ, 13η ἔκ- 
δοσις, ηὉ 113, Τὸ ἴδιον ζήτημα ἐξετάζεται καὶ εἰς Νοων. Απηπαὶο8 
(1875), σ. 450, ζτμ. 1174, 

Τὸ θεώρημα τοῦτο ἐξηγγέλθη ὑπὸ τοῦ Βιεῖπετ εἰς τὰ 4“. ἀ. 
αεν4., τόμ. ΧΙΝ, 1823 - 24 καὶ ἀπεδείχθη εἰς τὸν αὐτὸν τόμον ὑπὸ 
τοῦ Ουεττεῖ (1783 - 1839), σ. 280, καὶ ϑίυγπι (Γενεύη), σ, 286. 


Θεώρημα 108 


766. Ἢ εὐθεῖα τοῦ δἰπιβοη διαιρεῖ εἰς δύο μέρη ἴσα τὴν εὐϑεῖαν 
τὴν συνδέουσαν τὸ σημεῖον Ρ (Σχ. 456) μετὰ τοῦ ὀρϑοκέντρου Ἡ τοῦ 
τριγώνου ΑΒΓ. 

Ἕστω Η ἡ τομὴ τῶν ὑψῶν ΑΚ καὶ ΒΣ' θὰ πρέπει νὰ ἀπο- 
δείξωμεν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΔΖ διέρχεται διὰ τοῦ μέσου τῆς ΡΗ (Σχ. 456). 
Πρὸς τοῦτο, προεκ εἰνομεν τὸ ὕψος 8ΒΣ μέχρι τοῦ Μ καὶ λαμβά- 
νόμεν ΕΝ -ΞΕΕΡ. ᾿Επειδὴ ΣΜ-Ξ- ΣΗ (8 292, γ), τὸ τραπέζιον ΝΗΜΡ 
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εἶναι ἰσοσκελές, καθὼς καὶ τὸ ΘΒΜΡ’ ἑπομένως, ἡ εὐϑεῖα ΝΗ 
εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΒΘ, ἄρα καὶ πρὸς τὴν ΕΖ. ᾿Επειδὴ 
δὲ ἡ εὐθεῖα ΕΖ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΝΗ καὶ διέρχεται διὰ 
τοῦ σημείου Ε, μέσου τῆς ΡΝ, θὰ διέρχεται καὶ διὰ τοῦ μέσου τῆς 
εὐθείας ΡΗ. 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα ἀνήκει εἰς τὸν ϑιείπος (κατὰ τὸν 1. 
ΝείΡεγρ). 


Θεώρημα 167--1 


765 α. 1) Αἱ εὐθεῖαι τοῦ ϑέιπϑοπ, αἱ σχετικαὶ πρὸς δύο σημεῖα ἐκ 
διαμέτρου ἀντίϑετα τῆς περιγεγραμμένης εἰς δοϑὲν τρίγωνον περιφε- 
ρείας, εἶναι κάϑετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας. 

9) Ὁ τόπος τῶν τομῶν τῶν καϑέτων ἐπ᾽ ἀλλήλας εὐθειῶν τοῦ 51:}- 
801) εἶναι ἣ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων τοῦ δοϑένιος τριγώνον. 


"Ἔστω ΜΟΜ΄’ μία διάμετρος τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ τρί- 
γωνον ΑΒΓ περιφερείας, αβγ, ὶ 
α΄'β΄ γ΄, αἱ ἀντίστοιχοι πρὸς τὰ Ἦν 
σημεῖα Μ καὶ Μ΄’ εὐθεῖαι τοῦ ς Χ 99 
Θπβου καὶ Α'ΒΓ' ἡ περιφέ- Μ’ ποτ: δὶ 
βεια τῶν ἐννέα σημείων τοῦ ἠ ὃ 
τριγώνου. 

1) Α΄ εἶναι τὸ μέσον τῆς 
αα΄, ὡς προβολὴ τοῦ μέσου 
Ο τῆς ΜΜ’, καὶ ὁμοίως τὰ 
Β', Γ’ εἶναι μέσα τῶν ββ΄ 
καὶ γγ΄. 

Ὥστε 

΄ιοα ΄΄΄ο- 
ΓΜΛΞΞΒΜ,' 
καὶ 
Ψ᾿ς ΄ἄἍΝ ὡς 
ΓΜΙΜ- ΒΜΜ, ΞΕ ΓΒΜ. 


᾿Επειδὴ τὸ τετράπλευρον 
λαγβ εἶναι ἐγγράψιμον, ἡ 
γωνία γα εἶναι ἴση πρὸς 
τὴν ΓΒΜ’ τὸ αὐτὸ συμβαίνει 
καὶ διὰ τὸ τετράπλευρον Μ' γα 'Β. “ὥστε 


ΝΟ ΄Ώῃς ὥὰς 
Βγ΄α΄ ΞΕβ γ΄ Ξ- ΒΜ Μ,᾽, ἄρα ΜγαΞΕβΎΑ. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, αἱ γωνίαι γΜβ καὶ γ΄ Αβ’ εἶναι παραπληρωματικαὶ 
τῆς ΒΑΓ καὶ τὰ γμβ καὶ γ᾽ Αβ΄ τρίγωνα ἰσογώνια' καὶ ἐπειδὴ αἱ 
Μβ καὶ Μγ εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὰς Αβ᾽ καὶ Αγ΄, ἀντιστοίχως, τὸ 
αὐτὸ θὰ συμβαίνῃ καὶ διὰ τὰς τρίτας πλευράς, βγ καὶ β΄γ΄. Ἥτοι, 
αἱ εὐθεῖαι αβγ καὶ α᾽β΄ γ΄ εἶναι κάθετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας. 
2) Τὰ τρίγωνα αῃα΄, βΗβ΄ εἶναι ὀρθογώνια’' ἄρα 


ἀσκὶ αὐ ς τ ,ς Ββ᾽ 5: 
Ξε τς - - Α'α, ἩΒ΄ - --ς - δ 


καὶ ἑπομένως 


΄΄- ΄ι ΄᾿- ὠς Ψ "Ἂς. ΄΄7ἾὝῪ 
ΑἮα-- Α' Ἢ -- Γάβ, ΒΉΒ -- Ηβδ΄ -- Γβα. 
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Προσθέτοντες κατὰ μέλη τὰς δύο τελευταίας σχέσεις, λαμ- 
βάνομεν 


Ζ΄ὰ ΄}οὁ ““ 
ΑἮΒ΄ Ξε ΑΓΒ -- Α΄ Β΄. 


Ἤτοι: ὁ τόπος τοῦ σημείου Ἡ εἶναι τὸ τόξον ΑΥΓ΄Β’ τῆς περιφε- 
οείας τῶν ἐννέα σημείων. (ζοατί, Ν. Α. (1883), σ. 479 καὶ (1884), σ. 

7' Ἰιεπιοΐας, Ἰοῦγ. ἀἁ. Μ. Ε., (1883), σ. 246, Χ' Ψεῖ11, 1. Μ. 5. 
(1884), σ. 15, τα. 1Χ). 


Παρατήρησις. Δίο ὀρϑογώνιοι εὐϑεῖαι τοῦ ϑινιδοη εἶναι ἀντίστροφοι 
εὐθεῖαι τοῦ Γοπσοϊναηνρϑ᾽ ἐπειδὴ τὰ σημεῖα Μ καὶ Μ΄ εἶναι διαμε- 
τρικά, καὶ ἔχομεν Βα΄ΞΞ Γα, ΓΒ -Ξ Αβ’ καὶ ΑγΞΞ Βγ. 


766 β. Σημείωσις. Τὸ προηγούμενον θεώρημα (ὃ 765 α), δύναται 
νὰ συμπληρωθῇ ὡς ἑξῆς. 


8) Αἱ εὐθεῖαι τοῦ δίπιϑοη, αἱ σχετικαὶ πρὸς τὰς ἄχρα τῆς διαμέτρου 
ΟΙ, τῆς διερχομένης διὰ τῶν κένίρων τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ περιγε- 
γραμμένης περιφερείας εἰς τὸ τρίγωνον, τέμνονται εἰς τὸ σημεῖον τοῦ 
Ἐκευτθαοι (σημείου ἐπαφῆς τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου καὶ τοῦ κύ- 
κλου τῶν ἐννέα σημείων). 

4) ᾿Εὰν προβάλλωμεν ἕν τυχὸν σημεῖον Ρ τῆς ΟἹ ἐπὶ τῶν πλευρῶν 
τοῦ τριγώνου κατὰ τὰ σημεῖα Κ, ΔΛ, Μ, ἡ περιφέρεια ΚΛΜ διέρχεται 
διὰ τοῦ σημείου τοῦ Εδυγθαςι (Ο. ΑἸἰζὶ ψοιιγπαὶ ἀρ Ρμῖδονί, (1910), 
σ. 1265 καὶ Ν. Α. (1904), σ. 400, 1. ᾿επιοὶπε). Βλ. ἐπμ. 8 1242 π, 
5 καὶ 6. 

Τὸ θεώρημα 765 α, 2) εὑρίσκεται ἐπίσης εἰς τὰ ᾿Εϑενοϊίατίοπὶ αἱ 
Οεοπιείνμία 8μἶἰα οἱγοοπίζενεητο αἱ Εμίονο (1909), σ. 4, Βείγαάο ἀαὶί 
Ῥιίαρσονα, απ ΧΝῚ, ἃ. 1 - 5). Ἰπροιθτατης στοιχειώδης σπουδὴ ὑπὸ 
Ονιβίοονο ΑἸαβῖα, συγγραφέως τῆς [α Ἠεοοηίε ἀεοπιοίνιε ἀοὶ Τυῖαν- 
σοῖο (1900). 


Θεώρημα 167--1| 


7686 γ. "Ἐὰν δύο τρίγωνα ΑΒΓ, Α'ΒΎΤΊΓ εἶναι ἐγγεγραμμένα εἰς τὴν 
αὐτὴν περιφέρειαν͵ αἱ εὐθεῖαι τοῦ δίτιϑοη πρὸς αὐτά, αἱ σχετικαὶ 
πρὸς τυχὸν σημεῖον Ρ τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας, τέμνονται Χατὰ 
σταθερὰν γωνίαν. (ὈτοΖ - Εατα τ). 

Σημείωσις, 1) Βλ. Μαιδεοὶ8, (1901), σ. 104, ζτμ. 1090 καθὼς καὶ 
ἐπμ. 8 2161 (β). Τὸ θεώρημα συνεπληρώθη ὑπὸ τοῦ 5. (πίον καὶ 
ἀπεδείχθη ὑπὸ τοῦ Αδδοΐοππε (Μαΐξμεοϑὶθ (1906), σ. 144 ζτμ. 1575 
καὶ 1907, σ. 23). 

2) Μία ὡραία στοιχειώδης. σπουδὴ ἐπὶ τῆς εὐθείας τοῦ δἰνιδοη 
εὑρίσκεται εἰς Βιοεὶη ἀο6 Μαιμπένπα(ψυιοα ἐϊόνιοηίαϊνο8 (1908 - 1909), 
σ. σ. 178 καὶ 194, Βετατά). 


Θεώρημα 167 --111 


766 ὃ. "Ἔστωσαν δύο τρίγωνα ΑΒΓ καὶ ΔΕΖ ἐγγεγραμμένα εἰς τὴν 
αὐτὴν περιφέρειαν. Δείξατε ὅτι : 

1) Αἱ εὐθεῖαι τοῦ Θίπιβοπ τῶν σημείων Δ, Εἰ, Ζ ὡς πρὸς τὸ τρίγω- 
νὸν ΑΒΓ σχηματίζουν τρίγωνον Δ' Ε΄ Ζ΄ ὅμοιον πρὸς τὸ ΔΕΖ καὶ αἱ εὖν 
ϑεῖαι τοῦ 5ἰπιβοιὶ τῶν σημείων Α, Β, Γ΄ ὡς πρὸς τὸ τρίγωνον ΔΕΖ σχη- 
ματίζουν τοίγωνον Α΄Β Γ΄ ὅμοιον πρὸς τὸ ΑΒΓ. 


349 


2) Τὰ τρίγωνα Δ΄ Ε΄Ζ΄ καὶ Α΄Β᾽ Γ΄ εἶναι ἐγγράψιμα εἰς τὴν αὐτὴν πε- 
ριφέρειαν καὶ τῆς ὁποίας κέντρον εἶναι τὸ μέσον τῆς ἀποστάσεως 
τῶν ὀρϑοκέντρων τῶν τριγώνων ΑΒΓ καὶ ΔΕΖ. (5. (απίογ, Μαι])1ε5818» 
(1907), σ. 23). 


Θεώρημα τοῦ “αἰπιοπ 168 


766. "Ἐὰν ἐξ ἑνὸς σημείου Μ μιᾶς περιφερείας φέρωμεν τρεῖς χορ- 
δὰς καὶ γράψωμεν περιφερείας μὲ διαμέτρους τὰς εὐθείας αὐτάς, τὰ 
δεύτερα σημεῖα τομῆς τῶν τριῶν τούτων περιφερειῶν εὑρίσκονται ἐπ᾽ 
εὐϑείας γραμμῆς. 

Ἔστωσαν ΜΑ, ΜΒ, ΜΓ αἱ ἔζρεσι: 

Ἡ κάθετος ἐκ τοῦ ΒΊΠΕΡ. ἐπὶ τὴν πλευρὰν ΑΒ τοῦ ἐγγε- 
γραμμένου τ ιγώνόυ ΑΒΓ τέμνει 
τὴν εὐθεῖαν χὐτὴν ἐπὶ τῆς περι- 
φερείας μὲ διάμετρον ΑΜ, καθὼς 
καὶ ἐπὶ τῆς περιφερείας μὲ διά- 
μεῖτρον ΒΜ. 'Επομένως, ἡ κάθε- 
τος αὕτη συμπίπτει πρὸς τὴν κοι- 
γὴν χορδὴν ΜῈ τῶν περιφερειῶν 
αὐτῶν᾽ ἡ δὲ δευτέρα τομὴ Ε τῶν 
ἰδίων περιφερειῶν εὑρίσκεται ἐπὶ 
τῆς ΑΒ καὶ εἴναι ὁ ποὺς τῆς κα- 
θέτου ἐκ τοῦ Μ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν 
αὐτήν. “Ὅμοια συμβαίνουν καὶ 
διὰ τὰ σημεῖα Ζ καὶ Δ' ἤτοι τὰ 
τρία σημεῖα Δ,Ε καὶ Ζ εὑρίσκον- 
ται ἐπ’ εὐθείας γραμμῆς (8 22, 662). 


766α. Σημείωσις. Ἔκ τῆς προηγουμένης ἀποδείξεως γίνεται 
φανερὸν ὅτι τὸ ϑεώρημα τοῦ ϑαίνιοη δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς πόρι- 
σμα τοῦ θεωρήματος τοῦ Ποδενί ϑδύνγϑοη. 

Τὸ θεώρημα (8 726) εὑρίσκεται εἰς τὴν Νοιιυ. Οονγεθρ. Μαίδε- 
ἡπαίίσιν (1876) σ. 401, (δία]αη" ἀλλὰ τὸ ϑεώρημα τῶν τριῶν χορ- 
δῶν φαίνεται ὅτι ὀφείλεται εἰς τὸν σετροπης (Αππαἴ65, τόμ. 1Χ΄, 
1813 - 14, σ. 251, σημ.). 


Θεώρημα 168--1 


766β. Δύο περιφέρεια (Δ) καὶ (Δ τέμνονται εἰς τὰ σημεῖα Μ καὶ 
Μ΄’, τρεῖς δὲ χορδαὶ ΜΑ, ΜΒ, ΜΓ τῆς περιφερείας (Δ) σνυναντοῦν τὴν᾽ 
ΔΊ κατὰ τὰ σημεῖα Α΄, Β΄, Γ΄. Δείξατε, ὅτι αἱ περιφέρειαι ΑΑ΄Μ΄, 
ΒΜ’, ΓΓ Μ΄ τέμνονται ἀνὰ δύο κατὰ τρία “σημεῖα κείμενα ἐπ’ εὐθείας 
ἡῥομμῆς, (ϑο!]Ἱοτεἠπϑῖ.-]. Μ. Ε. τοῦ ᾿οπζοδμαπιρδ. (1893), σελ. 287. -- 
.Α, (1989), σι. 72, ν΄, πὸ 11). Εἰδικὴ περίπτωσις μελετηθεῖσα εἰς 
Ειιᾶς ἀδονιόίνί μα ἀλίμ ζαγαλϊο ὧδ σοπίφιιοα ὑπὸ (Ἢ. Ῥαῦτν. 


Θεώρημα 165 


767. Τὰ τέσσαρα ὀρϑόκεντρα τῶν τεσσάρων τριγώνων, τῶν σχημα- 
τιζομένων ὑπὸ τεσσάρων εὐθειῶν τεμνομένων ἀνὰ δύο, εὑρίσκονται ἐπὶ 
τῆς αὐτῆς εὐθείας (Αὐδετῦ). 


Γνωρίζομεν, ὅτι αἵ περ γεγραβμεναοι περιφέρειαι περὶ τὰἀ τέσ- 
σαρα τρίγωνα διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Μ, τοῦ σημσίου 
τοῦ Μίσιιο! τοῦ τετραπλεύρου. 
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Ἔκ τοῦ Μ φέρομεν καθέτους ἐπὶ τὰς τέσσαρας εὐθείας" οἵ 
τέσσαρες πόδες θὰ εὑρίσκωνται ἐπὶ μιᾶς εὐθείας, ἐπειδὴ ἀνὰ τρεῖς 
θὰ ἔχουν τὴν ἰδιότητα 
ταύτην͵ κατὰ τὸ ϑεώρημα 
τοῦ ϑϑίῆϑου. (Μέϑοδοι, 
89 22 καὶ ᾧ 762). 

᾿Αλλ' ἡ εὐθεῖα τοῦ 
ϑώμσον ἴΚὶ διέρχεται διὰ 
τοῦ μέσου τῆς εὐθείας 
τῆς συνδεούσης τὸ ση- 
μεῖον Μ πρὸς τὸ ὀρθό- 
κεντρον ἑκάστου τριγώ- 
νου (8 765 α). ᾿Εάν, λοι- 
πόν, Η εἶναι ἕν τυχὸν 
ὀρθόκεντρον, τὸ μέσον 
Θ τῆς ΜΗ ἀνήκει εἰς 
τὴν [Κ' καὶ ἐπειδὴ τὰ 
τέσσαρα μέσα τῶν εύὐ- 

᾿ θειῶν, ὡς ἡ ΜΗ, ἀνή- 
Σχ. ἀὖυ κουσιν εἰς τὴν [Κ͵ ἕπε- 
ται ὅτι καὶ τὰ τέσσαρα 
ὀρθόκεντρα ἀνήκουσιν εἰς τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν ΝΗ, παράλληλον 
πρὸς τὴν ΙΚ καὶ διερχομένην διὰ τοῦ. Ἡ. 


767 α. Σημείωσις. Τὸ θεώρημα δύναται νὰ ἀποδειχθῇ χωρὶς τὴν 
βοήθειαν τοῦ θεωρήματος τοῦ ϑἰπιδοπ" ἀλλ᾽ ἡ ἀκοχουθητεσ πορεία 
εἶναι ἐπίπονος (Νοιν. Αηπα]ς8, (1846), σ. 13 καὶ (1847), ο. 196). 

Ἢ πρότασις ἀνήκει εἰς τὸν ϑίεϊπες (Τομγπαὶ ἂς Οτεῖϊο, 2, σ. 97’ 
Β. Βαϊίζεγ, Ρ] απὶππεπίγία, 8 14, πρ 11), μολονότι ἀπεδόθη εἰς τὸν 
Αὐδετὶ ὑπὸ τοῦ ΜΙΠςει εἰς τὸ ἔργον του: Ρνὶποίραϊε8 τέ! βοᾶεθ ἀδ 
ἰα Οεονιέίνί τιοάερηθ, σ. 176. 


Θεώρημα 1605-- 


767 β. 'Επὶ τῶν ὑψῶν ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ' τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν 
τμήματα ΑΛ, ΒΜ, ΓΝ, ἀντιστοίχως ἴσα πρὸς τὰς ἀποστάσεις ἑνὸς τυ- 
χόντος σημείου Ρ τῆς πεῤδιγεγραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περιφερείας ἀπὸ. 
τῶν πλευρῶν αὐτοῦ καὶ μὲ τὴν κατάλληλον φορὰν ἑκάστοτε (45). Δείξατε 
ὅπ τὸ σπεσα Δ, Μ, Ν εἶναι συγγραμμικά. (Ὀανὶδ. --- Μαϊμα5:8, 1910), 
σ. 

Ἢ εὐθεῖα ΛΜΝ εἶναι ἡ εὐθεῖα τοῦ δίτιϑοι, ἡ σχετικὴ πρὸς τὸ 
σημεῖον Ρ΄, τὸ διαμετρικὸν τοῦ Ρ. 


Θεώρημα 170 


768. Τρεῖς περιφέρειαι διερχόμεναι διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, χειμέ- 
νου ἐπὶ τῆς περιφερείας τῆς ὁριζομένης ὑπὸ τῶν κέντρων των, τέμνον- 
ται ἀνὰ δύο κατὰ τρία σημεῖα κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας. (ΝΑ. (1881), σα. 206). 

"Ἔστωσαν Α, 8Β, Γ τὰ κέντρα καὶ Ῥ τὸ κοινὸν σημεῖον ἐπὶ τῆς 


4δ. Σημ. μετ. Δηλαδὴ, ἂν Π εἶναι ὅ ποὺς τῆς καθέτου ἐκ τοῦ δ 
ἐπὶ τὴν ΒΓ, αἱ φοραὶ ΡΠ καὶ ΑΔ νὰ εἶναι ὁμότροποι. 
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περιφερείας ΑΒΓ. Πρέπει νὰ δειχθῇ, ὅτι τὰ τρία σημεῖα Δ΄, Ε΄, Ζ΄ 
κεῖνται ἐπ᾿ εὐθείας. 

Πράγματι, αἱ περιφέρειαι μὲ διαμέτρους ΡΑ, ΡΒ, ΡῬΓ, τέμνον- 
ται κατὰ τρία-σημεῖα Δ, Ε, Ζ κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας (Θεώρημα τοῦ 
Ξαϊπιοη, 8. 766) καὶ τὰ ὁποῖα εἶνάι αἱ προβολαὶ τοῦ σημείου Ρ ἐπὶ 


τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου ΑΒΓ’ ἐπειδὴ αἱ γωνίαι ΑΕΡ, ΓΕΡ 
αἴναι ὀρθαί; ὡς τΥΥεΥ δ μεναι εἰς ἡμιπεριφερείας. 

Εἶναι λοιπὸν ἡ ΔΕΖ εὐθεῖα τοῦ ϑίτηβοη τοῦ σημείου Α διὰ τὸ 
τρίγωνον ΑΒΓ΄ καὶ ἐπειδὴ 


ῬΔίξξ2ΡΔ, ΡΕ΄ΞΞΞ2ὧΡΕ, ΡΖΞ2ΡΖ, 


ἥπεται; ὅτι τὰ σημεῖα Δ΄, Ε΄’, Ζ΄ εὐρίσκονται ἐπὶ μιᾶς εὐθείας 
γραμμῆς. 
Θεώρημα 170--Ἰ 


768 α. Ἔστω τρίγωνον ΑΒΓ, Μ τυχὸν σημεῖον τῆς περιγεγραμμένης 
εἰς αὐτὸ περιφερείας καὶ ἃ, Ε, Ζ, τὰ συμμετρικὰ τοῦ Μ ὡς πρὸς τὰς 
πλευράς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ τοῦ τριγώνον. ᾿Δείξατε ὅτι τὰ σημεῖα αὐτὰ κεῖν- 
ταὶ ἐπ’ εὐθείας͵ διερχομόνης διὰ τοῦ ὀρϑοκέντρου Η τοῦ δοϑέντος 
τριγώνου. 


Πρόκειται περὶ ἁπλοῦ πορίσματος τοῦ προηγουμένου θεωρήμα- 
τος (δ. 7686)" δυνάμεθα ὅμως νὰ τὸ ἀποδείξωμεν ἀπ᾽ εὐθείας καὶ 
νὰ συναγάγωμεν ὅτι ἡ εὐϑεῖα τοῦ δίγηϑοη διὰ τὸ σημεῖον Μ διαι- 
φεῖ τὸ τμῆμα ΔΗ εἰς δύο μέρη ἴσα. (ἡουνπαὶ ἀὲ γωΐδεν!, (1903), 
ο. 129 καὶ Μαιμοσὶε, (1903), σ, 167, πιο 14). 


Θεώρημα τοῦ Ναρεὶ 171 


769. Τὸ κέντρον τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τρίγωνον, τὸ 
πέντρον περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ καὶ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν καϑέ- 
τῶν, τῶν ἀγομένων ἐκ τῶν κέντρων τῶν παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν 
ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου, κεῖνται ἐπ᾽ οὐϑείας. Τὸ δὲ κέντρον τῆς 
περιγεγραμμένης περιφερείας ἴσον ἀπέχει τῶν δύο ἄλλων σημείων. 
(Νεκεῖ, Ν. Α. (1860), σ. 355, Θεώρημα [}]}. 


“Ἔστω τὸ τρίγωνον ΔΕΖ. Αἱ ἐσωτερικαὶ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν 
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του τέμνονται εἰς τὸ σημεῖον | καὶ αἴ ἐξωτερικαὶ εἰς τὰς κορυφὰς 
τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 

ΑΙ ἐκ τῶν Α, Β,ι Γ κάθετοι ἐπὶ τὰἀς ΕΖ, ΔΕ, ΖΔ τέμνονται εἰς 

ΑΛ τὸ σημεῖον Ο (5 757), τὸ ὁ- 


τ--- ποῖον εἶναι τὸ κάντρον τῆς πε- 
ΓᾺ ριγεγραμμένης περιφερείας εἰς 
χ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ΄' ἐπειδὴ αἱ 
Ϊ κάθετοι αὗται εἶναι καὶ κάθε- 
ἢ ᾿ τοι εἰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν 

τοῦ τριγώνου τούτου. 
᾽Αφ᾽ ἑτέρου, ἡ περιγεγραμ- 
μένη πέρπρεα εἰς τὸ τρίγω- 
νον ΔΕΖ εἶναι ἡ περιφέρεια 
τῶν ἐννέα σημείων τοῦ τριγώ- 
νου ΑΒΓ, ἀφοῦ (8 662) αἱ εὐ- 
θεῖαι ΑΔ, ΒΖ, ΓΕ. εἶναι τὰ 
ὕψη τοῦ τριγώνου αὐτοῦ καὶ 
τὸ εἶναι τὸ κοινόν των ση- 
μεῖον. Καὶ ἐπειδὴ τὸ κάντρον 
Ξ- τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα 
τι. (δ οημείων τοῦ τριγώνου ΑΒΓ 
ἰὰ θονα εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς [Ο καὶ εἰς 
ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τοῦ σημείου τομῆς [. τῶν ὑψῶν καὶ ἀπὸ τοῦ 
κέντρου Ο τῇς περιγεγραμμένης περιφερείας (δ 719), ἔπεται ἀμέ- 

σως ἡ ἀλήθεια τῆς προτάσεως. 


Θεώρημα τοῦ σπλασίε. 172 


770. ᾿Ἐὰν ἕν ἐπίπεδον σχῆμα (Ζ) μετατοπίζεται καϑ' οἱονδήποτε 
τρόπον ἐντὸς τοῦ ἐπιπέδου του, δύναται νὰ ἀχϑῇ ἀπὸ μιᾶς ϑέσεως (2) 
εἰς μίαν ἄλλην (Ζ) διὰ μιᾶς στρο; 

περὶ ἕν χέντρον καταλλήλως 
ἐμ θην δῆ ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδον του. 

Ὑποτίθεται ὅτι τὰ σχήματα 
εἰς τὰς θέσεις (Ζ) καὶ (Ζ) εἶναι 
εὐθέως ἴσα, δηλ. ὅτι δύναται νὰ 
τεθῇ τὸ ἕν ἐπὶ τοῦ ἄλλου διὰ κι- 
νήσεών τῶν ἐντὸς τοῦ κοινοῦ 
ἐπιπέδου των. 

Τὸ σημεῖον Α δύναται νὰ ουμ- 
πέσῃ πρὸς τὸ Α΄ διὰ κινήσεώς 
του ἐπὶ τυχόντος τόξου ἔχοντος 
ὡς χορὸ ν τὴν ΑΑ΄ ἐπίσης, τὸ 
σημεῖον Β δύναται νὰ συμπάσῃ 
πρὸς τὸ Β΄ διὰ κινήσεως ἐπὶ τυ- 
χόντος τόξου χορδῆς ΒΒ΄. 

ΑΙ κάθετοι εἰς τὰ μέσα τῶν 
χορδῶν τούτων παρέχουν, διὰ τῆς 

ΣΧ. 462. τομῆς τῶν Ο, τὸ κέντρον τῆς ζη- 

τουρένης στροφῆς. ᾿ 
᾿Επειδή, ἂν φαντασθῶμεν τὸ θηπεῖον Ο συνδεδεμένον δι᾽ εὐ- 
θειῶν πρὸς τὰ διάφορα σημεῖα Α,Β, Γ, Δ, Ε τοῦ σχήματος (Ζ), 
(κατὰ τὴν στροφὴν αὐτοῦ περὶ τὸ σημεῖον Ο εἰς τρόπον, ὥστε τὰ 
Α καὶ Β νὰ λάβουν τὰς θέσεις Α΄, Β. τὰ τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΓΔ, 
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ΟΒΓ κλπ. θὰ λάβουν τὰς θέσεις ΟΑ΄ Β΄, ΟΓ΄ Δ', ΟΒΊΓ' κλπ. (Ἤτοι, 
τὰ δύο σχήματα θὰ συμπέσουν σημεῖον κατὰ σημεῖον), 


770 α. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα ἐξηγγέλθη διὰ πρώτην 
φορὰν ὑπὸ μορφὴν τελείως γενικὴν καὶ καθαρῶς γεωμετρικὴν ὑπὸ 
τοῦ Οσια51ε5 τὸ 1830. Διάφοροι εἰδικαὶ περιπτώσεις εἶχον προηγου- 
μένως ἐξετασθῆ ὑπὸ τῶν 1)εβοατίε5 καὶ 766) Βετγποιϊί. 

Κατὰ τὸ ϑεώρημα τοῦ (᾿μαϑι.5, τὸ σχετικὸν πρὸς τὴν κίνησιν ἑνὸς 
οχήματος εἰς τὸν χῶρον, ἕν σχῆμα δύναται νὰ ἀχθῇ ἀπὸ μιᾶς θέ- 
σεως εἰς ἄλλην διὰ μιᾶς ἑἐλικοειδοῦς κινήσεως, δηλ. (τοιαύτης ὥστε 
ἵν τυχὸν σημεῖον τοῦ σχήματος νὰ διαγράψῃ ἕν τόξον κυλινδοικῆς 
λλικοςὺ) διὰ συνδυασμοῦ μιᾶς στροφῆς καὶ μιᾶς μεταφορᾶς. 

Ἢ σπουδὴ τῶν σχημάτων τῶν ἀμεταβλήτων κατὰ μορφὴν ἀλλὰ 
εταβλητῶν κατὰ μέγεθος καὶ θέσιν, μᾶς ὁδηγεῖ εἰς τὸ ἑπόμενον 
εὥρημα, τοῦ ὁποίου τὰ προηγούμενα εἶναι εἰδικαὶ περιπτώσεις : 

Δίο σχήματα τριῶν διαστάσεων, ὅμοια καὶ ἀντίστοιχα πρὸς σχήματα ἴσα 
δι" ἀλληλοεπιϑέσεως --- ἐξαιρουμένων τῶν στερεῶν τῶν ἴσων ἦι συμμε- 
ερίας ---, δύνανται νὰ ϑεωρηϑοῦν ὡς δύο διάφοροι θέσεις ἑνὸς; καὶ τοῦ! αὖ- 
τοῦ σχήματος, κινουμένου κατὰ -οόπον, ὥστε ἕκαστον τῶν σημείων του νὰ 
διαγράφῃ λογαριϑμικὴν κωνικὴν ἔλικα ()5) καὶ παοιμένοντο; πάντοτε ὁμοίου 


πρὸς ἑαυτό, (Βλ, ἐπμ. 8. 2514). 
Σχήματα ἀντιστρόφως ἴσα 


771. Συχνότης τῆς χρήσεως αὐτῶν. “Ὅταν δίδονται εἰς τὸ ἐπίπεδον 
δύϑ9 σχήματα ἴσα, ταῦτα δύνανται, ἀδιαφόρως, νὰ εἶναι εὐθέως ἢ 
ἀντιστρόφως ἴσα᾽ καὶ συμβαίνει πολλάκις εἰς τὰς ἐφαρμογὰάς. τῆς 
᾿Αρχιτεκτονικῆς καὶ εἰς τὸ Σχέδιον νὰ συναντῶμεν συχνότερον 
ὀχήματα ἴσα ἐκ συμμετρίας πρὸς ἄξονα ἢ εὐθέως ἴσα, Χρήσιμον 
αἶναι, ἑπομένως, ὅπως μελετήσωμεν τὰς ἰδιότητας τῶν ἀντιστρόφως 
ἴσων σχημάτων τοῦ ἐπιπέδου, δεδομένου μάλιστα, ὅτι ἡ σπουδὴ 
τῶν σχημάτων τοῦ χώρου ἀνάγεται συχνὰ εἰς τὴν θεώρησιν σχη- 
μάτων ἀντιστρόφως ἴσων ἢ ὁμοίων, κειμένων εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπεδον. 


Θεώρημα 172-- 


771 α. '᾿Ἐὰν δύο σχήματα εἶναι 
ἀντιστρόφως ἴσα, αἱ διχοτόμοι τῶν 
γωνιῶν τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ δύο 
τυχουσῶν ὁμολόγων πλευρῶν εἶναι ᾿ 
παράλληλοι πρὸς ἀλλήλας. 

Ἔστωσαν ΑΒΓ, ΑΓΒ δύο ᾿ 
Οχήματα ἀντιστρόφως ἴσα καὶ 
εἰς τυχοῦσαν θέσιν πρὸς ἄλληλα, Ἶ . 

ΔΔ΄ δὲ ἡ διχοτόμος τῆς γωνίας ἤρου νν- 
δύο ὁμολόγων πλευρῶν αὐτῶν ἐδὸς [δὴ 
Σ 
. 46. 


ΑΒ καὶ Α΄Β΄. Θὰ πρέπει νὰ ἀπο- 

δείξωμεν, ὅτι διχοτόμος ΕΕ΄ Σχ 
τῶν ΑΓ καὶ ΑΓ’ πλευρῶν εἶναι 

παράλληλος πρὸς τὴν ΔΔ΄. 


406. Σημ. μετ, Διὰ τὸν ὁρισμὸν τῆς καμπιλης αὐτῆς, ὅλ. ἐπμ. 8 2614. 
Τεωμετρία 33 
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Ἐπειδὴ αἱ γωνίαι εἰς τὰ Α καὶ Α’ εἶναι ἴσαι, αἱ πλευραὶ ΑΓ 
καὶ ΑΥΓ΄ εἶναι ἴσον κεκλιμέναι πρός τὰς ΑΒ καὶ Α΄Β΄ καὶ ἐπομέ- 
νως καὶ πρὸς τὴν διχοτόμον ΔΔ΄ τῆς γωνίας των’ ὥστε... 


Θεώρημα 172--11 


771. Ὁ Γεωμετρικὸς τόπος τῶν μέσων τῶν τμημάτων, ἅτινα συν- 
δέουν ἀνὰ δύο τὰ ὁμόλογα σημεῖα δύο ἀντιστρόφως ἴσων σχημάτων, 
εἶναι εὐθεῖα παράλληλος πρὸς 
τὰς διχοτόμους τῶν γωνιῶν, 
τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ τῶν 
ὁμολόγων πλευρῶν. 


"Ἔστωσαν ΑΒΓ, Α΄ΒΓ᾽ 
τὰ ἀντιστρόφως ἴσα σχή- 
ματα καὶ Μ τὸ μέσον τῆς 
εὐθείας ΑΑ΄. Φέρομεν τὰς 
εὐθείας ΒΔ, Β΄ Δ΄, ἀντιστοί- 
χως ἴσας καὶ παραλλήλους 
πρὸς τὰς ΜΑ, ΜΑ΄', καθὼς 
καὶ τὰς ΜΔ, ΜΔ΄ καὶ ΔΔ΄. 

Τὰ τρίγωνα ΒΔΝ, ΒΔΝΉ 
εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα μίαν 
πλευρὰν ἴσην ΒΔ -Ξ Β΄ Δ΄ 
καὶ τὰς προσκειμένας εἰς 

Σχ, φῦ. αὐτὴν γωνίας ἴσας, καὶ ἐπο- 

Ε μένως τὸ Ν εἶναι μέσον 

τῶν ΔΔ΄ καὶ ΒΒ΄. ᾿Επειδὴ δὲ αἱ εὐθεῖαι ΜΔ, ΜΔ’ εἶναι παράλ- 

ληλοι καὶ ἴσαι πρὸς τὰς ΑΒ, Α΄Β' ἀντιστοίχως, τὸ τρίγωνον ΔΜΔ΄' 

εἶναι ἰσσσκελὲς καὶ τὸ ὕψος του ΜΝ διχοτόμος τῆς γωνίας Μ καὶ 
παράλληλον πρὸς τὴν ΕΧ. 

Εἶναι λοιπὸν ἡ ΜΝ εὐθεῖα, ἡ συνδέουσα τὰ μέσα τῶν ΑΑ΄ 
καὶ ΒΒ', παράλληλος πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας δύο ὁμολό- 
γῶν πλευρῶν καὶ διέρχεται διὰ τοῦ μέσου τῆς τυχούσης ἄλλης, 
ὡς αἱ ΑΑ’ καὶ ΒΒ΄, εὐθείας ΓΓ΄. ᾿Επειδὴ ἡ διεύθυνσις τῶν: διχο- 
τόμων εἶναι σταθερά. 


771 γ. Παρατήρησις. Ἢ εὐθεῖα ΜΟΝ δύναται νὰ ὀνομασθῇ εὐϑεῖα 
τῶν μέσων. Ὃ ὅρος οὗτος ἐχρησιμοποιήθη ὑπὸ τοῦ (Βε66]6ε5 εἰς τὴν 
εἰδικὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν τὰ ὁμόλογα σημεῖα Α, Β... Α΄, Β΄... 
εὑρίσκονται ἐπὶ δύο εὐθειῶν, ὀρίζοντα οὕτω δύο ἴσας σημειοσειράς, 


Θεώρημα 172-- 111 


771 ὃ. Τὰ ὁμόλογα σημεῖα δύο ἀντιστρόφως ἴσων σχημάτων ἴσον 
ἀπέχουν ἀπὸ τῆς εὐθείας τῶν μέσων. 


Τοῦτο εἶναι ἀπλῆ συνέπεια τῶν ἰσοτήτων ΜΑΞΕΜΑ΄, ΝΒΞΕΝΒ΄, 
ΟΓΞΞΟΓ' κλπ. Δυνάμεθα ὅμως νὰ τὸ ἀποδείξωμεν ἀνεξαρτήτως 
«τῆς ἰδιότητος τῆς εὐθείας ΜΝ, καθ’ ἣν αὕτη εἶναι παράλληλος. 
πρὸς τὰς διχοτόμους τῶν γωνιῶν τῶν ὁμολόγων πλευρῶν. ᾿Επειδὴ 
εὐκόλως φαίνεται ὅτι ἡ ἰσότης τῶν ἀποστάσεων τῶν Γ, Γ΄ ἀπὸ 
τῆς ΜΝ εἶναι ἄμεσος συνέπεια τῆς ἰσότητος τῶν ἀποστάσεων ἀπ΄ 
αὐτῆς τῶν Α, Α΄ καὶ 8, 8΄. 


771. Παρατηρήσεις. Ὁ) Κατὰ τὴν δευτέραν αὐτὴν ἀπόδειξιν, 
συμπεραίνομεν ὅτι ΟΓ ΞΞ ΟΓ΄, δηλ. ὅτι ἡ εὐθεῖα ΜΝ τῶν μέσων 
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δι ᾿ έρχεται ἐπίσης διὰ τοῦ μέσου Ο πάσης ἄλλης εὐθείας 
ς ᾿ς 

2) Κατὰ τὴν σπουδὴν τῶν ἀντιστρόφως ὁμοίων σχημάτων ἀπο- 
δεικνύεται, ὅτι ἐὰν τὰ σημεῖα Μ καὶ Ν διαιροῦν τὰ τμήματα ΑΑ΄. 
ΒΒ’ κατὰ τὸν λόγον ὁμοιότητος, αἱ τεταγμέναι τῶν Γ καὶ Γ᾽ 
ἔχουν τὸν αὐτὸν λόγον καὶ ὅτι, κατὰ συνέπειαν, ἡ εὐθεῖα ΜΝ 
δισιρεὶ καὶ τὸ τμῆμα ΓΓ΄' κατὰ τὸν ἴδιον λόγον. 

Ἡ ἰδιότης α' τῇ θὰ χρησιμεύσῃ εἰς τὴν σπουδὴν τῶν σχημάτων 

ς 


τῶν ἀντιστρόφως ὁμοίων εἰς τὸν χῶρον. 


Θεώρημα 172--Ῥν 


771 ζ. Δύο σχήματα ἀντιστρόφως ἴσα δύνανται νὰ καταστοῦν συμμε- 
τρικὰ ἀλλήλων πρὸς μίαν τυχοῦσαν εὐθεῖαν τοῦ ἐπιπέδου των. 


"Ἔστωσαν (Σ), (Σ΄) δύο σχήματα ἀντιστρόφως ἴσα καὶ ΧΥ μία 
εὐθεῖα εἰς τὸ ἐπίπεδόν των. 
“Ἕστω (Σ΄) τὰ συμμετρικὸν σχῆμα τοῦ (Σ) κατὲ τὴν συμμε- 
τρίαν πρὸς τὴν ΧΎ. ᾿Επειδὴ τὰ σχήματα (Σ᾽) καὶ (Σ΄) εἶναι ἀμ- 
ότερα ἀντιστρόφως ἴσα πρὸς τὸ σχῆμα (Σ), ταῦτα θὰ εἶναι εὑ- 
ἑως ἴσα πρὸς ἄλληλα, Κατ’ ἀκολουθίαν, δύναται νὰ ταυτισθῇ τὸ 
σχῆμα (Σ΄) πρὸς τὸ (Σ΄) διὰ καταλλήλου στροφῆς ἢ μεταφορᾶς. 


Πρόβλημα 172-- Κ 


771η. Δοδέντων δύο σχημάτων ἀντιστρόφως ἴσων, νὰ καταστοῦν 
ταῦτα συμμετρικὰ ἀλλήλων διὰ μιᾶς στροφῆς. 

Τὸ πρόβλημα εἶναι ἀόριστον, ὡς ἐἀπιδεχόμενον ἀπειρίαν λύ- 
σεῶν. ᾿Ιδοὺ δύο λύσεις αὐτοῦ, αἱ πλέον ἀξιοσημείωτοι ; 

1) Ἕν σημεῖον τοῦ κινητοῦ σχήματος λαμβάνεται ὡς κέντρον περιστροφῆς. 

"Ἔστωσαν ΑΒΓ, ΑΓ ΒΓ᾽ τὰ δοθέντα σχήματα καὶ Α΄ τὸ ση- 
μεῖον τοῦ ἑνός, τὸ ἐκλεγὲν ὡς κέντρον τῆς στροφῆς. Διὰ τοῦ μέ- 
σου Ο τῆς εὐθείας ΑΑ’ φέρομεν εὐθεῖαν ΧΥ κάθετον ἐπ᾽ αὐτὴν 
(Σχ. 466) ἡ εὐθεῖα ΧΥ εἶναι ὁ ζητούμενος ἄξων συμμετρίας. 

Εστω Γ΄ τὸ συμμετρικὸν τοῦ Γ ὡς πρὸς τὸν ἄξονα τοῦτον' ἡ 
στροφὴ τοῦ σχήματος Α΄ Β΄ Γ΄ θἁὰ γίνῃ κατὰ τὸ τόξον Γ΄ Γ΄ τῆς πε- 
ριφερείας (Α΄, ΑΤ᾽. 


Σ.. 460. ΣΧ. 46]. 


Ξ Μία πλευρὰ τοῦ σταϑεροῦ σχήματος λαμβάνεται ὡς ἄξων συμμετρίας. 
“Ἔστωσαν ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ’ τὰ δοθέντα σχήματα καὶ ΑΒ ἡ ἐκλε- 
γεῖσα ὡς ἄξων συμμετρίας πλευρὰ (Σχ. 467). 
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ὋὉρίζεται τὸ κέντρον στροφῆς Ο, ὡς ἡ τομὴ τῶν καθέτων εἰς τὰ 


μέσα τῶν ΑΑ᾿ καὶ ΒΒ 


Πρόβλημα 172-- ἢ 


771 ὃ. Δοϑέντων δύο σχημάτων 


ὅπου Α' τὸ συμμετρικὄόν τοῦ Α ὡς 
2α Κατασκευή : ᾿Ολίσϑησις παοάλ- 


ληλος πρὸς τὴν εὐθεῖαν τῶν μέσων. 


"Ἔστω ΜΝ ἡ εὐθεῖα αὕτη (Σχ.469). 
Φέρομεν τὴν παράλληλον Α΄Α΄ 
πρὸς τὴν ΜΝ μέχρι τῆς συναντήσεώς 
τῆς Α΄ μετὰ τῆς ἐκ τοῦ Α καθέτου 
ἊΡ ἐπὶ τὴν ΜΝ. Θὰ ἔχωμεν ΡΑ΄’'ΞΞ 


ΡΑ κλπ. 


771:. Παρατήρησις. Ἢ εὐϑεῖα τῶν 
εὐθεῖα καθ᾽ ἣν τέ- 
μνόνται, κατά τινα τρόπον, τὰ ἐπί- 


μέσων εἶναι 


ἀντιστρόφως ἴσων, νὰ καταστοῦν 


ταῦτα συμμετρικὰ ἀλλήλων διὰ 
μιᾶς μεταφορᾶς. 

Τὸ πρόβλημα εἶναι καὶ πά- 
λιν ἀόριστον’ ἐπειδὴ ὡς ἄξων 
συμμετρίας δύναται νὰ ἐκλεγῇ 
ἡ τυχοῦσα παράλληλος πρὸς 
τὴν κοινὴν διεύθυνσιν τῶν δ8ι- 
χοτόμων τῶν γωνιῶν δύο. τυ- 
χουσῶν ὁμολόγων πλευρῶν 
τῶν σχημάτων. Αἱ πλέον ἐνδια- 
φέρουσαι ἐκ τῶν κατασκευῶν 
εἶναι αἱ ἑπόμεναι : 

η Κατασκευή: "Ολίσϑησις 
κατὰ μῆχος μιᾶς τῶν πλευρῶν τοῖν 
κινητοῦ σχήματος. 

Ἔστωσαν ΑΒΓ, Α'ΒΊΎΓ΄ τὰ 
δοθέντα σχήματα καὶ Α΄Β’ ἡ 
διεύθυνσις τῆς μεταφορᾶς. 

Φέρομεν τὴν διχοτόμον ΔΔ᾿ 
τῆς γωνίας τῶν ΑΒ καὶ Α΄Β΄. 
᾿Αρκεῖ νὰ ἀχθῇ τὸ Α΄ εἰς Α΄΄ 
πρὸς τὴν ΔΔ΄. 


πεδα τῶν δύο δοθέντων σχημάτων καὶ δύναται νὰ νοηθῇ ὡς σχη- 
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βατιξοβενη ἐκ τῆς ἐπιθέσεως μιᾶς εὐθείας ἐπὶ τῆς ὁμολόγου τῆης᾿ 

ιὰ τοῦτο δυνάμεθα νὰ τὴν ὀνομάσωμεν διπλῆν εὐϑεῖαν, μολονότι 

τὰ ὁμόλογα σημεῖα ἐπ᾽ αὐτῆς δὲν συμπίπτουν (Σχ. 470). 

ἐν ἰδιότητα ταύτην τῆς εὐθείας τῶν μέσων διατυποῦμεν ὡς 
ῆς: 

Δύο σχήματα ἀντιστρόφως ἴσα ὁρίζουν ἐπὶ τῆς εὐϑείας τῶν μέ- 
οων σημειοσειρὰς Δ, Θ, ,Ε, Δ΄, Θ΄, Π΄, Ε’ ἴσας. Διὰ καταλλήλοι 
ὁλισθήσεως τῆς μιᾶς τῶν σημειοσειρῶν τούτων κατὰ τὴν ἰδίαν της 
διεύθυνσιν, ἐπιτυγχάνομεν τὴν σύμπτωσιν τῶν δύο σημειοσειρῶν 
καὶ τὰ ἀντιστρόφως ἴσα σχήματα ἀποβαίνουν συμμετρικὰ πρὸς 
τὴν διπλῆν εὐθεῖαν. 

Οὕτω, δι᾽ ὀλισθήσεως τοῦ ἐπιπέδου τοῦ σχήματος Α' ΒΓ’ κατὰ 
μῆκος τῆς εὐθείας τῶν μέσων καὶ εἰς τρόπον, ὥστε τὸ Δ’ νὰ συμ- 
πέσῃ πρὸς τὸ Δ, ἐπέρχεται σύμπτωσις καὶ. τοῦ Ε, πρὸς τὸ Ε΄, τοῦ 
Θ πρὸς τὸ Θ΄ κλπ. ᾿Επειδὴ εἶναι 


ΔΔΈΕΕ“Ξ θθ΄ Ξ ΗΠ΄. 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


772. Σχέσεις ἀποστάσεων. Διὰ τὰ θέματα τοῦ ||! Βιβλίου δὲν 
δυνάμεθα νὰ χρησιμοποιήσωμεν παρὰ τὰς ἑξῆς τρεῖς μόνον σχέ- 
σεις ἀποστάσεων : ᾿ 

1) Ἔν σημεῖον δύναται νὰ εἰοίσκεται εἰς σταϑερὰν ἀπόστασιν ἀπὸ ἑνὺς 
δοϑέντος ἄλλου: ὁ τόπος εἶναι περιφέρεια μὲ κέντρον τὸ δοθὲν ση- 
μεῖον καὶ ἀκτῖνα τὴν σταθερὰν ἀπόστασιν. Υ ἜΚ Ὡς 

2) Ἕν σημεῖον δύναται νὰ εὑρίσκδται εἰς σταϑερὰν ἀπόστασιν ἀπὸ εὺ- 
θείας ἢ περιφερείας ὁ τόπος εἶναι μία παράλ- 
ληλος πρὸς τὴν εὐθεῖαν ἢ περιφέρεια ὁμό- 
κεντρος τῆς δοθείσης. 

δὰ» σημεῖον δύναται νὰ ἀπέχῃ ἴσον δύο εὐ- 
ϑειῶν: ὁ τόπος εἶναι ἡ διχοτόμος τῆς γω- 
νίας τῶν εὐθειῶν. 


773 .α. Γωνιαμὴ σχέσις. Ἢ μᾶλλον χρῆησι- 
μοποιουμένη εἶναι ἐκείνῃ μιᾶς σταθερᾶς γω- 
νίας τῆς ὁποίας αἱ πλεῦραϊ διέρχονταν διὰ 
δύο σταθερῶν σημείων. ᾽Ο τόπος τῆς κορυ- 
φῆς Μ εἶναι τόξον κυκλικοῦ τμήματος γω- 
νίας μ καὶ ὁ πλήρης τόπος ἀποτελεῖται ἀπὸ 
τὰ δύο συμμετρικὰ τόξα ΑΜΒ, ΑΝΒ (Σχ..471). 


Τὰ ἐστιγμένα τόξα τῶν περιφερειῶν τοῦ σχή- Σε. “1. 
γατος ἀντιστοιχοῦν εἰς γωνίαν ἴσην πρὸς 
9 πα. 


7723 β. Διάφοροι τόστοι. 'Ἐξ ἑνὸς θεωρήματος ἀναφερομένου εἰς 
τὸν προσδιορισμὸν ἑνὸς ἀξιοσημειώτου σημείου σχήματός τινος, 
δυνάμεθα. νὰ ὁδηγηθῶμεν εἰς τὴν ἀνεύρεσιν τοῦ τόπου τοῦ σημείου 
αὐτοῦ, ὅταν μεταβάλλωνται κατὰ μέγεθος ἢ θέσιν ἕν ἢ περισσό- 
τερα τῶν γεωμετρικῶν δεδομένων τοῦ σχήματος, ἐνῷ ὡρισμένα 
ἄλλα παραμένουν ἀμετάβλητα. ᾿ ᾿ 

᾿Ιδοὺ μερικὰ τοιαῦτα θεωρήματα σχετιζόμενα πρὸς τὸ τρίγωνον. 

Αἱ διάμεσοι τέμνονται εἰς τὸ αὐτό σημεῖον, τὸ κέντρον βάρους, 
κατὰ τὴν Στατικήν, τῆς ἐπιφανείας τοῦ τριγώνου. 
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Τὰ τρία ὕψη τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ δημεῖον. 

Αἱ τρεῖς ἐσωτερικαὶ διχοτόμοι ὀρίζουν τὸ κέντρον τῆς ἐγγε- 
ραμμένης περιφερείας. 

ι ἐξωτερικαὶ διχοτόμοι καθορίζουν τὰ κέντρα τῶν παρεγγε- 
νραμμένων περιφερειῶν. 

Αἱ κάθετοι εἰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τέμνονται εἰς τὸ κέντρον 
τῆς περιγεγραμμένης περί ψερείας. 

ὁ κέντρον τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σημείων εὑρίσκεται εἰς τὸ 
μέσον τῆς εὐθείας, τῆς συνδεούσης τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ὑψῶν 
μετὰ τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. 

Ἔχοντες ὑπ᾽ ὄψιν τὰ ἀνωτέρω θεωρήματα, ἂς ὑποθέσωμεν, 
ἐπὶ παραδείγματι, ὅτι τὸ τρίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται εἰς τρόπον 
ὥστε ἡ βάσις του ΒΓ νὰ παραμένῃ σταθερά, θέσει καὶ μεγέθει, 
καθὼς καὶ ἡ ἀπέναντι γωνίᾳ Α. 

Εἰς ἑκάστην θέσιν τῆς κινητῆς κορυφῆς. Α ἐπὶ τοῦ τόξου τοῦ 
κυκλικοῦ τμήματος μὲ χορδὴν ΒΓ καὶ γωνίαν ἴσην πρὸς Α, τὸ ση- 
μεῖον τομῆς Μ τῶν διαμέσων τοῦ τριγώνου καταλαμβάνει καὶ 
μίαν θέσιν, διάφορον ἑκάστοτε, ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τοῦ τριγώνου. 
Τὸ σύνολον τῶν θέσεων τούτων εἶναι ὁ ζητούμενος τόπος. 

Σημειωτέον, ἐν τούτοις, ὅτι εἰς πλείστας περιπτώσεις, ἡ σπουδὴ 
τοῦ τόπου ἀπαιτεῖ γνώσεις μᾶλλον ἐκτεταμένας ἀπὸ ἐκείνας τῶν 
“ΣΣιαιχείων τῆς [᾿εωμετρίας. 

Εἰς τό, κατὰ τὸν ἀνωτέρω τρόπον, μεταβαλλόμενον τρίγωνον : 
βιβλ σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσων γράφει κυκλικὸν τόξον (Π)] 

ιβλίον). 

Τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ὑψῶν γράφει ἐπίσης κυκλικὸν τόξον 
καὶ τὸ αὐτὸ συμβαίνει διά τὰ κέντρα τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ πα- 
ρεγγεγραμένων περιφερειῶν. 

ὁ κέντρων τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας μένει σταϑερόν. 

Τὸ κέντρον τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σημείων γράφει κυκλικὸν 
τόξον (ΠΠ| βιβλίον). 

"Επίσης : 

Οἱ πόδες τῶν ἐκ τῶν κορυφῶν Β καὶ Γ ὑψῶν εὑρίσκονται ἐπὶ 
τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον ΒΓ. 

Οἱ τόποι τῶν μέσων τῶν ἐκ τῶν Β καὶ Γ διαμέσων εἶναι κυ- 
κλικὰ τόξα. 

Ὃ τόπος τῶν σημείων τοῦ Πεγιοὶπο εἶναι ἔλλειψις (5. 2374), 


Χρῆσις γωνιανῆς σχέσεως 


Τόπος 1738 


778, Νὰ εὑρεθῇ ὁ τόπος τῶν κέντρων 
τῶν περιφερειῶν, τῶν ἐφαπτομένων εἰς 
δοϑὲν σημεῖον Ῥ μιᾶς εὐθείας ΑΒ ἢ περι- 
φερείας Α΄ Β΄. 


Ἡ εὐθεῖα ΑΒ πρέπει νὰ ἐφάπτεται 
εἰς τὸ Ρ πάντων τῶν τόξων τῶν περι- 
φερειῶν τοῦ τόπου. Τὰ κέντρα τῶν, 
ἑπομένως, δύνανται νὰ ἔχουν τυχοῦ- 
σαν θέσιν ἐπὶ τῆς ἀπερότου εὐθείας ΕΖ, καθέτου εἰς τὸ Ρ ἐπὶ τὴν 
εὐθεῖαν ΑΒ ἢ τὴν περιφέρειαν Α'Β΄. 


Σι. 412. 
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Τόπος 173-- 1 


774. Νὰ εὑρεϑῇ ὁ τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν, τῶν ἐφα- 
πιομένων δύο τεμνομένων εὐθειῶν ΑΒ καὶ ΓΔ. 

ὋὉ ζητούμενος τόπος συμπίπτει πρὸς ἐκεῖνον τῶν ἴσων ἀπο- 
στάσεων ἀπὸ τῶν εὐθειῶν ΑΒ καὶ ΓΔ. ᾿Αποτελεῖται ἐκ τοῦ ζεύ- 
γους τῶν δύο ἀπεράτων εὐθειῶν, αἵτινες εἶναι αἱ διχοτόμοι τῶν 
γωνιῶν τῶν εὐθειῶν εἰς τὸ σημεῖον τομῆς τῶν Ο 


Τόπος 174 


7765. Νὰ εὑρεϑῇ ὁ τόπος τῶν σημείων ἐκ τῶν ὁποίων μία δοϑεῖσα 
περιφέρεια (Κ) φαίνεται ὑπὸ σταϑερὰν γωνίαν Φ. 
Ὅπρόμεν δύο ἐφαπτομένας τῆς περιφερείας οχηματιζούσης γω- 
νίαν Φ καὶ Ὑρῖθυεν περιφέρειαν ὁμόκεντρον τῆς δοθείσης καὶ 
διερχομένην διὰ τοῦ σημείου τομῆς τῶν ἐφαπτομένων. 


Τόπος 174-- 


776. Νὰ εὑρεϑῇ ὁ τόπος τῶν σημείων ἐξ ὧν ἄγονται ἐφαπτόμεναι 
δοϑέντος μήκους μ ἐπὶ δοθεῖσαν περιφέρειαν (Α). 


Εἶναι περιφέρεια ὁμόκεντρος τῆς προηγουμένης. 
Τόσοος 176 


777. Δοϑεισῶν δύο ὁμοχέντρων περιφερειῶν, ποῖος ὁ τόπος τῆς κχο- 
υνφῆς μιᾶς ὀρϑῆς γωνίας, τῆς ὁποίας μία 
πλευρὰ ἐφάπτεται τῆς μιᾶς περιφερείας 
καὶ ἡ ἄλλη τῆς ἑτέρας; 

Τὸ οχῆμα ΟΑΜΒ εἶναι ὀρθογώνιον 
μὲ γνωστὰς τὰς πλευρὰς του ἄρα καὶ 
τὸ μῆκος τῆς διαγωνίου ΟΜ εἶναι γνω- 
οτόν. .Ο ζητούμενος τόπος εἶναι περι- 
φέρεισ ὁμόκεντρος τῶν δοθεισῶν. 


Τόπος 178---ἴ 
778. Τὰ ἴδια δεδομένα ἀλλ᾽ ἥ γωνία 
ΑΜΒ εἶναι τυχοῦσα σταϑερὰ Ν. 


Ὃ τόπος εἶναι πάλιν περιφέρεια ὁμόκεντρος τῶν δοθεισῶν" 
ἐπειδὴ τὸ τετράπλευρον ΟΓΝΔ (Σχ,, 473) εἶναι ἀμεταβλήτου με- 
γέθους, ἀφοῦ αἱ γωνίαι καὶ αἱ πλευραὶ του παραμένουν σταθεραί. 


Σχ. 4173. 


Περιβάλλουσα 176--11 


779. Ποία ἡ περιβάλλουσα τῆς εὐθείας ΓΔ τῶν ἐπαφῶν (προηγ. 
σχῆμα) ὅταν ἡ γωνία Ν μένῃ σταϑερά; 

Περὶ περιβαλλουσῶν βλ. 88. 119 καὶ ἐπμ. 

Ἡ ζητουμένη περιβάλλουσα εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ ἀκτῖνα ΟΡ 
(Σχ. 473). ᾿Επειδή, ἡ εὐθεῖα ΓΔ εὑρίσκεται: εἰς σταθερὰν ἀπό- 
στασιν ΟΡ ἀπὸ τοῦ κέντρου Ο, καὶ παραμένει σταθερῶς ἐφα- 
πιομένη τῆς περιφερείας (Ο, ΟΡ). 
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Τόπος 176 


780. Ποῖος ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν σταϑεροῦ μήκους χορδῶν ΑΒ 
μιᾶς περιφερείας ; 

Εἶναι περιφέρεια ὁμόκεντρος τῆς δοθεί- 
σης. Τὸ αὐτὸ ουρβαίνει καὶ δι᾽ ἕν τυχὸν ση- 
βεῖον τῆς κινητῆς χορδῆς ἀλλ᾽ εἰς σταθερὰν 

ἐσιν ἐπ᾿ αὐτῆς. 

ὋὉ τόπος Ὁ 776) εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις 
τοῦ ἀνωτέρω. 


Σε. 81}. Τόπος 176--1 


781. Γωνία ΑΔὮ ἔχει τὴν χορυφὴν Δ σταϑερὰν ἐπὶ δοϑειοης περι- 
φερείας καὶ μέγεθος ὡρισμένον' ποῖος ὁ τό- 
πος τοῦ μέσου Μ τῆς χορδῆς ΑΒ: 


᾿Επειδὴ τὸ μέτρον τῆς γωνίας Α εἶναι 
σταθερὸν καὶ τὸ ὑποτεινόμενον ὑπὸ τῆς 
χορδῆς ΑΒ τόξον θὰ εἶναι σταθερόν, ἄρα 
καὶ τὸ μῆκος τῆς χορδῆς ΑΒ. ὋὉ ζητού- 
μενος, ἑπομένως, τόπος τοῦ μέσου Μ εῖ- 
γαι περιφέρεια ὁμόκεντρος τῆς δοθείσης. 


Τόπος 176-11 


782. Γωνίᾳ σταϑεροῦ μεγέϑους ἔχει τὴν κορυφὴν ἐπὶ δοθείσης πε- 
οιφείας ἐνῷ μία πλευρὰ αὐτῆς διέ χεται διὰ σταϑεροῦ σημείου, μὴ κει- 
μένου ἐπὶ τῆς περιφερείας. Τίοῖος ὃ τόπος τοῦ μέσου τῆς ἀποχοπτομέ" 
γῆς χουδῆς ὑπὸ τῆς περιφερείας ; 


Ὃ τόπος εἶναι πάλιν περιφέρεια ὁμόκεντρος τῆς δοθείσης. 
Τόπος 176-- ΠῚ] 


788. Ποῖος ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν βάσεων τῶν τραπεζίων, τῶν 
ἐχόντων ὡς διαγωνίους 
δύο τεμνούσας δύο ἐφα- 
πτομένων περιφερειῶν, 
ἀγομένας διὰ τοῦ χοινοῦ 
αὐτῶν σημείου καὶ τεμ’ 
νομένας κατὰ δοϑεῖσαν 
γωνίαν ; 

Ὃ τόπος τοῦ μέ- 
σού ἵἴ τῆς βάσεως 
ΕΓ εἶναι περιφέρεια 
ὁμόκεν τρος τῆς δο- 
θείσης (Ἀ}" ὁμοίως διὰ 
τὸν τόπον τοῦ μέσου 

Σι. 40. Ι τῆς ΔΖ βάσεως. 
Παρατηρήσεις.1) Ἐὰν 
αἱ περιφέρειαι ἐφάπτωνται ἐσωτερικῶς, αἱ τέμνουσαι εἶναι αἱ μὴ 
παράλληλοι πλευραὶ τοῦ τραπεζίου. 
2) Διὰ τὰ ὁμόλογα σημεῖα, τὰ κείμενα ἐπὶ τῶν βάσεων καὶ 


36] 


ἐπὶ μιᾶς τυχούσης τεμνούσης, ὁ τόπος ἀποτελεῖται ἐκ δύο περι- 
Φερειῶν ὁμοκέντρωον τῶν δοθεισῶν. 
3) Τὸ ζήτημα (8 783) εἶναι ἐπέκτασις τοῦ τῆς δ᾽ 780. 


Τόπος 177 


784. Ποῖος ὦ τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν δοϑείσης ἀκτῖνος 
ῳ, αἵτινες ἀποκόπτουν ἐπὶ δοϑείσης εὐθείας ΑΒ χορδὰς δοϑέντο: μή: 
ἐους μὶ 

Ὃ ζητούμενος τόπος ἀποτελεῖται ἐκ δύο εὐθειῶν ΓΔ καὶ ΕΖ, 
ἀγομένων παραλλήλως τῆς ΑΒ καὶ ἑκατέρωθεν αὐτῆς. 


Τόσιος 177 --Ἰ 


7886. ἸΙοῖος ὁ τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν δοϑείσης ἀχεῖνο: 
Ὁ καὶ τεμνουσῶν δοϑεῖσαν περιφέρειαν κατὰ χορδὰς δοϑέντος μήχους ι : 
Ὃ τόπος ἀποτελεῖται ἐκ δύο περιφερειῶν ὁμοκέντρων τῆς δο- 
θείσης. 
Τόσπος 177-- 11 


786. Ποῖος ὁ τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν δοϑείσηης ἀκτῖνο: 
9 καὶ τεμνουσῶν ὀρϑογωνίως δοθεῖσαν περιφέρειαν (ξ 620); 


ὋὉ τόπος εἶναι περιφέρεια ὁμόκεντρος τῆς δοθείσης. Ὁμοίως, 
ἐὰν αἱ περιφέρειαι τέμνωνται κατὰ τυχοῦσαν ἀλλ᾽ ὡρισμένην 
γωνίαν. 


Τόσος 178 


787. “ἘΞ ἑκάστου σημείου Μ μιᾶς περιφερείας φέρομεν εὐθείας πα- 
ναλλήλους καὶ ἐπὶ τῶν ὁποίων λαμβάνομεν (κατὰ τὴν αὐτὴν φορὰν πάν- 
τοτε) τμῆμα ΜΝ σταϑεροῦ μήχους λ. Ποῖος ὁ τόπος τῶν οὕτω λαμβα- 
νομένων σημείων Ν; 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 58). 
Τόπος 178 ..] 


788. ᾿Ομοίως, ἀλλὰ τὸ ἀρχικὸν σχῆμα εἶναι τυχόν. 
(8λ. μέϑοδοι, 8. 59). 
Τόστος 178. -11] 


789. Δίδονται δύο ὁμόκεντροι περιφέρειαι 
καὶ ἐξ ἑκάστου σημείου Μ τῆς ἐξωτεριχῆς πε- 
οιρερείας ἄγομεν δύο ἐφαπτομένας τῆς ἐσω- 
τερικῆς. ᾿Επὶ ἑκάστης τῶν εὐθειῶν τούτων 
καὶ ἀπὸ τοῦ σημείου Μ λαμβάνομεν δύο ἴσα 
τμήματα ΑΜ--:ΑΝ --:λ. Ποῖος ὁ τόπος τῶν 
σημείων Μ καὶ Ν; 


“Ἔστωσαν ΟΑ, ΟΒ αἱ δοθεῖσαι περὶ- 
φέρείαιι 'Ὃ τόπος ἀποτελεῖται ἐκ δύο Σ.. “τ. 
μοκέντρων πρὸς τὰς δοθείσας περιφε- . 
ρειῶν. Ὁ ὑπολογισμὸς τῶν ἀκτίνων τῶν γινεται τῇ βοηθείᾳ τοῦ 
Π Βιβλίου : 


ΑΒΞ--α! --β5, ΑΒ8--7 α᾽-- β᾿’ 


Βμτ-λἐ 7αῖξΞ βε, ΒΝ--- Έ 7αὐξ β᾽, 
ΟΜ’ -- ΒΜ" -Ἐβ'--λ' Ἐ2λ [αὐ β᾽ - α -- βε -Ἐ β', 
“ὥστε 
ΟΜτ-  λ᾽- α'- 2λ7] αν-- β᾽͵ () 
ΟΝ’ -- λ' -α -- 2λ 7 α᾽.-- Β'. (2) 
"Επαλήϑευσις. Διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη τῶν (1) καὶ (2) λαμ- 


βάνομεν 
ΟΜ'- ΟΝ" -ΞΞ- 2λ" 2". 
Πράγματι, εἰς τὸ τρίγωνον ΜΟΝ ἡ ΑΟ εἶναι διάμεσος αὐτοῦ. 


Τόσος 178--ΠΠ] 


700. Ἑΐϊς τὸ παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ, ἣ πλευρὰ ΓΔ εἶναι σταθερὰ 
θέσει καὶ ι τὸ δὲ μῆχος τῆς ΑΓ 
σταϑερόν. ἸΠοῖοι οἱ τόποι τῶν μέσων τῶν 
τριῶν κινητῶν πλενρῶν; 


Ὃ τόπος τοῦ μέσου τῆς ΑΒ εἶναι 
' πέρι φερεία; ἴση πρὸς τὰς δύο πρώτας 
’ καὶ ἐν σὴ τὸ κέντρον της εἰς τὸ μέ- 
ς : 
Ὁ δνμον τοῦ ἐπθον τῆς ΓΑ εἶναι ἡ 
περιφέρεια ἡ γραφομένη μὲ κέντρον τὸ 
᾿ Γ καὶ ἀκτῖνα τὸ ἥμισυ τῆς ΓΑ. ᾿Ομοίως, 
Σχ. φῖρ, ὁ τόπος τοῦ μέσου τῆς ΔΒ εἶναι ἡ πε- 
ριφέρεια ἡ γραφομένη μὲ κέντρον τὸ Δ 


καὶ ἀκτῖνα τὴν ἰδίαν. τ 


Παρατήρησις. Ἢ εὕρεσις τοῦ τόπου τοῦ σημείου τομῆς τῶν δια- 
γωνίων ἀνάγεται εἰς τὸ Π| Βιβλίον, ὡς τόπος τοῦ μέσου τῆς εὐ- 
θείας τῆς συνδεούσης ἕν σταθερὸν σημεῖον Γ πρὸς τὰ διάφορα 
σημεῖα μιᾶς περιφερείας (Δ). 

Τόπος 179 


791. Μία περιφέρεια στρέφεται περὶ ἕν 
ἐκ τῶν σημείων τῆς καὶ εἰς ἑκάστην ϑέσιν 
αὐτῆς ἄγομεν δύο ἐφαπτομένας παραλλήλους 
πρὸς δοθεῖσαν διεύϑυνσιν. Ποῖος ὁ τόπος τῶν 
σημείων ἐπαφῆς ; (ΟὉοποουτδ ρμεδεγαὶ, 1866). 


ΓἜστωσα. ΧΥ̓ ἡ δοθεῖσα διεύθυνοις, Α 
τὸ σταθερὸν σημεῖον, Β τὸ κέντρον τῆς 
κινητῆς περιφερείας εἰς τὴν τυχοῦσαν 
θέσιν τῆς καὶ ΓΈ, ΔΥ αἱ παράλληλοι πρὸς 
τὴν ΧΥ͂ ἐφαπτόμεναι. 

Ὃ τόπος τῶν κέντρων Β εἶναι ἡ περι- 
φέρεια μὲ κέντρον τὸ σημεῖον Α καὶ ἀκτῖνα 
ἴσην πρὸς τὴν τῆς κινητῆς περιφερείας. 
Σχ. 4τῷ. Τὰ σημεῖα Γ καὶ Δ εἶναι αἱ τομαὶ τῆς 
κινητῆς περιφερείας καὶ εὐθείας ἐκ τοῦ 
κέντρου της Β καθέτου ἐπὶ τὴν διεύθυνσιν ΧΥ͂. Φέροντες δὲ τὴν 
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ΕΑΖ, κάθετον ἐπὶ τὴν ἰδίαν διεύθυνσιν καὶ συνδέοντες τὰ Γ, Δ 
μετὰ τῶν Ε΄ καὶ Ζ ἀντιστοίχως, παρατηροῦμεν ἀμέσως, ἐκ τοῦ 
παραλληλογράμμου ΕΓΔΖ ὅτι 
ΕΓ-- Ι Ζδ:Ξ ΑΒ ξξρ. 

᾿Επομένως, ὁ τόπος τοῦ σημείου Γ εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ κέν- 
ρον Ε καὶ ἀκτῖνα ῥ; ὁ δὲ τόπος τοῦ Δ ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον 

καὶ ἀκτῖνα τὴν ἰδίαν. 

Παρατήρησις. ᾽Ο ἀνωτέρω τόπος συμπίπτει μὲ ἐκεῖνον τῶν ση- 
δεν Γ καὶ Δ, ἄτινα λαμβάνομεν φέροντες ἐξ ἑκάστου σημείου 

τῆς περιφερείας ΖΒΕ τμήματα ΒΓ, ΒΔ, ἴσα πρὸς ρ καὶ παράλ- 
ληλα πρὸς τὴν κάθετον διεύθυνσιν ἐπὶ τὴν δοθεῖσαν ΧΥ͂. 


Τόσεος 179-- 1 


792. Τὸν ἴδιον ζήτημα ἀλλὰ ἡ κινητὴ περιφέρεια (Μ) ἐφάπτεται 
σταϑερῶς μιᾶς δοϑείσης περιφερείας (Ν). 
Εἶναι περιφέρεια ὁμόκεντρος τῆς δοϑείσης (Ν). 


Τόπος 180 


798. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ μέσου Μ μιᾶς εὐϑείας, σταϑεροῦ μήχους, 
ΑΒ, κινουμένης εἰς τρόπον, ὥστε 
τὰ ἄκρα τῆς Α χαὶ Β νὰ γρά- 
φουν τὰς πλευρὰς μιᾶς ὀρϑῆς 
γωνίας ; 

Ἔστω ΑΒ μία τυχοῦσα 
θέσις τῆς κινητῆς εὐθείας καὶ 


ΓΜ-- ἐλ ἡ διάμεσος τοῦ ὀρ- 


θογωνίου τριγώνου ΑΓΒ. Ἐ- 
πειδὴ τὸ μῆκος τῆς ΓΜ εἶναι 
σταθερόν, ὁ τόπος τοῦ ση- 
μείου Μ εἶναι τὸ τόξον ΔΜΕ 
τῆς περιφερείας ἐμὰ Γ 


καὶ ἀκτῖνα ΓΜ -Ξ 5.Ξ Σχ. 180. 


798 α. Σημείωσις. 1) Ὃ τόπος τοῦ μέσου τοῦ εὐθυγράμμου κι- 
νητοῦ τμήματος ΑΒ ὅταν ἡ γωνία Γ δὲν εἶναι ὀρθή. εἶναι ἔλλει- 
ψις ἔχουσα ὡς κέντρον τὸ σημεῖον Γ᾽ 

Ὃ τόπος ἑνὸς τυχόντος ἄλλου σημείου τοῦ τμήματος -- διαφό- 
ρου τοῦ μέσου--εἶναι πάλιν ἔλλειψις, ἀκόμη καὶ εἰς τὴν περίπτω- 
σιν καθ’ ἣν ἡ γωνία Γ᾽ εἶναι ὀρθή. (Ὁ., πο 643). 

2) Ὁ τόπος τῆς προβολῆς Ρ τῆς κορυφῆς Ο ἐπὶ τό, σταθεροῦ 
μήκους, τμῆμα ΕΖ (σχ. 481), εἶναι ὁ τετράφυλλος ρόδαξ ΟΜΝ Μ'Ν'. 
Ἡ καμπύλη αὕτη ἐφάπτεται τοῦ κύκλου μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα 
ΟΣ καθὼς καὶ τῶν δύο ἀξόνων ΟΧ, ΟΥ̓. (διόπιεπίς αἀο σέογιῤίν δ 
Ποϑογ ρίΐνο, τὸ 1228)... 

3) Ἢ περιβάλλουσα τῆς εὐθείας ΕΖ ὀνομάζεται ἀστροειδὴς καὶ 
ἡ ἐξίσωσίς της ὡς πρὸς τοὺς ἄξονας ΧΟΥ τοῦ ἰδίου σχήματος- 
εἶναι 

. ΕΞ Ε 
χ᾽ τυ Ξξ γ᾽ 
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ὅπου γ τὸ μῆκος τοῦ τμήματος ΕΖ. ἪἫ καμπύλη αὕτη ἐφάπτε- 
ται ἐπίσης τοῦ κύκλου ΟΣ καὶ τῶν ἀξόνων καὶ ἔχει τέσσαρα 
οημεῖα ἀνακάμψεως, τὰ Α, Β, Α᾿, Β΄. 


Σχ. 481. 


Κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ δολοοίοι (858 144, 2160), πᾶν σημεῖον στα- 
θερὸν ἐπὶ τοῦ τμήματος ΑΒ γράφει ἔλλειψιν. 
Διὰ τὴν ἀστοοειδῆ βλ. Ν. Α. [1878), σ. 321, λιαπ]ιεῖπι. 


Τόπος 180-- 


7904. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείου τομῆς τῶν διαμέσων τοῦ ὀρϑογω- 
νίου τριγώνον ΑὮΓ', διὰ τὸ ὁποῖον ἡ ὑποτείνουσα ΒΓ ἔχει σταϑερὸν 
μῆκος καὶ τὰ ἄκρα τῆς κινοῦνται ἐπὶ δύο ὀορθογωνίων εὐθειῶν ΑΒ, ΑΓ; 
(Σχ. 480). 

Αἱ διάμεσοι τέμνονται εἰς τὰ δύο τρίτα τοῦ μήκους τῶν ἀπὸ 
τῶν κορυφῶν’ ἑπομένως καὶ ἀφοῦ τὸ μῆκος ΓΜ εἶναι σταθερόν, ὁ 
ζητοὐμένος. τόπος εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον τὸ Γ καὶ ἀκτῖνα 
τὰ δύο τρία τῆς ΓΜ. 

Τόπος 180--11 

798. Ἰϊοϊος ὁ τόπος τοῦ σημείου ἐπαφῆς Ο δύο περιφερειῶν μετα- 
βλητῶν ἀκτίνων, ἐφαπτομένων ἀλλήλων καὶ εὐδείας εἰς δύο σημεῖα Α 
καὶ Β αὐτῆς; 

Ποία ἡ περιβάλλουσα τῆς διακέντρου τῶν περιφερειῶν τούτων ; 

(Μέϑοδοι, 8 125). 

Παρατήρησις. Τὸ ζήτημα τοῦτο εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς 
ἑπομένου (9 820). 

Τόπος 181 


796. Ποῖος ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν χορδῶν μιᾶς περιφερείας, τῶν 
διερχομένων διὰ δοϑέντος σημείου ; 


(Μέϑοδοι, 8.8 65 καὶ 80). 
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Τόσος 181--ἰ 


797. Τροιγώνου ΑΒΓ ἡ βάσις ΒΓ εἶναι σταϑερά, ϑέσει καὶ μεγέϑει. 
καὶ ἣ ἀπέναντι αὐτῆς γωνία σταϑερά. Ποῖος ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν 
πλευρῶν του; 


"Ἔστω Ο τὸ κέντρον τοῦ κυκλικοῦ τμήματος ΒΑΓ μὲ ἐγγεγραμ- 
μένην εἰς αὐτὸ γωνίαν ἴσην πρὸς Α. Ὁ τόπος ἀποτελεῖται ἐκ 
τῶν ἴσων περιφερειῶν μὲ διαμέτρους τὰς ΟΓ καὶ ΟΒ. 

Τὰ μέρῃ τῶν περιφερειῶν τούτων, τὰ περιεχόμενα μεταξὺ τῆς 
βάσεως καὶ τοῦ τόξου τῆς περιφερείας ΑΒΓ, τοῦ συμπλη- 
ροῦντος αὐτὴν μετὰ τοῦ τόξου ΑΒΓ, ἀντιστοιχοῦν εἰς τρίγωνα μὲ 
γωνίαν εἰς τὴν κορυφὴν 1809 --ΟΑ. 


Τόπος 181 --4ἴ 


797 α. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείου ἐπαφῆς Μ δύο Λεριφερειῶν (Δ). 
(ΕἸ ἐφαπτομένων ἀλλήλων ἐξωτερικῶς καὶ μιᾶς τρίτης (Γ) εἷς δοϑέντα 
οημεῖα Α καὶ Β αὐτῆς; 


"Ἔστωσαν Δ,Ε, Γ τὰ κέντρα τῶν τριῶν περιφερειῶν. Ἧ γωνία 


΄΄ο ΄“΄ᾷ Έ 
ΑΜΒ ἰσοῦται πρὸς 4:ἘΞ ἢ 909ε.- - καὶ εἶναι σταθερὰ ἀφοῦ 


ἡ γωνία Γ -- ΔΓΕ εἶναι σταθερά. 
'ἙΕπομένως, ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ εἶναι τὸ τόξον τοῦ κυκλι- 
κοῦ τμήματος ΑΜΒ, μὲ χορδὴν ΑΒ καὶ ἐγγεγραμμένην γωνίαν 


ἴσην πρὸς τὴν σταθεράν 909 -- ΕΝ 


Τὸ συμπληροῦν τὴν περιφέρειαν ΑΜΒ τόξον, ἀντιστοιχεῖ εἰς 
τὸν τόπον τῶν σημείων Μ ὅταν αἱ περιφέρειαι (Δ) καὶ (Ε) ἐφά- 
πτωνται ἐσωτερικῶς. 


Τόπος 182 


798. Ἑὶς περιφέρειαν (Γ), μία σταϑερὰ χορδὴ ΑΒ εἶναι ἡ μία τῶν 
βάσεων ἐγγεγραμμένων τυαπεζίων. Ποῖος ὁ τό: 
πος τοῦ μέσον ἐκάστης διαγωνίου καὶ ἑκάστης 
τῶν παρακειμένων εἰς τὴν ΑΒ πλευρῶν τῶν τρα- 
πεζίων τούτων ; 

Τὰ μέσα τῶν χορδῶν ΑΔ, ΑΕ εὑρίσκον- 
ται ἐπὶ τῆς περιφερείας, τῆς γραφομένης ἐπὶ 
τῆς ΑΓ ὡς διαμέτρου (5 796). Τὰ δὲ μέσα 
τῶν ΒΔ, ΒΕ ἐπὶ τῆς ἐχούσης τὴν ΒΓ ὡς διά- 
μέτρον. 


Τόσεος 188 --ἶ 


790. Ἰ]οῖος ὁ τόπος τῆς κορυφῆς Γ τριγώνου ΑΒΓ ἔχοντος τὴν βά- 
δϑιν ΑΒ σταϑερὰν καὶ τὴν ἐκ τοῦ Α διάμεσον ΑΔ δοϑέντος μήκους ; 


"Ἂς λάβωμεν ΑΕ -- ΑΒ’ ἐπειδὴ ἡ ΑΔ συνδέει τὰ μέσα τῶν 
ΒΕ καὶ Β΄ πλευρῶν τοῦ τριγώνου ΕΒΓ, εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ΕΓ. 
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'Ἑπομένως ὁ ζητούμενος τόπος τοῦ σημείου Γ εἶναι ἡ περιφέρεια 
μὲ κέντρον Ε καὶ ἀκτῖνα διπλασίαν τῆς ΑΔ. 


Τόπος 188 


800. Ἑϊς μεταβλητὸν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, ἣ 
πλευρὰ ΑΒ εἶναι σταϑερὰ καὶ τὰ μήκη τῆς διαγω- 
νίου ΒΔ καὶ τῶν πλευρῶν ΑΔ καὶ ΒΓ δεδομένα. 
Ποῖος ὁ τόπος τοῦ μέσου Μ τῆς ἄλλης διαγωνίου 
καὶ τοῦ μέσου Ο τῆς εὐθείας ΜΝ τῆς ἐνούσης τὰ 
μέσα τῶν διαγωνίων ; 

Τὸ τρίγωνον ΑΒΔ εἶναι ἀμετάβλητον καὶ τὰ 

Σι. (κι. σημεῖα Β, Δ σταθερά. 
ὋὉ τόπος τοῦ σημείου Γ εἶναι περιφέρεια μὲ 
κέντρον Β καὶ ἀκτῖνα ΒΓ. 

1) ᾿Εὰν διὰ τοῦ σημείου Μ φέρωμεν τὴν ΜΡ παράλληλον πρὸς 
τὴν ΒΓ, θὰ ἔχωμεν: 


ΡΑ--ΡΒ καὶ ΜΡ -ἰῖ ΒΓ -- σταθερά. 


Ὃ τόπος, ἄρα, τοῦ Μ εἴ- 
ναι ἡ τεριφερεία κέντρου Ρ 


καὶ ἀκτῖνος πα 


2) ἔστω Θ τὸ μέσον τῆς 
εὐθείας ΡΝ τοῦ σταθεροῦ τρι- 
γώνου ΑΒΔ. ᾿Επειδὴ 


Ὶ 1 
ΘΟ-Ξ Ό ΡΜΞ-ΒΓ, 


ὁ τόπος τοῦ σημείου Ο εἶναι 
ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον Θ καὶ 
ἀκτῖνα τὸ τέταρτον τῆς ΒΓ. 
3) “Ο τόπος τῶν μέσων 
τῶν εὐθειῶν, τῶν ἐνουσῶν τὰ 
μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν 
ΡΩΝ καὶ ΑΔ, ΒΓ, ταυτίζεται πρὸς τὸν τόπον τοῦ σημείου Ο 


ἔχ. δ. 


Τόσος 184 


801. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων Μ, διὰ τὰ ὁποῖα ἡ εὐθεῖα ΑΒ, ἡ 
συνδέουσα τοὺς πόδας τῶν ἐκ τοῦ Μ καϑέτων ΜΑ, ΜΒ ἐπὶ δύο εὐθείας 
ΟΧ, ΟΥ̓́, ἔχει σταϑερὸν μῆκος ; 


᾿Εκτὸς τῆς ἑπομένης ἀποδείξεως, δυνάμεθα νὰ ἀνατρέξωμεν 
καὶ εἰς τὰς Μοϑόδους, 5. 142. 

1) Ἔστω ΑΒ ΞΞεὰλ (Σχ. 485). ᾿Επειδή, εἰς τὸ τριγωνον ΑΟΒ, ἡ 
πλευρὰ ΑΒ καὶ ἡ ἀπέναντι γωνία Ο διατηροῦν σταθερὰ μεγέθη,. 
ἡ ἀκτὶς τῆς περιγεγραμμέάνης περιφερείας εἰς αὐτὸ θὰ εἶναι ἐπί- 
σῆς σταθερά' καὶ ἐπειδή, ἀκόμη, τὸ σημεῖον Μ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς 
περιφερείας αὐτῆς καὶ τῆς ὁποίας διάμετρος εἶναι ἡ ΟΜ, ἕπεται 
ὅτι ὃὴ ὌΠοῦμγος τόπος εἶνὰι ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον Ο καὶ 

κτῖνα : 
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2) Πάντὰ τὰ σημεῖα τῆς περιφερείας ΛΙΛ' ἀνήκουν εἰς τὸν τόπον. 

Ἔστω Α΄, Β΄ δύο σημεῖα ἐπὶ τῶν ΟΧ, ΟΥ̓ εἰς ἀπόστασιν ". 
ἀπ’ ἀλλήλων καὶ Μ᾽ 
ἡ τομὴ τῶν εἰς αὐτὰ 
καθέτων ἐπὶ τὰς εὐ- 
θείας. ᾿Επειδὴ τὸ τε- 
τράπλευρον ΟΑ΄ Μ΄Β΄ 
εἶναι ἐγγράψιμον, ἡ 
περιγεγραμμένη εἰς 
αὐτὸ περιφέρεια συμ- 
πίπτει πρὸς τὴν πε- 
ριγεγραμμένην εἰς τὸ 
ἀὐἠθλεχ τὰ Α΄ Μ'Β΄ 
πρὸς τὴν εἰς τὸ ΑΒΜ, 
ἀφοῦ αἱ γωνίαι εἰς 
τὰ Μ’ καὶ Ο εἶναι 
προφανῶς ἴσαι: ἄρα 
ὉΜ΄-Ξ ΟΜ καὶ τὸ ση- 

εἷον Μ΄ εὑρίσκεται 

πὶ τῆς περιφερείας 
40, ΟΜ). 

Τὰ σημεῖα Γ καὶ Δ εἶναι τὰ σημεῖα τοῦ τόπου εἰς τἀς θέσεις, 
καθ᾽ ἃς ἡ ΑΒ ἀποβαίνει κάθετος ἐπὶ τὰς εὐθείας ΟΥ̓́, ΟΧ ἀντι- 
“οτοίχως. 


801 .α. Σημείωσις. 1 Ἣ περιβάλλουσα τοῦ σταθεροῦ μήκους. 
τμήματος ΑΒ εἰς τὴν περίπτωσιν τῶν πλαγιογωνίων ἀξόνων ΟΧ, 

, εἶναι καμπύλη ἀνάλογος πρὸς τὴν ἀσιροειδῆ (δ 702 α, 793 α) 
καὶ ἔχουσα ὡς ἄξονας συμμετρίας τὰς διχοτόμους τῶν γωνιῶν' 
αἰς τὸ Ο. 

2) ᾿Εὰἀν διὰ τῶν Α καὶ Β φέρωμεν παραλλήλους πρὸς τοὺς 
ἄξονας, ὁ τόπος τοῦ σημείου εἤμε Ὲ τῶν εἶναι ἔλλειψις μὲ τὰς 
ἴσας ουζυγεῖς διαμέτρους αὐτῆς κατὰ τοὺς ἄξονας ΟΧ, ΟΥ. 

Εἰς τὴν Κινητικὴν δειχνύεται ὅτι, πᾶσα ἐπίπεδος κίνησις δύνα- 
ται νὰ θεωρηθῇ παραγομένη διὰ τῆς κυλίσεως μιᾶς καμπύλης ἐπὶ 

ιᾶς ἄλλης σταθερᾶς. Εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν, κατὰ τὴν ὁποίαν 
δύο σημεῖα, Α καὶ Β, οταθερὰ τοῦ. κινητοῦ ἐπ πέδου γράφουν εὐὑ- 
θείας, ΟΧ, ΟΥ̓, ἐπὶ τοῦ ἀκινήτου ἐπιπέδου, ἡ κυλιομένη καμπύλη 
εἶναι περιφέρεια διερχομένη διὰ τῶν Α, Β καὶ τῆς τομῆς τῶν 
δύο εὐθειῶν’ ἡ δὲ βάσις, δηλ. ἡ καμπύλη ἐπὶ τῆς ὁποίας κυλίεται 
ὁ κύκλος ΑΟΒ, εἶναι ἡ τεριδρει αὶ μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα δι- 
πλασίαν ἐκείνης τῆς περιφερείας ΑΟΒ. 

Πᾶν σημεῖον τοῦ κινητοῦ ἐπιπέδου γράφει ἔλλειψιν (8 2160)" 
εἰς ὡρισμένας ὅμως περιπτώσεις ἡ καμπύλη αὕτη δύναται νὰ 
ἀποβῇ καὶ εὐθεῖα διὰ τοῦ Ο (8 825). 

Βλ. σχτ. : Ιπξ. ἃ. Μαι., (1905), σ. 203, πὸ 2901, Εβεοιῖ, Μαξιίσδιι. 


Σκ. 455. 


Τόπος 186. 


802. Δίδεται περιφέρεια μὲ κέντρον Ο καὶ σταϑερὸν σημεῖον Α. 
Διὰ τοῦ α φέρομεν μεταβλητὴν τέμνουσαν ΒΑΓ καὶ γράφομεν τὰς πε- 
οἰφερείας, τὰς διερχομένας διὰ τοῦ Ο καὶ ἐφαπτομένας τῆς δοϑείσης 
εἰς τὰ Β καὶ Γ΄. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ δευτέρου σημείου τομῆς των Μ; 


Τὰ κέντρα Δ καὶ Ε τῶν δύο περιφερειῶν εὑρίσκονται ἐπὶ τῶν 
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ἀκτίνων ΟΒ καὶ ΟΓ, τὰ δὲ τρίγωνα ΒΟΓ, ΒΔΑ, ΑΕΓ εἶναι ἰσο- 

σκελῆ καὶ ἰσογώνια: τὸ σχῆμα, ἄρα, ΑΔΟΕ εἶναι παραλληλό- 

γραμμονοκαι ἡ διαγώνιος αὐτοῦ ΔΕ διέρχεται διὰ τοῦ μέσοι 
τῆς : 

᾿Ἀφ' ἑτέρου, ἡ εὐθεῖα ΔΕ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν κοινὴν χορδὴν 

τῶν περιφερειῶν καὶ ΜΘ -- ΑΘ. 

'Ἑπομένως, ὁ τόπος τοῦ σημείοι 


Γ 
ὍΠ Βω": Μ εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον 
ἌΣ τὸ Θ καὶ ἀκτῖνα τὸ ἥμισυ τῆς 


"ᾳ ᾿ ΤᾺΝ σταθερᾶς ἀποοτάσεως τῶν Ὁ 

Ἔ ΤΣ καὶ Α. 
[ . ; 803. Παρατηῤήσεις. 1) Ὁ ἀνω. 
Ι Σ . ] τέρω τόπος δὲν διαφέρει ἐκείνοι 
ἢ } τῶν μέσων τῶν χορδῶν ΒΑΓ 
ὑπ , τῶν ἀγομένων διὰ τοῦ σημείου Α 
4 73..Ὁ , εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν πρέπει 
ἂς ἐν νὰ παρατηρήσωμεν ὅτι, ὅταν τὲ 
σημεῖον Α εἶναι ἐξωτερικὸν τῆς 

ςὸπτ,.» 


περιφερείας (Ο), ὁ τόπος ἀπο- 
τελεῖται ἀπὸ τὸ ἐξωτερικὸν τῆς 
δχ. ὅδυ. (Ο) μέρος τῆς περιφερείας μὲ 

διάμετρον ΑΟ (δ 80). 

2) Δυνάμεθα νά προοσδιορίσωμεν τὸν τόπον τοῦ ϑημείου Μ 
χρησιμοκποϊοῦντες μίαν γωνιακὴν σχέσιν. Πράγμοει, ἡ εὐθεῖα ΑΔ 
εἶναι ἴση καὶ παράλληλος πρὸς τὴν ΟΕ, ἡ δὲ ΔΜ συμμετρικὴ τῆς 
ΑΔ ὡς πρὸς τὴν διάκεντρον ΔΕ. Εἶναι λοιπὸν τὸ τετράπλευρον 
ΕΟ ἰσοσκελὲς τραπέζιον καὶ ἡ εὐθεῖα ΜῸ παράλληλος πρὸς 
τὴν : 

᾿Αλλ᾽ ἡ τελευταία εὐθεῖα εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΜ καὶ ἐπο- 
μένως ἡ γωνία ΑΟΜ. ὀρθή: ὁ τόπος, ἄρα, τοῦ σημείου Μ εἶναι ἡ 
περιφέρεια μὲ διάμετρον τὴν ΟΑ. 


Τόσιος 18δ-- 


804. Δι᾿ ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς δύο περιφερειῶν (Β, ΓῚ φέ 
φομεν τέμνουσαν αὐτῶν μεταβλητὴν καὶ λαμβάνομεν ἐπ᾽ αὐτῆς τμήματο 
ΑΜ, ΑΝ ἴσα πρὸς τὸ ἥμι 
ἄάϑροισμα τῶν ἐπὶ τῆς 
τεμνούσης δριζομένων χορ. 
δῶν τῶν περιφερειῶν. 
Ποῖοι οἱ τόποι τῶν Μ 
καὶ Ν; 


Ἂν ἐκ τῶν κέντρων 
Β, Γ φέρωμεν καθέτους 
ΒΔ, ΓΕ ἐπὶ τὴν τέμνου- 
σαν, τὸ μῆκος ΔΕ θὰ 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἡμι- 
άθροισμα τῶν ἐν λόγῳ 
χορδῶν. 

᾿Αφ᾽ ἑτέρου, ἡ ἐκ τοῦ 
σημείου Γ παράλληλος 
π τὴν ΜΝ τέμνει τὴν 
τοιοῦτον ὥστε 


Σ.. 481. 


περιφέρειαν μὲ δα ΒΕΙΡΟν 8, ἐγ δῆμε ΟΝ ξ 
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Ἔκ τούτων ἕπεται ὅτι οἱ τόποι τῶν σημείων Μ καὶ δ εἶναι 
περιφέρειαι ἴσαι πρὸς τὴν ἔχουσαν διάμετρον ΒΓ καὶ μὲ διαμέ- 
τρους τὰς εὐθείας ΔΗ, ΑΛ τοῦ σήχματος, τὰς τοιαύτας, ὥστε ἡ 
εὐθεῖα ΑΛ νὰ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ καὶ διπλασία 
αὐτῆς. 

Τόπος 186 


806. Ἑἰϊς τρίγωνον ΑΒΓ, ἡ βάσις ΑΒ εἶναι σταϑερά, καθὼς καὶ ἡ 
τιμὴ τῆς ἀπέναντι γωνίας [΄. ᾿Εκ τοῦ μέσον ἘἙ μιᾶς τῶν μεταβλητῶν 
πλευρῶν φέρομεν κάϑετον ΕΜ ἐπὶ τὴν ἄλλην. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ πο- 
δὸς Μ τῆς καθέτου ταύτης ; 


1η ᾿Απόδειξις. Αἱ κάθετοι ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ εἰς τὰ μέσα τῶν πλευ- 
ρῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ τέμνονται 
εἰς τὸ κέντρον Ο τῆς περιγεγραμμέ- 
νης εἰς αὐτὸ περιφερείας καὶ ἥτις 
εἶναι σταθερά, ἀφοῦ ἡ γωνια Γ 
ἔχει σταθερὸν μέγεθος. 

Ἔκ τοῦ μέσου Θ τῆς εὐθείας ΟΔ 
καὶ τῶν σημείων Δ, 8, Ε φέρομεν 
καθέτους ἐπὶ τὴν ΑΓ καθὼς καὶ τὰς 
εὐθείας ΑΘ, ΔΖ καὶ ΘΜ: θὰ δείξω- 
μὲν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΘΜ ἔχει σταθερὸν 
μῆκος. 

᾿Επειδὴ τὰ Δ, Ε εἶναι μέσα τῶν 
ΑΒ, ΒΓ, θὰ ἔχωμεν: 


ΑΛΞΈΛΡ, ΡΜ-:-ΜΓ καὶ ΑΖ-- ΖΓ. 
Τὰ τρίγωνα ΛΔΖ, ΜΕΓ εἶναι ὀρ- 

θογώνια καὶ ἴσα, ἐπειδὴ ἡ ΔΖ εἶναι ἴση καὶ παράλληλος πρὸς 

τὴν ΕΓ καὶ ἡ ΔΛ πρὸς τὴν ΕΜ' 

ἄρα ΛΖ μ ΞΜΓγῚ, 

καὶ ἡ ΛΗ, οὖσα τὸ ἥμισυ τῆς ΛΖ, θὰ εἶναι καὶ τὸ ἥμισυ τῆς ΡΜ. 

᾿Αλλ’ εἶναι 


ΣΥ. 55. 


ΑΛΈς ΣΡ 
καὶ ἑπομένως 
ΑΗ τε ΑΜ καὶ ΑΘ-ΕΘΜ. 


Ὃ τόπος δηλ. τοῦ σημείου Μ εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον 
Θ καὶ ἀκτῖνα ΑΘ. 


Παρατήρησις. Ὅταν τὸ σημεῖον Γ ἔλθῃ εἰς τὸ Β, τὸ σημεῖον Μ 
τοῦ τόπου συμπίπτει πρὸς αὐτό" ἀλλ’ ὅταν τὸ Γ συμπέσῃ πρὸς 
τὸ Α, ἡ χορδὴ ΑΓ ἀποβαίνει ἡ ἐφαπτομένη ΑΝ τῆς περιφερείας 
εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ καὶ τὸ σημεῖον Ν λαμβάνει τὴν θέσιν τοῦ 
αἰρθης Ν τῆς ἐκ τοῦ μέσου τῆς ΑΒ καθέτου ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην 
αὐτήν. 

Οὕτω, τὸ τόξον ΒΜΑΝ τῆς περιφερείας (Θ, ΘΜ) εἶναι ὁ τό- 
πος τοῦ σημείου Μ' διὰ μεταβολὰς τοῦ Γ ἐπὶ τοῦ τόξου ΒΓΑ τῆς 
περιφερείας (Ο). Τὸ δὲ τόξον ΝΝ΄Β τῆς ἰδίας πρμέρείοςι εἶναι 
1) ἀρ τω Μ διὰ θέσεις τοῦ Γ ἐπὶ τοῦ τόξου ΑΓ΄Β τῆς περιφε- 
ρείας : 


Γιωμετρία 34 
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806. 2α ᾿Απόδειξις, Η προηγουμένη ἀπόδειξις, μολονότι καθο- 
ρίζει πληρος τὸν ζητούμενον τόπον͵ ἔχει τὸ μειονέκτημα ὅτι. εἶναι 
μαχραι Ἢ ἑπομένη, ἀντιθέτως. εἶναι ταχυτέρα καὶ ἁπλουοτέρα. 

ἀ ἀποδείξωμεν ὅτι ἡ γωνία ΑΜΒ διατηρεῖ σταθερὸν μέγεθος. 
Πράγματι, ὁσουδήποτε ὄντος τοῦ μήκους τῆς χορδῆς ΒΓ, ἐπειδὴ 
τὸ σημεῖον Ε εἶναι τὸ μέσον της καὶ ἡ γωνία ἵ- σταθερά, καὶ ἡ 
γωνία ΒΜΑ θὰ παραμένῃ σταθερά- ἐπειδὴ τὸ τρίγωνον ΒΡΓ᾽ μέ- 
γει ὅμοιον, πάντοτε, πρὸς ἑαυτό. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὴν 
γωνίαν ΒΜΓ, ἀφοῦ ἡ εὐθεῖα ΒΜ εἶναι διάμεσος τοῦ ΒΡΓ᾽ τρι- 
γώνου. 

Ἡ γωνία, ἑπομένως, ΒΜΑ μένει ἀμετάβλητος καί, κατ᾽ ἀκο- 
λουθίαν, ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ εἶναι τὸ τόξον τοῦ κυκλικοῦ 
τμήματος μὲ χορδὴν ΑΒ, τὸ διερχόμενον διὰ τοῦ τυχόντος ση- 
μείου Μ τοῦ ζητουμένου τόπου. 


Παρατήρησις. Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις, στηριζομένη ἐπὶ τῆς θεω- 
ρίας τῶν ὁμοίων σχημάτων, εὐκόλως ἐφαρμόζεται καὶ εἰς τὴν γε- 
νικωτέραν περίπτωσιν, καθ᾽ ἣν τὸ σημεῖον Ε διαιρεῖ τὴν πλευρὰν 
ΒΓ κατὰ δοθέντα λόγον Ἃ5 1372). 


Τόπος 166--] 


807. Μὲ διάμετρον χορδὴν ΑΒ, δοϑείσης περιφερείας ΑΒΓ, γράφο- 
μὲν περιφέρειαν καὶ διὰ τοῦ σημείου Α φέ- 
ρομεν μεταβλητὴν τέμνουσαν ΑΡΓ' τῶν δύο 
περιφερειῶν. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ μέδου Μ τοῦ, 
μεταξὺ τῶν περιφερειῶν, τμήματος ῬΓ' τῆς 
τεμνούσης ταύτης ; 

Ἐκ τοῦ προηγουμένου ζητήματος ἕπε- 
ται ἀμέσως, ὅτι ὁ ζητούμενος τόπος εἶναι 
ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον τὸ μέσον Θ τῆς 
ΟΔ καὶ ἀκτῖνα ΑΘ. 

Πράγματι, Ρ εἶναι ὁ ποὺς τοῦ ὕψους 
ΒΡ καὶ Μ ὁ ποὺς τῆς καθέτου ΕΜ ἐπὶ 
τὴν ΑΓ ἐκ τοῦ μέσου τῆς ΒΓ. 


Τόσος 187 


808. δΔι' ἑνὸς σταϑεροῦ σημείου Μ, εὗρι- 
σκομένον εἰς τὸ ἐσωτερικὸν περιφερείας, φέρομεν ἕν τυχὸν ζεῦγος καϑέ- 
τῶν ἐπ᾿ ἀλλήλας χορδῶν. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν πλευρῶν 
τοῦ τετραπλεύρου τῶν ἄχρων τῶν χορδῶν αὐτῶν καὶ ποῖος ὁ τόπος τῶν 
προβολῶν τοῦ Μ ἐπὶ τὰς πλευράς ; (ΣΧ. 447): 

᾿Αναφερόμενοι εἰς μίαν προηγουμένην πρότασιν (8 749), ἀνα- 
γνωρίζομεν ἀμέσως τὸν τόπον αὐτόν, ὡς τὴν περιφέρειαν ΘΛΖΣ, 
μὲ κέντρον Ν, μέσον τοῦ σταθεροῦ τμήματος ΟΜ. 


Τόπος 188 


800. Δίδονται περιφέρεια καὶ διάμετρος αὐτῆς σταθερὰ ΑΒ. ᾿Εξ 
ἑνὸς τυχόντος σημείου Γ ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τῆς διαμέτρου φέρομεν 
μίαν ἐφαπτομένην ΓΤ. Ποῖος ὁ τόπος τῆς προβολῆς τοῦ χέντρου ἐπὶ τὴν 
διχοτόμον τῆς γωνίας ΑΓΤ; 


([Ἐκφώνησις Βίαπομει. Βλ. λ]ἐϑοδοι, 8. 82). 
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Τόστος 189 


810. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀπο- 
στάσεων ἀπὸ τῶν πλευρῶν ἰσοπλεύρου τριγώνου ἰσοῦται μὲ δοθὲν 
μῆκος χ; ("ἢ 

“Ἑστω Ο ὲν τυχὸν σημεῖον εἰς τὸ ἐξωτιρικὸν τοῦ ἰσοπλεύρου 
τριγώνου κείμενον καὶ μιννρ αἱ ἀποστάσεις αὐτοῦ ἀπὸ τῶν πλευ- 
ρῶν τοῦ τριγώνου. ᾿Εὰν συμφωνήσωμεν, εἰς τὴν ἀπόστασιν τοῦ 
σημείου Ο ἀπὸ μιᾶς πλευρᾶς 
νὰ προσδίδωμεν τὸ θετικὸν ἢ 
ἀρνητικὸν σημεῖον, ἐὰν ἡ θέ- 
σις τοῦ σημείου εἰς τὸ ἐπίπε- 
δον κεῖται πρὸς ὃ μέρος τῆς 
θεωρουμένης πλευρᾶς εὐὑρί- 
σκεται καὶ τὸ τρίγωνον ἢ πρὸς 
τὸ ἀντίθετον, εἶναι φανερὸν 
ὅτι διὰ τὴν θέσιν τοῦ Ο εἰς 
τὸ σχῆμα 490 λιχ. θὰ ἔχωμεν: 


μπν- ρΞΞ ΑΔ -Ξ- ὅψος 
τοῦ ἰσοπλ. τριγώνου. 


Αν εἰς ἀμφότερα τὰ μέλη 
τῆς ἰσότητος αὐτῆς προσθέσω- 
μὲν τὸ 2ρ τότε, λαμβάνομεν 

μ-νε ρξαδιρξε αὶ 
καὶ ἡ ἰσότης αὕτη θὰ ἀληθεύῃ 
διὰ πᾶν σημεῖον κείμενον ἐπὶ τῶν τμημάτων ΖΘ, ΗΙἸ καὶ ΙΈ τοῦ 
σχήματος, τῶν ἀγομένων παραλλήλως πρὸς τὰς πλευρὰς καὶ εἰς 
ἀπόστασιν ρ ἀπ’ αὐτῶν. 

Τὴν ἰδίαν ἰδιότητα ἔχουν καὶ τὰ σημεῖα τῶν τμημάτων ΕΖ, ΘΗ 
καὶ ΤΊ. ᾿Επειδὴ διὰ τὸ τυχὸν σημεῖον τῆς ΕΖ, λ.χ., ἡ ἀπόστασίς 
του ἀπὸ τὴν πλευρὰν ΑΓ εἶναι ἡ αὐτὴ μὲ τὴν ἀπόστασιν τοῦ Ζ 
ἀπὸ τῆς ἰδίας πλευρᾶς, ἀφοῦ αἱ ΕΖ καὶ ΑΓ εἶναι παράλληλοι: τὸ 
δὲ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τὰς δύο ἄλλας πλευρὰς 
ἰσοῦται πρὸς τὸ ὕψος ΖΡ ἢ ρ τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου ΕΒΖ. 

Ἔκ τούτων ἕπεται, ὅτι ὁ τόπος τῶν σημείων Μ διὰ τὰ ὁποῖα 
μ-ΈνΈἜρξ Αλε:ςσ, εἶναι ἡ περίμετρος τοῦ ἐξαγώνου ΕΖ ΘΗ [Ι΄. 
Διὰ τὴν κατασκευήν του, ἀρκεῖ νὰ ἀχθοῦν αἱ παράλληλοι ΖΘ κλπ. 
πρὸς τος πλευρᾶς τοῦ τριγώνου εἰς ἀποστάσεις ἀπ᾿ αὐτῶν 


Σχ. 400. 


φ-Ξ ἔε ἘΝ ἃ 


811. ἘΠς τὸ ἐρώτημα: Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων διὰ τὰ ὁποῖα τὸ 
ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεών των ἀπὸ τὰς πλευρὰς ἑνὸς τυχόντος τριγώνου εἶναι 
δοθὲν μῆκος ὁ, ἡ ἀπάντησις εἶναι ὅτι οὗτος ἀποτελεῖται πάλιν ἀπὸ 
τὴν περίμετρον ἑνὸς ἐξαγώνου ὡς τὸ προηγούμενον. ᾿Εν τούτοις, 
διὰ τὴν κατασκευὴν τῶν σημείων Ε, 2, Θ κλπ. πρέπει νὰ ἀνα- 
τρέξωμεν εἰς κατασκευὴν τοῦ [{} βιβλίου καὶ νὰ χρησιμοποιήσω- 
μεν τὴν ἔννοιαν τῶν ἀναλόγων τμημάτων διὰ νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι 


41. Σημ. μετ. Μεγαλύτερον τοῦ ὕψους τοῦ τριγώνου. 
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διὰ πᾶν σημεῖον τῆς περιμέτρου τοῦ ἐξαγώνου ΕΖΘΗΙΠΙ τὸ ἄθροι- 
σμα τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου ἰσοῦται 
πρὸς τὸ δοθὲν Εῆκος λ (Βλ. 8 74). 

Σημείωσις. Σχετικὴ ἀναλυτικὴ μελέτη εἰς Ν. Α. 1876, σ. 367, 
Μογεῖ - ΒΙ6ης. 


Πρόβλημα 190 


812. 1) Μία τῶν πλευρῶν ὑρϑῆς γωνίας κυλίεται ἐπὶ δοϑείσης πε- 
οἰφερείας ἐνῷ ἡ κορυφὴ αὐτῆς γράφει ἄλλην περιφέρειαν, ὁμόκεντρον 
τῆς πρώτης. Ποία ἡ περιβάλλουσα τῆς ἄλλης πλευρᾶς τῆς γωνίας ; 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 122). 

2) 'Ομοίως, ἀλλ᾽ ἡ δοϑεῖσα γωνία εἶναι τυχοῦσα. 

ΤΕ περιβάλλουσα εἶναι πάλιν περιφέρεια ὁμόκεντρος τῶν δύο 
ὡν. 


Πρόβλημα 191 


818. Ποία ἣ περιβάλλουσα τῆς βάσεως τριγώνον, τοῦ ὁποίου ἡ πε- 
οἰμετρος εἶναι σταϑερὰ καὶ ἡ ἀπέναντι τῆς βάσεως γωνία δοϑεῖσα κατὰ 
μέγεϑος καὶ ϑέσιν; 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 123). 


Σημείωσις. Ἢ περιβάλλουσα τῆς βάσεως τριγώνου, τοῦ ὁποίου 
τὸ ἄθροισμα τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν εἶναι σταθερὸν καὶ ἡ ἀπέ- 
ναντι τῆς βάσεως γωνία σταθερὰ κατὰ θέσιν καὶ μέγεθος, εἶναι 
παραβολή. ((., πο 1015, καὶ ἐπμ. 8 2171). 


Πρόβλημα 191--Ἰ 


814. Αἱ κορυφαὶ ἑνὸς ὀρθογωνίου ΓΑΙ Δ΄ ἐγγεγραμμένον εἰς δοϑεῖ- 
σαν περιφέρειαν κινοῦνται ἐπ’ αὖ- 
τῆς, ἐνῷ ἢ πλευρὰ ΓΔ διέρχεται 
σταϑερῶς διὰ δοϑέντος σημείου Ζ. 
Ποία ἡ περιβάλλουσα τῆς ἀπέναντι. 
πλευρᾶς Γ΄ Δ΄; 

᾿Ανάγεται αὕτη εἰς τὸ σημεῖον 
Ζ᾽, συμμετρικὸν τοῦ Ζ ὡς πρὸς 
τὸ κέντρον. Δηλ. ἡ πλευρὰ Γ΄ Δ’ 
διέρχεται διὰ τοῦ σταθεροῦ αὐ- 
τοῦ σημείου Ζ'΄. 


Παρατήρησις. Ἢ περιβάλλουσα 
τῶν πλευρῶν ΓΔ', ΔΙΓ εἶναι ἡ 
ἔλλειψις μὲ μέγαν ἄξονα ΑΑ΄ 
(8. 127). 


Πρόβλημα 191--Π1 


816. Ποία ἡ περιβάλλουσα μιᾶς περιφερείας δοϑείσης ἀκτῖνος καὶ 
τῆς ὁποίας τὸ κέντρον γράφει δοθεῖσαν περιφέρειαν ; 


(Βλ, λ]έϑοδοι, 8. 131). 
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Τόπος 192 


816. Τρίγωνον ΑΒΝ ἔχει ὡς βάσιν τὴν σταθερὰν χορδὴν ΑΒ δο- 
ϑείσης περιφερείας, ἐνῷ ἡ κορυφή του Μ κινεῖται ἐπὶ τοῦ ἑνὸς τῶν ὑπὸ 
τῆς ΑΒ ὑποτεινομένων τόξων. ᾿ 

1)ὴ Ποῖος ὁ τόπος τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν διχοτόμων τῶν γωνιῶν 
τοῦ τριγώνου ; 

2) Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείου τομῆς τῶν ὑψῶν του; 


1) ᾿Αφοῦ ἡ γωνία εἰς τὸ Μ εἶναι σταθερὰ καὶ τὸ ἄθροισμα 
τῶν γωνιῶν Α καὶ Β θὰ εἶναι 
σταθερόν, ἄρα καὶ τὸ ἄθροι- 
σμα τῶν ἡμίσεῶν τῶν μ καὶ ν. 

Εἰς τὸ τρίγωνον ΑΙΒ, ἐπο- 
μένως, ἡ γωνία 1 εἶναι στα- 
θερὰ καὶ ὁ τόπος τοῦ σημείου 
ἰ εἶναι τὸ τόξον ΑΙΒ, μὲ ἐγγε- 
γραμμένην γωνίαν ἴσην πρὸς 

΄ς 


τὴν [, δηλ. τὴν παραπληρωμα- 


τικὴν τοῦ ἀθροίσματος μ-Έν. 
᾿Επειδὴ ἡ 


΄σνχ ΄“ὔ ΄Ξ« 
ἈἜΒ-ΈΜ-.2 ὀρθαὶ 


καὶ 
“ὌΝ 

“ἐᾶι Μ 

μ-Ὲ νΈ τσ ΞΊ ὀρθή. ἔπεται 


΄΄- 


Ων Μ 
{-ὶ ὀρθὴ Ὁ -α-' 


Τὸ τόξον ΑΙΒ εἶναι ὁ τόπος τοῦ σημείου τομῆς τῶν ἐσωτερι- 
κῶν διχοτόμων τῶν γωνιῶν τοῦ τριγώνου" τὸ ἐστιγμένον συμπλή- 
ρώμα αὐτοῦ εἶναι ὁ τόπος τῆς τομῆς τῶν ἐξωτερικῶν διχοτόμων 
τῶν γωνιῶν Α καὶ Β. 

2) Ἢ γωνία τῶν ἐκ τῶν Α καὶ Β ὑψῶν εἶναι σταθερά, ὡς πα- 


σχσς 
ραπληρωματικὴ τῆς Μ. Ο τόπος ἑπομένως τοῦ σημείου τοίην 
τῶν ατῦι ἕνα κυκλικὸν τόξον ΑΗΒ, διερχόμενον διὰ τῶν Α, 
καὶ Β. 

Τὸ τόξον τοῦτο ἀνήκει εἰς τὴν περιφέρειαν, τὴν συμμετρικὴν 
τῆς δοθείσης ΑΜΒ ὡς πρὸς τὴν ΑΒ. 

Παρατήφησις. Τὸ κέντρον τῆς περιφερείας ΑἸΙΒΝ εἶναι τὸ μέσον 
τοῦ τόξου ΑΘΒ: 

ΘΙ -- ΘΑ --Θ98Β. 


Πράγματι, Θ εἶναι τὸ σημεῖον καθ᾽ ὃ ἡ διχοτόμος ΜΙΝ τέμνει 
τὸ τόξον ΑΘΒ, δηλ. τὸ μέσον αὐτοῦ καὶ Ε τὸ μέσον τοῦ τόξου 
ΒΕΜ’ αἱ γωνίαι, ἄρα, ΘΑΪ καὶ ΘΙΑ εἶναι ἴσαι, ὡς ἔχουσαι τὰἀ 
αὐτὰ μέτρα, καὶ τὸ τρίγωνον ΑΘΙ ἰσοσκελές. 
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'Ἑπομένως, ΘΑ -Θι. 


Τὸ τρίγωνον ΑΘΝ εἶναι ἐπίσης ἰσοσκελές, ἀφοῦ αἱ γωνίαι του 
εἰς τὰ Ν καὶ Α ἔχουν ἴσα συμπληρώμετα’ κατὰ συνέπειαν, 


ΘΑ -- ΘΝ ξξΘθι, 


καὶ τὸ σημεῖον Θ, μέσον τῆς ὑποτεινούσης ΝΙ, εἶναι τὸ κέντρον 
τῆς περιφερείας ΑΝΒΙ. 


Τόπος 193 


817, "Ἔστωσαν ΑΒ οταϑερὰ χορδὴ περιφερείας καὶ ΓΔ ἄλλη μετα- 
βλητῆς ϑέσεως ἀλλὰ στα- 
ϑεροῦ μήκους. Ποῖοι οἱ. 
τόποι τῶν σημείων τομῆς 
τῶν πλευρῶν ΑΔ καὶ ΒΓ 
τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ 
καὶ τοῦ κοινοῦ σημείον 
τῶν διαγωνίων αὐτοῦ ; 


ἯἩ γωνία ΑΟΒ εἶναι 
σταθερά, ἐπειδὴ τὸ μέ- 
τρον τῆς ἰσοῦται πρὸς 
τὸ ἡμιάθροισμα τῶν τό- 
ξων ΑΒ καὶ ΓΔ, ἅτινα 
δὲν μεταβάλλονται κατὰ 

ξατον τὰ μήκη των. 

Ἢ γωνία ΑΕΒ εἶναι 
σταθερὰ ἐπίσης, ἀφοῦ τὸ μέτρον τῆς ἰσοῦται πρὸς τὴν ἡμιδιαφο- 
ρὰν τῶν ἰδίων τόξων. 

Ἕκαστος, ἑπομένως, τῶν ζητουμένων τόπων εἶναι τόξον κύ- 
κλου, διερχόμενον διὰ τῶν Α καὶ Β καὶ μὲ ἐγγεγραμμένην γω- 
νίαν εἰς αὐτὸ ὡρισμένην. 


Παρατήρησις. “Ἐὰν αἱ χορδαὶ ΑΒ καὶ ΔΓ τέμνωνται, δυνάμεθα 
νὰ θεωρήσωμεν αὐτὰς ὡς τὰς διαγωνίους τοῦ τετραπλεύρου. 


Τόπος 198--] 


817 α. “Ἕστω τρίγωνον ΑΒΓ καὶ Α΄, Β΄, Γ΄ τὰ μέσα τῶν πλενρῶν 
του. Διὰ τῆς κορυφῆς Α φέρομεν 


πον τυχοῦσαν εὐθεῖαν. ἐκ δὲ τῶν Β χαὶ 

σ΄ ψ Γ τὰς καϑέτους ΒΡ καὶ ΓΠ᾽ ἐπ’ αὐ- 

τα ς-ς ΣῊ Σ τήν. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείου το- 
πάθε ᾿ς ὶ μῆς Μ τῶν εὐθειῶν ΡΓΜ καὶ. 
ῃ ΤΑΣ ΘΕ Ἐξ λοι να ΠΒ΄Μ; Ρτινορῖ, Ο. Ἀπ]. σ. 883}. 
ον Ἐς ΝΟΣ Τὰ τρίγωνα ΑΓῬ καὶ ΑΒ’ Π 
-- - ΞΞΡΗΣΣ τὰ εἶναι ἰσοσκελῇ καὶ ἡ γωνία Β΄ΜΓ΄ 
ἴση πρὸς ΒΑΓ --Β΄ ΑΓ’, ὡς εὐ- 

ΣΧ. ἂυν. κόλως ὑπολογίζεται. ᾿Επομένως, 


τὸ σημεῖον Μ ἀνήκει εἰς τὴν πε- 
ριγεγραμμένην περιφέρειαν εἰς τὸ διόμεσον τρίγωνον ΑΓ Β΄ Γ΄ τοῦ 
ἀρχικοῦ τριγώνου. 
Παροατήρησις. ἼΑλλη ἀπόδειξις εἰς 0]. ἀ. Μαι. Ε]έπι., 1895.---- 
96, σ. 3. 
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Τόπος 194 


818. Διὰ τοῦ ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς δύο περιφερειῶν (Α) καὶ (Β), 
φέρομεν ἰυχοῦσαν κοινὴν τέμνουσαν αὐτῶν ΜΓΝ καὶ συνδέομεν δι᾽ εὖ- 
θειῶν τὰ σημεῖα τομῆς Μ, Ν μὲ τὰ ἀντίστοιχα κέντρα Α, Β. Ποῖος ὁ 
τόπος τοῦ χοινοῦ σημείου Ὁ τῶν εὐθειῶν ΜΑ καὶ ΝΒ; ((ποουτ8 
Εὐπέταϊ, 1818). 


Φέρομεν τὰς εὐθείας ΓΑ καὶ ΓΒ’ ἐπειδὴ τὰ τρίγωνα ΜΑΓ καὶ 
ΝΒΓ εἶναι ἰσοσκελῆ, ἡ γωνία 
ΑΓΒ εἶναι παραπληρωματικὴ τοῦ 
ἀθροίσματος τῶν γωνιῶν εἰς τὰ 
Μ καὶ δ καὶ ἴση, ἑπομένως, πρὸς 
τὴν γωνίαν ΑΟΒ. Ὃ τόπος, ἄρα, 
τοῦ σημείου Μ εἶναι τόξον περι- 
φερείας διερχόμενον διὰ τῶν Α,Β 
καὶ μὲ ἐγγεγραμμένην γωνίαν 
ἴσην πρὸς τὴν ΑΓΒ.ἢ τὴν ΑΔΒ. 

Παρατηρήσεις. ἴη. Τὸ τόξον τοῦ- 
το διέρχεται διὰ τοῦ Δ. 

2α. Διὰ τὴν τέμνουσαν Μ΄ΓΝ᾽, 
τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ΑΜ’ καὶ ΒΝ΄ εὑρίσκεται ἐπὶ τοῦ τόξου 
ΑΓ'Β τῆς περιφερείας ΑΟΒ. 


Σχ. 485. 


Τόπος 195 


818, Διὰ σημείον Β, εἰς τὸ ἐσωτεριχὸν δοϑείσης γωνίας ΧΟΥ͂ κει: 
μένου. φέρομεν μίαν σταϑερὰν τέμνου- 
σαν τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας, τὴν ΑΒΓ, 
καὶ μίαν μεταβλητὴν ΔΒΕ καὶ περιγρά- 
φομεν, ἀκολούϑως, περιφερείας εἰς τὰ 
τρίγωνα ΑΒΔ καὶ ΕΓΒ. Ποῖος ὁ τόπος 
τοῦ δευτέρου σημείου τομῆς Μ τῶν πε- 
ριφερειῶν αὐτῶν ; 

Ἂς συνδέσωμεν τὸ σημεῖον Μ 


ετὰ τῶν Α, Β, Γ σημείων τῆς οτα- 
ἐρᾶς τεμνούσης. ᾿Επειδὴ 


“ΟΝ ΄'Μν.ς«- ΟΕ ΄- 

ΑΜΒ-ΞΑΔΒ, ΒΜΓ -:-ΒΕΟ, 
ἕπεται 

Ὡς ΄΄.- Ὡς “Ὁ 
ΑΜΓ-ΞΟΔΕ- ΟΕΔ-: -2 ὀρθαὶ -- ΔΟΕ, 
δηλ. ὅτι ἡ γωνία ΑΜΓ εἶναι παραπληρωματικὴ τῆς γωνίας ΧΟΥ. 
Ὃ ζητούμενος ἑπομένως τόπος εἶναι ἡ περιγεγραμμένη περιφέρεια 
εἰς τὸ σταθερὸν τρίγωνον ΑΟΓ. 

Παρατήρησις, 'Ο τόπος εἶναι ἀνεξάρτητος τῆς θέσεως τοῦ Β ἐπὶ 
τῆς σταθερᾶς τεμνούσης. Εὑρίσκεται ἄλλωστε εὐκόλως καὶ ὡς 
ἄμεσος συνέπεια ἑνὸς προηγουμένου θεωρήματος (88 711 καὶ 711). 

Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω ζήτημα ἐχρησίμευσεν ὡς βάσις μιᾶς 


ἐξαιρέτου μελέτης : 765 [οι σόονλές {65 ο)») (ἐῤοηιόίνιο Εἰ δννιενβαϊνε 
(πο 64, σο. 39), ὑπὸ 1". ϑαιναρμο. 1893. 
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Τόπος 196 


820. 'Ἐπὶ τῶν πλευρῶν γωνίας Α δίδονται δύο σταϑερὰ σημεῖα Β 
καὶ Γ,, ἄνισον ἀπέχοντα τῆς κορυφῆς Α. Θεωροῦμεν τὰς περιφερείας 
(Δ) καὶ (Ε), ἐφαπτομένας ἀλλήλων εἰς τὸ Μ καὶ τῶν πλενρῶν τῆς γω- 
νίας εἰς τὰ Β χαὶ Γ. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ; (Επάτέϑ, απμοὶ 
ἀδ8 Ῥοπίϑ δἱ ομβανϑϑέε8, θη ἔκδ., τόμ. ἵ, σ. 8309). 


Φέρομεν τὰς ΜΒ, ΜΓ. Τὸ τετράπλευρον ΑΒΟΓ, ὡς ἔχον δύο 


γωνίας ὀρθάς, ἔχει τὰς γωνίας Α καὶ Ο παραπληρωματικάς. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, τὰ τρίγωνα ΒΔΜ, ΓΕΜ εἶναι ἰσοσκελῆ' ἄρα 


ΔΒΜ-- Σ ΜΔῸ, 


ΕΑΓ -ἰξ ΜΕῸ 
καὶ ἐπειδή : 
ες ΄ς. ΌΝ-Ἑ ΄ἅν Έ 
“᾿ς “᾿ς 
ΒΆΓ -- Ἰθ0ο -- (ΔΒ --ΕἸᾺΓ) -Ξ 180» -- ": τι Ξ τ 1800 -(Ε} 
καὶ 
Δ-Έ ΞΞ 909 --. δ Ξ- Δ 
2. -- Σοτη ἫΝ 

ἔπεται 

΄΄ςἩ 

Α 


΄πκἤ 
ΒΜΓ -Ξ 19θ0---- ΞΣ Ξ σταθερά. 


Εἶναι ἄρα ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ κυκλικὸν τόξον ΒΜΓ, διερ- 
΄“΄“ 


χόμενον διὰ τῶν Β, Γ καὶ μὲ ἐγγεγραμμένην γωνίαν 1809--- 2. 


Παρατήρησις. Τὸ τόξον ΒΝΓ εἶναι ὁ τόπος τοῦ Μ δι᾽ ἐσωτερικὴν 
ἐπαφὴν τῶν πεοιφερειῶν (Δ) καὶ (Ε). (Βλ. ἐπμ., 98 959 -- 964). 


Ἰόπος 196-- 


821. 'Ομοίως, ἀλλ᾽ αἱ πλευραὶ τῆς γωνίας ἔχουν ἀντικατασταϑῆ 
διὰ περιφερειῶν (ἢ), (Κ), ἐπὶ τῶν ὁποίων ἐδόθησαν τἀ σημεῖα ἐπαφῆς 
: καὶ Γ 


Φέροντες τὰς ἐφαπτομένας ΒΑ καὶ ΓΑ, ἀναγόμεθα εἰς τὴν 
προηγουμένην περίπτωσιν. 


Τόπος 197 


822. ᾽Ἐξ ἑνὸς τυχόντος σημείου Γ κυχλικοῦ τόξου ΑΓΒ, φέρομεν κά- 
ϑετον ΓΡ ἐπὶ τὴν χορδὴν ΑΒ καὶ γράφομεν 
περιφέρειαν μὲ κέντρον Γ καὶ ἀκτῖνα ΓΡ. 
Ποῖος ὃ τόπος τοῦ κοινοῦ σημείου Μ τῶν ἐκ 
τῶν ἄκρων ἃ καὶ Β τῆς χορδῆς ἀγομένων 
ἐφαπτομένων τῆς περιφερείας (Γ); 


᾿᾽Ας συνδέσωμεν δι᾽ εὐθειῶν τὸ κέντρον 
Γ μετὰ τῶν σημείων Α, Β, Μ. 


᾿Επειδὴ 
Α Α ὃ 98 
ΑΓΒ -Ξ 180. .-- 5 Ξ 5 Ξ 180" --- [58] 
καὶ 
Ἄ. .8 Ά 
ΟΣΣ πσδα αῶν τὴ 
ἕπεται 
ἸἌς ὥὸς Δ 
ΑΓΒ -- 1800 .-- ὌΠ: Ξϑὺ Ἐ-π 
΄ι 
Μ 


“Ν ΄ΧἊ-Ξ- ὉδἊς. 
- Ξ ΑΓΒ -- 980), Με:-Ζ2(ΑΓΒ) -- 1800 -Ξ- σταθερά, 


ἀφοῦ ἡ γωνία ΑΓΒ εἶναι σταθερά. “ὥστε, ὁ ζητούμενος τόπος 
εἶναι κυκλικὸν τόξον διὰ τῶν Α καὶ Β καὶ μὲ ἐγγεγραμμένην γω- 


΄Ν 
νίαν 2ΑΓΒ -- 1800, 


Παρατηρήσεις. 1) Εἰς τὸν τόπον ἀνήκουν τὰ σημεῖα Α καὶ Β, ὡς 
ἀντίστοιχα τῶν περιπτώσεων κατὰ τὰς ὁποίας μηδενίζεται ἡ ἀκτὶς 
τῆς περιφερείας (Γ). 

2) Τὸ ζήτημα δύναται νὰ μελετηθῇ καὶ διὰ θέσεις τοῦ κέντρου 
Γ ἐπὶ τοῦ τόξου Α'Γ΄Β΄ ἢ ἐπὶ τῶν ΑΒ’ καὶ ΒΑ’ τόξων. 


Τόπος 198 


823, ᾿Ἐπὶ τῶν πλευρῶν δοϑείσης ὀρϑῆς γωνίας ΧΟΥ͂ λαμβάνομεν 
δύο τμήματα ΟΑ, ΟΒ μὲ ἄϑροισμα μηκῶν σταϑερὸν λ καὶ περιγράφο- 
μεν περιφέρειαν εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΟ. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ δευτέρου 
κοινοῦ σημείου τῆς περιφερείας ταύτης καὶ τῆς ἐκ τοῦ Ο παραλλήλου 
πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΑΒ ; ((οποοιιτς δοδάἀέπιΐϊᾳιιο, 1817). 


"Ἔστω ΟΑ - ΟΒ:-ΞΞλ. 
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᾿Επὶ τῶν ΟΧ καὶ ΟΥ̓ λαμβάνομεν ἴσα τμήματα ΟΓ --ΟΔ --ἡλ 
καὶ φέρομεν τὰς εὐθείας ΜΓ, ΜΔ. ᾿Επειδὴ 


ΜΑΞΟΒΈΞΑΓ, ΟΑ-:-ΜΒ-:- ΒΔ, 


τὰ τρίγωνα ΜΑΓ, ΜΒΔ εἶναι ἰσοσκελῆ καὶ μὲ γωνίας εἰς τὴν κο- 
ρυφὴν ἴσας, ὡς παραπληρω- 
ματικὰς τῶν ἴσων γωνιῶν 
ΟΑΜ καὶ ΟΒΜ. 'Ἑπομένως 


Ὁ“ ἊΝ 
ΟΓΜ-: ΟΔΜ 


καὶ τὰ τέσσαρα σημεῖα Ο, Μ, 
Γ, Δ εἶναι ὁμοκυκλικά. 

Κατ᾽ ἀκολουθίαν, ὁ τόπος 
τῶν σημείων Μ εἶναι ἡ ἡμιπε- 
ριφέρεια μὲ διάμετρον ΓΔ. 


᾿ Παρατηρήσεις. 1) Ὁ πλήρης 

ΧΙ, τόπος, διὰ τἀς τέσσαρας περὶ 

ψ τὸ Ο γωνίας, ἀποτελεῖται ἐκ 
| τεσσάρων ἡμιπεριφερειῶν. 

ἘΝ 2) ᾿Εὰν ἡ γωνία ΧΟΥ͂ δὲν 

ΒΑ εἶναι ὀρθή. ὁ τόπος, διὰ θέ- 

σεις τῆς ΑΒ ἐντὸς τῆς ΧΟΥ, 

εἶναι κυκλικὸν τόξον διερχόμενον διὰ τῶν Γ, Δ καὶ μὲ ἐγγεγραμ- 

μένην γωνίαν εἰς αὐτὸ ἴσην πρὸς τὴν ΔΟΓ. ὋὉ δὲ πλήρης τόπος 

ἀποτελεῖται ἐκ τεσσάρων, ἴσων ἀνὰ δύο, τόξων. 


824. ᾿Επέκτασις, ΝΠ Βιβλίον. Ἢ περιβάλλουσα τῆς εὐθείας 
ΑΒ εἶναι παραβολή, ἐφαπτομένη, τῶν ἀξόνων εἰς τὰ Γ καὶ Δ, 
οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ γωνία χὸΥ (88 ἐπμ. 2165, 2170). ᾿Επειδὴ 
δὲ ἡ περιφέρεια ΑΟΒ εἶναι ἡ περιγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον 
τῶν τριῶν ἐφαπτομένων ΟΑ, ΟΒ, ΑΒ τῆς παραβολῆς, διέρχεται 
διὰ τῆς ἑστίας αὐτῆς, ΓΑλλως : αἱ περιφέρειαι ΑΟΒ διέρχονται διὰ 
σταθεροῦ σημείου. 


Τόσος 199 


826. Αἱ κορυφαὶ Β καὶ [Ι' ἑνὸς ἀμεταβλήτον τριγώνου ΑΒΓ ὀλι- 

σϑαίνουν ἐπὶ δύο εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓́, τεμνομένων κατὰ γωνίαν παράπλη- 
΄ἉϑἸ. 
οὐματιχὴν τῆς Α. Ποῖος ὁ τόπος τῆς κορυφῆς Α; 

Διερευνήσατε τὸ πρόβλημα ὑποϑέτοντες, ὅτι ἥ κορυφὴ Β δύναται νὰ 
λαμβάνῃ ϑέσεις καὶ ἐπὶ τῆς προεχτάσεως ΟΧ’ τῆς ΟΧ, ἐνῷ ἡ κορυφὴ 
Γ διαγράφει τὴν εὐϑεῖαν ΥΟΥ͂΄. 

Ἔστω ΑΒΓ μία τυχοῦσα θέσις τοῦ κινητοῦ τριγώνου. 

Ἕνεκα τῶν παραπληρωματικῶν γωνιῶν ΧΟΥ καὶ ΒΑΓ, τὸ τε- 
τράπλευρον ΑΒΟΓ εἶναι ἐγγράψιμον καὶ ἑπομένως 


γων. ΑΟΧ -- ΑΓΒ. 

Ὃ τόπος ἄρα τοῦ σημείου Α εἶναι εὐθεῖα (ε), διερχομένη διὰ 
τοῦ σημείου Ο καὶ σχηματίζουσα "πρὸς τὴν ΟΧ γωνίαν ἴσην πρὸς 
τὴν γωνίαν Γ᾿ τοῦ τριγώνου, ἢ πρὸς τὴν ΟΥ̓ γωνίαν ἴσην πρὸς 
τὴν γωνίαν Β αὐτοῦ. 


826. Διερεύνησις. ΕἘἵναι φανερὸν ὅτι ὁ τόπος δὲν ἀποτελεῖται 
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ἐκ πάντων τῶν σημείων τῆς εὐθείας (ε), ἀφοῦ ἡ κορυφὴ Α δὲν 
δύναται νὰ ἀπομακρυνθῇ τοῦ σημείου Ὁ πέραν ὡρισμένων ὁρίων. 

Ἂς τοποθετήσωμεν τὴν πλευρὰν ΒΓ ἐπὶ τῆς ΟΧ, κατὰ τὴν 
θέσιν ΔΕΟ τοῦ τριγώνου. Διὰ τὴν γωνίαν ΧΟΥ, ἡ θέσις Ε εἶναι 
μία ὁριακὴ θέσις τῆς κορυφῆς Α᾿ εἰς τὴν θέσιν ΔΜΡ τοῦ τριγώ- 
νου, καθ᾽ ἣν ἡ ΜΛ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΟΧ, ἄρα καὶ ἡ ΜΡ ἐπὶ 
τὴν ΟΥ̓, τὸ σημεῖον Α καταλαμβάνει τὴν θέσιν Μ, δευτέραν ὁρια- 
κὴν θέσιν αὐτοῦ. Εἶναι δὲ 
τότε ἡ ἀπόστασις ΟΜ ἴση 
πρὸς τὴν διάμετρον τῆς πε- 
ριγεγραμμένης περιφερείας 
εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 

᾿Απὸ τοῦ σημείου Μ, ἡ 
κορυφὴ Α κατέρχεται μέχρι 
τοῦ σημείου Ζ, ἀντιστοι- 
χοῦντος εἰς τὴν θέσιν ΟΖΘ, 
τοῦ κινητοῦ’ τριγώνου καθ᾽ 
ἣν ἡ πλευρὰ ΒΓ εὑρίσκεται 
ἐπὶ τῆς ΟΥ̓. 


Τωνία ΧΟΥ͂΄. Ὅταν αἱ 
κορυφαὶ Β καὶ Γ ὀλισθαί- 
νουν ἐπὶ τῶν ἡμιευθειῶν ΟΧ 
καὶ ΟΥ̓ ἀντιστοίχως, τὸ 
σημεῖον Α ἀναχωρεῖ ἀπὸ 
τοῦ σημείου Ε, διέρχεται 
διὰ τῶν Ο καὶ Η͂ σημείων 
τοῦ σχήματος καὶ καταλή- 
γει εἰς τὴν ὁριακὴν θέσιν Ζ΄, 
διὰ τὴν ὁποίαν ΟΖ΄ Ξ- ΟΖ. 


Γωνία Χ΄ΟΥ̓́. Συνεχιζο- 
μένης τῆς κινήσεως, τὸ ση- 
μεῖον Α ἀνέρχεται μέχρι 
τοῦ Μ΄, ἐπαναδιέρχεται διὰ τῶν Ζ΄ καὶ Η καὶ καταλήγει εἰς Ε΄. 


Γωνία ΧΟΥ͂. Ἢ κορυφὴ Α ἀναχωρεῖ ἀπὸ τοῦ Ε΄, διέρχεται 
διὰ τῶν Ο, Ε καὶ καταλήγει εἰς Ζ. 

Γράφει κατὰ ταῦτα ἡ κορυφὴ Α, κατὰ τὴν κίνησιν τῶν κορυ- 
φῶν Β καὶ Γ ἐπὶ τῶν εὐθειῶν ΧΟΧ΄, ΥΟΥ͂΄, δύο φορὰς τὸ τμῆμα 
'ΛΟΜ΄ τῆς εὐθείας (ε). 


Παρατηφήσεις. 1) Ἢ διατύπωσις τόῦ προβλήματος θὰ ἠδύνατο 
νὰ συμπληρωθῇ ἐὰν ἐθεωρῶμεν τὴν γωνίαν Α ἀδιαφόρως παραπλη- 


Σχ. ὕὐ. 


ὑτης 
ρωματικὴν τῆς γωνίας Ο ἢ ἴσην πρὸς αὐτήν. ᾿Επειδὴ ΧΟΥ ΄-Ξ Ν 
2) Ὅσταν ἡ γώνια Α δὲν εἶναι ἴση πρὸς τὴν ΧΟΥ ἢ τὴν παρα- 
πληρωματικὴν αὐτῆς ΧΟΥ΄, ὁ τόπος τοῦ σημείου Α εἶναι μία ἔλ- 
λειψις (8. 144) καὶ τὸ προηγούμενον πρόβλημα εἶναι εἰδικὴ περί- 
πτῶσις τοῦ γενικωτέρου τούτου. Ξ 


΄-ς ὩΝ 
Διὰ Α -»Ἴ800 .--- ΧΟΥ, ἡ ἐν λόγῳ ἔλλειψις ἐπὶ μᾶλλον καὶ μᾶλ- 
λον πλατύνεται κατὰ τὸν μέγαν ἄξονά τῆς και εἰς τὸ ὄριον ἀπο- 
βαίνει ὁ μέγας αὐτῆς ἄξων ΜΟΜ΄, διαγραφόμενος δύο φο- 
ἐπ ΆχοΝ τοῦ σημείου Α κατὰ τὴν ὅλην κίνησιν τοῦ τριγώνου 
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ΠΡΟΒΛΉΜΑΤΑ 


Διάφοροι ἀποστάσεις 


827. Ἢ ἀπόστασις σημείου ἀπὸ εὐθείας παρέχεται διὰ τῆς 
καθέτου ἐκ τοῦ σημείου ἐπὶ τὴν εὐϑεῖαν. 

Ἢ ἀπόστασις σημείου ἀπὸ περιφερείας εἶναι τὸ τμῆμα τῆς 
ἀκτῖνος, ἢ τῆς προεκτάσεως τῆς ἀκτῖνος, τὸ περιεχόμενον μεταξί 
τοῦ ἈΝ γαῖμα καὶ τῆς περιφερείας. 

Ἢ ἀπόστασις δύο περιφερειῶν μετρεῖται ἐπὶ τῆς διακέντρου 
αὐτῶν. 

Πρόβλημα 200 


828, Δύο χωρία Α καὶ Β εὑρίσκονται πλησίον μιᾶς εὐθυγράμμου 
σιδηροδρομμικῆς γραμμῆς ΜΝ καὶ πρέπει νὰ 
ἐξυπηρετηϑοῦν δι’ ἑνὸς σταϑμοῦ εἰς ἴσας ἀπο- 
στάσεις ἀπ’ αὐτῶν εὑρισκομένου. "Ορίσατε τὴν 
ϑέσιν τοῦ σταϑμοῦ ἐπὶ τῆς γραμμῆς. 


Εἶναι τὸ σημεῖον Δ, τομὴ τῆς καθέτου 
εἰς τὸ μέσον τῆς ΑΒ καὶ τῆς ΜΝ. 


Πρόβλημα 201 


Σχ. δ01 


829. Ποταμός, μὲ ροῦν εὐθύγραμμον εἰς ὡρισμένην περιοχήν, διέρ- 
χεται μεταξὺ δύο τοποϑεσιῶν αὐτῆς εἰς ἀνίσους ἀποστάσεις ἀπὸ τοῦ 
ρεύματος κειμένας. Εἰς ποίαν ϑέσιν πρέπει νὰ ζευχϑῇ ὁ ποταμὸς διὰ 

φύρας, καϑέτου ἐπὶ τὰς ὄχθας του, εἰς τρόπον ὥστε οἱ δύο τόποι νὰ 
ἀπέχουν ἴσσν ἀπὸ τῶν ἀντιστοίχων εἰσόδων τῆς γεφύρας ; 


(Βλ. Μέϑοδοι, δ 137). 
Πρόβλημα 201--} 


890. Τὰ αὐτὰ δεδομένα : Ζητεῖται ἡ βραχυτέρα δυνατὴ ὁδὸς ἡ 
συνδέουσα τοὺς δύο τόπους. (Ν. Α. (1846), σ. 45). 


Λαμβάνομεν τὴν ἀπόστασιν ΒΓ ἴσην καὶ παράλληλον πρὸς τὸ 
εὖρος ΜΝ τοῦ ποταμοῦ, φέρομεν τὴν ΑΓ 
καὶ ἐκ τοῦ σημείου Μ, εἰς ὃ ἡ εὐθεῖα αὕτη 
τέμνει τὴν πλησιεστέραν πρὸς τὸ Α ὄχθην, 
φέρομεν τὴν ΜΝ κάθετον ἐπὶ τὴν διεύθυν- 
σιν τῶν ὀχθῶν. Ἢ βραχυτέρα ὁδὸς εἶναι: 


ΑΜ-ΈΜΝ ΒΝ -- ΑΓ ΒΓ. 


Πράγματι, πᾶσα ἄλλη ὁδὸς θὰ εἶναι 
μακροτέρα: ἐπειδὴ θὰ ἀναλύεται εἰς τὸ 
τμῆμα ΒΓ καὶ εἰς μίαν τεθλασμένην γραμ- 
μὴν συνδέουσαν τὰ σημεῖα Γ καὶ Α. 


891. Σημ. 1) ᾽Εὰν αἱ ἀποστάσεις ΑΜΙΒΝ 


πρέπει νὰ εὑρίσκωνται εἰς λόγον τ, τὸ σημεῖον Μ πρέπει νὰ 
εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφερείας, τόπου τῶν σημείων τῶν ὁποίων ὁ 
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λόγος τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τὰ Α καὶ Γ᾽ εἶναι ὁ δοθείς, καὶ ἐπὶ 
τῆς ὄχθης Σ, Ὑπάρχουν ϑύο λύσεις. 

2) Εἰς τὸ ἐρώτημα : ποία ἡ ὁδὸς μεταξὺ Α καὶ Β δοθέντος μή- 
κους 2α, ἡ ἀπάντησις δίδεται διὰ τοῦ ΧΑ] Βιβλίου : 

γὰ εὑρεϑοῦν τὰ σημεῖα τομῆς εὐθείας ΣΙΜ καὶ ἐλλείψεως, ἐχούσης τὰ 
Α καὶ Γ ὡς ἑστίας καὶ μῆκος μεγάλου ἄξονος θα (ἢ,., πα5 642). 


Πρόβλημα 802 


8392. Ἔκ δοϑέντος σημείου ἃ νὰ ἀχϑῇ εὐϑεῖα εἰς ἴσας ἀποστάσεις 
ἀπὸ δύο ἄλλων σημείων Β καὶ Γ. 
᾿ ᾿νξέρορν τὴν εὐθεῖαν τὴν συνδέουσαν τὸ Α μετὰ τοῦ μέσου 
τῆς ΒΓ. 
2) Διὰ τοῦ Αὶ φέρομεν παράλληλον πρὸς τὴν ΒΓ. 


Πρόβλημα 802-- 1 


898. Νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα παράλληλος πρὸς δοθεῖσαν καὶ εἰς ἴσας ἀπο- 
στάσεις ἀπὸ δύο δοϑέντων σημείων. 


Διὰ τοῦ μέσου Δ τῆς ἀποστάσεως τῶν δύο σημείων φέρομεν 
εὐθεῖαν παράλληλον πρὸς τὴν δοθεῖσαν. 


Πρόβλημα 202 -- 11 


884. Νὰ ἀχϑῇ εὐϑεῖα ἴσον ἀπέχουσα ἀπὸ τριῶν σημείων μὴ ἐπ᾽ εὖὐ- 
ϑείας κειμένων. 

Εἶναι αἱ εὐθεῖαι, αἱ συνδέουσαι ἀνὰ δύο τὰ μέσα τῶν πλευ 
ρῶν τοῦ τριγώνου τῶν δοθέντων σημείων. 

Ὑπάρχουν τρεῖς τοιαῦται εὐθεῖαι. 


Πρόβλημα 208 


8385. Δοϑέντων τριῶν σημείων Α, Β, Γ,, νὰ ἀχϑῇ διὰ τοῦ Α εὐϑεῖα 
τοιαύτη, ὥστε τὸ ἄϑροισμα ἢ ἡ διαφορὰ 
τῶν ἀποστάσεων τῶν δύο ἄλλων σημείων 
ἀπ' αὐτῆς νὰ ἰσοῦται μὲ δοϑὲν μῆκος λ. 

Πρῶτος τρόπος. Ὑποθέτομεν τὸ πρό- 
βλημα λελυμένον καὶ ἔστω 

ΒΜ ΓΝ Ξελ. 

Λαμβάνοντες ΜΔ --ΓΝ, παρατη- 

ροῦμεν ὅτι Β8Δ --λ καὶ 
γων. ΒΔΓ -Ξ 900, 

'Ἑπομένως, ἂν κατασκευάσωμεν τὴν 
περιφέρειαν μὲ διάμετρον ΒΓ καὶ θεω- 
ρήσωμεν τὰς τομάς τῆς Δ, Δ΄’ μετὰ τῆς 
ἐχούσης πέτρον τὸ Β καὶ ἀκτῖνα λ, αἱ ἐκ τῶν σημείων αὐτῶν εὐ- 
θεῖαι ΔΓ, ΔΊΓ μᾶς καθορίζουν τελείως τὴν διεύθυνσιν τῆς ζητου- 
μένης ἐκ τοῦ Α εὐθείας. 


Παρατηρήσεις. 1 Ἢ μεταξὺ τῶν Β καὶ Γ εὐθεῖα ΑΜ ἀντιστοιχεῖ 
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εἰς τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων, ἐνῷ ἡ ΑΜ’ εἰς τὴν διαφοράν. 
πράνματι 
ΒΜ’ -- ΓΝ΄ -- ΒΔ΄ -Ξλ. 
2) Δύο ἄλλας λύσεις λαμβάνομεν διὰ τῶν τομῶν Ε, Ε΄ τῆς πε- 
ριφερείας μὲ διάμετρον ΒΓ καὶ τῆς ἐχούοης κέντρον Γ καὶ 
ἀκτῖνα ἃ 


Δεύτερος τρόπος (ΣΧ. 504). ᾿Εὰν ὑποθέσωμεν ὅτι τὰ οημεῖα Β καὶ 
Γ εὑρίσκωνται πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος τῆς 
ζητουμένης εὐθείας, ἀπὸ τῆς ὁποίας τὸ 
ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων ΒΜ καὶ ΓΝ 
ἰσοῦται πρὸς τὸ μῆκος λ, ἡ γνωστὴ ἰδιό- 
της τῆς μέσης βάσεως ἑνὸς τραπεζίου ὁδη- 
γεῖ εἰς τὴν ἑπομένην κατασκευήν. 

μὲ διάμετρον τὴν συνδέουσαν τὸ Α 
μετὰ τοῦ μέσου Ο τῆς ΒΓ εὐθεῖαν γράφομεν 
περιφέρειαν, τέμνουσαν τὴν γραφομένην μὲ 


κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα ---, εἰς τὰ Ρ,Ρ΄. 
Ἡ εὐθεῖα ΑΡ εἶναι ἡ ζητουμένη εὐθεῖα" 


ἐπειδὴ 
ΒΜ-ΈΓΝΞΞ2.ΡοΟξΞξλ. 


Στ. 0, Παρατηρήσεις. 1) Εἰς τὸ ἄθροισμα ἀντι- 
οτοιχεῖ ἡ εὐθεῖα ΑΡ, ἀφίνουσα πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος τοῦ ἐπιπέδου 
ὡς πρὸς αὐτὴν τὰ σημεῖα Β καὶ Γ. Ἢ ΑΡ’ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν 
διαφοράν, ἀφοῦ 


ΒΜ’ -- ΓΝ’ --2Ο0Ρ’ Ξξελ. 
2) Τὸ πρόβλημα ἔχει ἐν γένει ἔξ λύσεις : ἀθροίσματα ἢ δια- 
φορὰς (4). 
Πρόβλημα 209--1 


836. Δαϑέντος ἑνὸς σημείον Α ἐπὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν μιᾶς δοϑείσης 


γωνίας Β, νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς αὐτῆς πλευρᾶς σημεῖον ἴσον ἀπέχον τοῦ 
δοϑέντος σημείου καὶ τῆς ἄλλης πλευρᾶς τῆς" γωνίας. 


48. Σημ. μετ. Δι' ἐναλλαγῆς τοῦ ρόλου τῶν σημείων Α, ΒΓ. 
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Φέρομεν τὴν ΑΓ κάθετον ἐπὶ τὴν ΒΥ. 

Αἱ διχοτόμοι ΑἙ, ΑἙ΄ τῶν γωνιῶν ΒΑΓ κα ΓᾺΧ ὁρίζουν μετὰ 
τῆς ΒΥ τὰ σημεῖα Ε, Ε΄. Αἱ εἰς τὰ σημεῖα αὐτὰ κάθετοι ἐπὶ τὴν 
ΒΥ τέμνουν τὴν ΒΧ κατὰ τὰ ζητούμενα σημεῖα’ ἐπειδὴ 


ΔΑΞ-ΔΕ, ΔΑ -- ΔΊΕ', 
ἀφοῦ τὰ τρίγωνα ΑΔΕ, ΑΔΈ΄ εἶναι ἰσοσκελῆ. 


Πρόβλημα 203---11 


837. Δίδονται περιφέρεια, εὐδεῖα χαὶ σημεῖον Α ἐπὶ τῆς εὐϑείας, 
Νὰ εὑρεϑῇ ἕτερον σημεῖον Β ἐπὶ τῆς εὐϑείας καὶ εἰς ἴσας ἀποστάσεις 
ἀπὸ τοῦ δοϑέντος καὶ τῆς περιφερείας κείμενον. 


Ἔστω Β. τὸ ζητούμενον σημεῖον καὶ 
ΒΑ -- ΒΓ. ἐλ δὰ 

Ἂν καὶ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι ἰσο- 
σκελές, δὲν δυνάμεθα νὰ ὁρίσωμεν ἀπ’ εὐ- 
θείας τὴν θέσιν τοῦ σημείου Γ. Διὰ τοῦτο, 
φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΟΔ παράλληλον 
πρὸς τὴν ΓΑ. Τὸ σχηματιζόμενον ἰσοσκε- 
λὲς τρίγωνον ΔΒΟ εἶναι εὐκόλως κατα- 
σκευάσιμον, ἀφοῦ ΑΔ -ΞΞρ, καὶ ἡ κάθετος 
εἰς τὸ μέσον τῆς βάσεώς του ΟΔ μᾶς Σχ. 9. 
παρέχει ἀμέσως τὴν κορυφὴν Β. 


Παρατήρησις. Ὑ πάρχουν δύο, ἐν γένει, λύσεις" ἐπειδὴ τὸ μῆκος 
Ρ δυνάμεθα νὰ μεταφέρωμεν καὶ εἰς τὴν θέσιν ΑΕ. 
Πρόβλημα 804 
838, Ἔκ σημείου Α νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα ἴσον ἀπέχουοα δοϑέντος ση- 
μείου Β καὶ δοθείσης περιφερείας (Γ). 


"Ἔστω Ρ ἡ ἀκτὶς τῆς δοθείσης περιφερείας. Διὰ τοῦ σημείου Α 
φέρομεν εὐθεῖαν, ἀπὸ τῆς ὁποίας αἱ ἀποστάσεις τῶν σημείων Γ 
καὶ Β ἔχουν διαφορὰν ἴσην πρὸς ρ (8 835). 


Πρόβλημα 204--] 


8390. Ἔξ ἑνὸς σημείου Α νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα ἴσον ἀπέχουσα δύο δο- 
θεισῶν περιφερειῶν. 

1) ἔστωσαν Β, Γ, β, γ τὰ κέντρα καὶ αἱ ἀκτῖνες τῶν δοθει- 
σῶν περιφερειῶν. Διὰ τοῦ σημείου Α φέρομεν εὐθεῖαν, ἀπὸ τῆς 
ὁποίας αἱ ἀποστάσεις τῶν Β. καὶ Γ ἔχουν διαφορὰν ἴσην πρὸς 
β--νγ (8 835). 

2) Διὰ τοῦ Α φέρομεν εὐθεῖαν παράλληλον πρὸς μίαν τῶν κοι- 
νῶν ἐφαπτομένων τῶν δύο περιφερειῶν. Τὸ πρόβλημα, ἑπομένως 
ἀπιδέχεται τέσσαρας ἐν γένει λύσεις. 


Πρόβλημα 204--] 


840. Νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα ἴσον ἀπέχουσα τριῶν δοϑεισῶν περιφερειῶν. 


Ἕκαστον ζεῦγος περιφερειῶν ἔχει, εἰς τὴν γενικὴν περίπτωσιν, 
τέσσαρας κοινὰς ἐφαπτομένας καὶ ἐπομένως ὑπάρχουν δώδεκα. 
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κοιναὶ ἐφαπτόμεναι τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν, ἀνὰ δύο λαμβανο- 
μένων. ᾿Επειδὴ δὲ εἰς ἑκάστην κοινὴν ἐφαπτομένην ἀντιστοιχοῦν 
δύο εὐθεῖαι παράλληλοι πρὸς αὐτὴν καὶ ἀπαντῶσαι εἰς τὰ αἰτού- 
μενα, ἕπεται ὅτι ὑπάρχουν εἴκοσι τέσσαρες εὐθεῖαι, ἐν γένει, ἰσα- 
πέχουσαι τῶν τριῶν περιφερειῶν. 


Παρατήρησις. Ἢ ἐἰερεύγησις εἶναι ἐνδιαφέρουσα καὶ δὲν παρου- 
σιάζει καμμίαν δυσκολίαν. 


Πρόβλημα 204--11] 


841. Νὰ γραφῇ περιφέρεια μὲ δοϑεῖσαν ἀκτῖνα ἡ καὶ διερχομένη 
εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τριῶν δοϑέντων ση- 


»“ὩὍ μείων Α, Β,Γ. 
Ζ Ν ψ Ἢ Ἢ ζητουμένη περιφέρεια ἔχει τὸ αὐτὸ 
: τῆι εἰς ἡ Ἀρ ΩΣ μετὰ τῆς διερχομένης διὰ τῶν 
{ Ἵ Α, Β, Γ σημείων. 


Παρατήρησις. Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα, 
καθὼς καὶ τὸ πον δύναται νὰ ἔχῃ 
Σχ. 7. ὀκτὼ λύσεις. Θὰ ἐξετάσωμεν ἀργότερον 
(8 1536 α) μίαν εἰδικὴν περίπτωσιν, πα- 
ραδόξου πως ἐμφανίσεως: 

Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείση: ἀκτῖνος καὶ εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ 
τριῶν σημείων ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς κειμένων. 


Πρόβλημα 2085 


842. Δίδονται τρία σημεῖα Α, Β, Γ. Νὰ γραφῇ περιφέρεια εἰς ἴσας 
ἀπ᾿ αὐτῶν ἀποστάσεις διερχομένη καὶ τοιαύτη, ὥστε ἧ ἀπόστασις ἐκά- 
στου τῶν σημείων ἀπὸ τῆς περιφερείας νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆκος λ. 


Γράφομεν, ὅπως καὶ εἰς τὸ προηγούμενον πρόβλημα (Σχ. 507), 
τὴν περιφέρειαν ΑΒΓ καὶ λαμβάνομεν ἐπὶ τῶν ἀκτίνων ΟΑ κλπ., 
τμήματα ΑΑ΄, ΑΑ΄, ἑκατέρωθεν τοῦ Α καὶ ἴσα πρὸς τὸ δοθὲν 
μῆκος λ. Οὕτω ἔχομεν δύο λύσεις, τὰς περιφερείας Α'ΒΊΓ΄. καὶ 
Α΄Β΄ Γ΄. 

843, Παρατηρήσεις. 1) ᾿Εὰν τὰ τρία σημεῖα Α, Β, Γ πρέπει νὰ 
εὑρίσκωνται ἐκτὸς τῆς ζητουμένης περιφερείας ἢ ἐντὸς ἢ καὶ ἐπ’ 
αὐτῆς, ὑπάρχουν δύο μόνον, ἐν γένει λύσεις τοῦ 
προβλήματος. Τὸ γενικὸν ὅμως πρόβλημα, ἐπι- 
δέχεται καὶ ξὲ ἄλλας λύσεις ἐπειδὴ δύο τῶν δο- 
θέντων σημείων δύνανται νὰ εἶναι ἐσωτερικὰ 
τῆς περιφερείας καὶ ἕν ἐξωτερικὸν ἥ, ἀντιστρό- 
φως, δύο ἐξωτερικὰ καὶ ἕν ἐσωτερικόν. 

᾿ἀποθέθομεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ. 
ἔστω (Σχ. ): 

ΑΑΞΒΒ΄Ξ- ΓΓ΄. 


Τὸ πρόβλημα συνίσταται εἰς τὴν εὕρεσιν ἐπὶ 
τῆς ΔΟ, καθέτου εἰς τὸ μέσον τοῦ τμήματος, 
ΑΒ, σημείου Ο τοιούτου, ὥστε ἡ διαφορὰ τῶν 
ἀποοτάσεών του ἀπὸ τῶν Β καὶ Γ νὰ ἰσοῦται πρὸς δοθὲν μῆν 
κος 2λ. 

Τὸ δεύτερον ὅμως τοῦτο πρόβλημα ἀνήκει εἰς τὸ Υ11] Βιβλίον 


Σχ. δ06. 
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καὶ ἀνάγεται εἰς τὸν προσδιορισμὸν τῶν σημείων τομῆς εὐθείας 
ΔΟ καὶ ὑπερβολῆς, ἐχούσης ὡς ἕστίας τὰ σημεῖα Β καὶ Γ καὶ 
μῆκος ἑστιακοῦ ἄξονος 2λ (8 113, β). ᾿ 

2) Τὸ ἴδιον πρόβλημα ἀνάγεται ἐπίσης εἰς τὴν κατασκευὴν πε- 
ριφερείας ἐφαπτομένης τριῶν ἴσων περιφερειῶν, μὲ κέντρα τὰ δο- 
θέντα σημεῖα καὶ ἀκτῖνα λ. Καὶ τὸ πρόβλημα τοῦτο ἐπιδέχεται 
ὀκτώ, ἐν γένει, λύσεις. 

Εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν, καθ᾽ ἣν τὰ τρία σημεῖα εὑρίσκον- 
ται ἐπὶ μιᾶς εὐθείας, δύο τῶν ὀκτὼ κύκλων τῆς γενικῆς λύσεως 
ἀποβαίνουν αἱ δύο κοιναὶ ἐφαπτόμεναι τῶν τριῶν ἴσων περιφε- 
ρειῶν μὲ κέντρα Α, Β, 

3) Ἐκ τῶν ἀνωτέρω καταφαίνεται ἡ ἀνάγκη τῆς προσοχῆς 
μετὰ τῆς ὁποίας πρέπει νὰ γίνεται ἡ σπουδὴ τῶν προβλημάτων, 
ἵνα δυνάμεθα νὰ ἀποφαινόμεθα, ἑκάστοτε, ἐπὶ τοῦ ἀριθμοῦ τῶν 
δυνατῶν λύσεων αὐτῶν, 


Πρόβλημα 2908ὅ--1 


844. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τεσ- 
σάρων σημείων Α, Β, Γ΄, Δ, μὴ ἐπ’ εὐδείας κειμένων. 


Κατασκευάζομεν τὴν περιφέρειαν, τὴν ὁριζομένην ὑπὸ τριῶν 
τυχόντων ἐκ τῶν δοθέντων σημείων, τῶν 
Α,Β,Γ λΟχ. Φέρομεν ἀκολούθως τὴν ΟΔ, 
τέμνουσαν τὴν ΑΒΓ εἰς τὸ σημεῖον Ε. τς 
καὶ εὑρίσκομεν τὸ μέσον | τοῦ τμήματος ΠΑΘΑΙ Ν 
ΕΔ. Ἢ περιφέρεια μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα Ζ ΚΝ. 
Οἱ εἶναι ἡ ζητουμένη. ἔ Ἔ- 

᾿Επειδὴ ἕκαστον τῶν δοθέντων σημείων Α. : ἿΣ 
δύναται νὰ ληφθῇ αὐθαιρέτως ὡς τέταρ- ι υ 5, ἣν 
τον σημεῖον, ὑπάρχουν ἐν γένει τέσσαρες ἐν ͵: 
περιφέρειαι πληροῦσαι τοὺς ὄρους τοῦ δ. 
προβλήματος. ἜΞροε 

Τὸ πρόβλημα ἐπιδέχεται λύοεις καὶ εἰς Μ᾿ 
τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν τρία τῶν δοθέν- 
τῶν σημείων κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας: ἀλλὰ 
τότε μία τῶν τεσσάρων περιφερειῶν ἀφανίζεται. 


844. Σημείωσις, Ἢ πλήρης διερεύνησις τοῦ προβλήματος δὲν 
παρουσιάξεὶ δυσκολίας καὶ εὑρίσκεται ἀνεπτυγμένη εἰς τὸ ἔργον 
τοῦ 6. Ἰ,οπιαΐὶτο Μέϊποάου ὁ γνόδοϊ ἴοι «ἰ «ἰρ αἰδοιιϑυῖον ἰὐ νον ίόννοΣ 
ἀδ (ῥομπιέ(γ»6 (1904). 


Πρόβλημα 206 


845. Νὰ εὑρεϑῇ σημεῖον ἀπέχον μῆχος α ἀπὸ δύο εὐθειῶν ἢ περι- 
φερειῶν. 

Δι᾿ ἑκάστην τῶν δοθεισῶν γραμμῶν κατασκευάζομεν τὸν τόπον 
τῶν σημείων τῶν ἀπεχόντων ἀπ΄ αὐτῆς ἀπόστασιν α. ΑἹ τομαὶ 
τῶν τόπων αὐτῶν παρέχουν τὰ ζητούμενα σημεῖα, τέσσαρα ἐν 
γένει, δι᾽ ἑκάστην περίπτωσιν. 


]]αρατήφησις. Ἕκαστον τῶν ὡς ἄνω σημείων δύναται νά χρησι- 
Ἐξύσῃ ὡς κέντρον περιφερείας ἀκτῖνος α καὶ ἐφαπτομένης τῶν 
ύο γραμμῶν. 


᾿ ᾿ 95 
ΤΠ εωμετοία 30 


Πρόβλημα 206--Ἰ 


846. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος ρ, διερχομένη διὰ δο- 
ϑέντος σημείου Α καὶ τῆς ὁποίας ἣ μικροτέρα ἀπόστασις ἀπὸ δοϑείσης 
περιφερείας (Β) νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆκος ε. 


Ἢ ἀπόστασις ΒΔ τῶν δύο κέντρων πρέπει νὰ ἰσοῦται πρὸς τὸ 
ἄθροισμα τῶν ἀκτίνων ηὐξημένον 
κατὰ τὸ μῆκος ε. Τὸ κέντρον Δ, 
ἑπομένως, πρέπει νὰ εὐρίσκεται ἐπὶ 
τῆς περιφερείας (Π,) μὲ κέντρον Β 
καὶ ἀκτῖνα ΒΔ -Ξε-Έρ΄Ἐρ. 
᾿Ἀφ᾽ ἑτέρου, ἐπειδὴ ἡ ξηζουμὲν 
περιφέρεια θὰ διέρχεται καὶ διὰ τ' 
σημείου Α, τὸ κέντρον της Δ θὰ 
πρέπει νὰ ἐὐρισπεται καὶ ἐπὶ τῆς 
περιφερείας (ΠῚ) μὲ κέντρον Α καὶ 
ἀκτῖνα ρ. 
Σχ. 910. Οἱ δύο τόποι (Π,) καὶ (Π,) τέμ- 
νονται εἰς δύο, ἐν γένει, σημεῖα Δ 
καὶ Ε’ ἕκαστον τούτων εἶναι τὸ κέντρον μιᾶς περιφερείας πληρού- 
σης τοὺς ὅρους τοῦ προβλήματος. 


Τέμνουσαι 


847. Τὰ προβλήματα ἐπὶ τῶν τεμνουσῶν εἶναι πολυάριθμα καὶ 
ἐνδιαφέροντα. Διὰ τὰς σχετικὰς πρὸς αὐτὰ κατασκευάς, εἶναι 
ἀναγκαῖα ὄχι γόνον τὰ θεωρήματα τοῦ [{ Βιβλίου τῶν Στοιχείων 
τῆς Γεωμετρίας ἀλλὰ καὶ πολλὰ ἄλλα ἐκ τῶν προταθέντων ὡς ἀσκή- 
σεων. Τὰ ἐπόμενα θεωρήματα εἶναι ἐκ τῶν συχνότερον χρησιμο- 
ποιουμένων. 

Τμήματα παράλληλα μεταξὺ παραλλήλων εὐθειῶν εἶναι ἴσα. 

σαι χορδαὶ ἴσον ἀπέχουν τοῦ κέντρου τῆς περιφερείας. 

Ἢ μεγαλυτέρα κοινὴ τέμνουσα δύο τεμνομένων περιφερειῶν 
εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν διάκεντρον (8 ἴδ). 


Πρόβλημα 307 


848, Ἔκ σημείου Α νὰ ἀχθῇ τέμνονσα δύο παραλλήλων εὐθειῶν 
εἰς τρόπον, ὥστε τὸ μεταξὺ τῶν παραλλήλων τμῆμα αὑτῆς νὰ ἔχῃ δο- 
ϑὲν μῆχος λ. 

Μὲ κέντρον τυχὸν σημεῖον Β ἐπὶ τῆς μιᾶς τῶν παραλλήλων καὶ 
ἀκτῖνα τὸ δοθὲν μῆκος λ, γράφομεν περιφέρειαν τέμνουσαν τὴν 
ἄλλην παράλληλον εἰς τὰ Γ καὶ Δ. ᾿Εκ τοῦ Α φέρομεν τὰς πα- 
ραλλήλους πρὸς τὰς ΒΓ καὶ ΒΔ εὐθείας. 


πρόβλημα 208 


840. Ἔκ σημείου Α νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα περιφερείας (Β) τοιαύτη, 
ὦστε τὸ ἐντὸς τῆς περιφερείας τμῆμα ΓΔ τῆς τεμνούσης νὰ ἔχῃ δοϑὲν 
μῆκος λ. 

Μὲ κέντρον τυχὸν σημεῖον Θ ἐπὶ τῆς δοθείσης περιφερείας 
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καὶ ἀκτῖνα λ, γράφομεν περιφέρειαν τέμνουσαν τὴν δοθεῖσαν εἰς 
Η. Φέρομεν τὴν ΘΗ καὶ γράφομεν τὴν περιφέρειαν μὲ κέντρον Β 
καὶ ἐφαπτομένην τῆς εὐθείας ΘΗ. 
ΑΙ ἐκ τοῦ σημείου Α ἐφαπτόμε- 
ναι τῆς περιφερείας ταύτης εἶναι 
τέμνουσαι τῆς (Β) κατὰ τὸν ὄρον 
τοῦ προβλήματος' ἐπειδὴ αἱ χορ- 
δαὶ ΓΔ, ΕΖ καὶ ΘΗ εἶναι ἴσαι, 
ὡς ἴσον τοῦ κέντρου ἀπέχουσαι. 


πρόβλημα 808--] 


860. Διὰ δοϑέντος σημείου Α 
ἐντὸς περιφερείας, νὰ ἀχϑῇ χορδὴ 
τοιαύτη, ὥστε τὰ ἐπ᾽ αὐτῆς ὁριζό- 
μενα τμήματα ὑπὸ τοῦ σημείον Α 
νὰ ἔχουν ἄϑροισμα ἢ διαφορὰν ἴσην πρὸς δοθὲν μῆκος λ. 


1) Διὰ τὸ ἄθροισμα ἀναγόμεθα εἰς τὸ προηγούμενον πρόβλημα. 
2) Διὰ τὴν διαφοράν, ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
ἔστω ΒΑΓ ἡ ζητουμένη χορδή, τοιούτη ὥστε ΄ 


ΑΒ --ΑΓξελ. 


Διὰ νὰ σχηματίσωμεν τὴν διαφορὰν ΑΒ -- ΑΓ Ξλ, μεταφέρο- 

εν τὸ τμῆμα ΑΓ ἐπὶ τοῦ τμήματος ΒΔ τῆς ΒΑ. 

αρατηροῦμεν, ὅτι τὰ σημεῖα Α καὶ Δ κεῖνται η τ 
ἀφ᾽ ἑνὸς ἐπὶ τῆς περιφερείας (Π,), μὲ κέντρον πτΞΣ 
Ο καὶ ἀκτῖνα ΟΑ, ἀφ᾽ ἑτέρου, ἐπὶ τῆς (Π,4), μὲ 
κέντρον Β καὶ ἀκτῖνα ΒΔ --λ. Ἣ τομὴ τῶν δύο 
αὐτῶν περιφερειῶν Δ καθορίζει τὴν χορδὴν 
ΓΑΔΒ κατὰ τὸ πρόβλημα. 


Διερεύνησις. Ὑπάρχουν ἐν γένει δύο λύσεις. 

Ἢ μεγίστη δυνατὴ τιμὴ τῆς διαφορᾶς ἃ εἶναι 
2Ά0’ εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, ἡ χορδὴ ΕΑΖ 
διέρχεται διὰ τοῦ΄ κέντρου. Ἂν ἡ διαφορὰ εἶναι ἴση πρὸς τὸ μη- 
δέν, ἡ ἀντίστοιχος χορδὴ εἶναι ἡ ἐφαπτομένη εἰς τὸ Α -τῆς περι- 
φερείας (Π,). 

Εἰς τὰς δύο τελευταίας περιπτώσεις ὑπάρχει εἱα μόνον λύσις 
τοῦ προβλήματος. 


Γὰ Ἄν ᾿ ΨᾺ Ε: ἵν 
ἀπ Χ ἃ 


Σ.. ο12. 


Προόβλημα 208--Ἱ 


861. Δίδονται σημεῖον καὶ δύο ὁμόκεντροι περιφέρειαι. Διὰ τοῦ 
Α νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα τῶν περιφερειῶν τοιαύτη, ὥσιε τὰ μεταξὺ αὐτῶν 
τμήματα τῆς τεμνούσης νὰ ἔχουν μῆκος ἴσον πρὸς λ. 


Μὲ κέντρον Β ἐπὶ τῆς μιᾶς περιφερείας (Σχ..-512) καὶ ἀκτῖνα 
γράφομεν περιφέρειαν τέμνουσαν τὴν ἄλλην εἰς τὸ Δ. Φέρομεν 
τὴν ΒΔ εὐθεῖαν καὶ κατασκευάζομεν περιφέρειαν, ὁμόκεντρον τῶν 
δοθεισῶν καὶ ἐφαπτομένην τῆς ΒΔ προεκτεινομένης. 

ΑἹ ἐκ τοῦ σημείου Α ἐφαπτόμεναι τῆς τελευταίας περιφερείας 
εἶναι τέμνουσαι τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν κατὰ τοὺς ὄρους τοῦ 


προβλήματος. 
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Πρόβλημα 209 


852. Δίδονται δύο περιφέρειαι (Α) καὶ (Β), ἐκ τῶν ὁποίων ἡ πρώτη 
εἶναι ἐσωτερικὴ τῆς δευτέρας ἀλλὰ μὴ ὁμόκεντρος πρὸς αὐτήν. Ζητεῖ- 
ται νὰ ἀχθῇ ἐφαπτομένη τῆς μιχροτέρας περιφερείας τοιαύτη, ὥστε ἡ 
ὑπὸ τῆς μεγαλυτέρας περιφερείας δριζομένη ἐπ᾽ αὐτῆς χορδὴ νὰ ἔχῃ 
δοϑὲν μῆχος λ. Ποῖα τὰ ὅρια μεταβολῆς τοῦ μήκους αὐτοῦ ; 


“Ἔστωσαν Α καὶ Β τὰ κέντρα τῶν περιφερειῶν, ΜΝ ἡ ζητου- 
μένη ἐφαπτομένη. 

1) Ἔχοντες ὑπ᾽ ὄψιν, ὅτι ἴσαι χορδαὶ ἴσον ἀπέχουν τοῦ κέν- 
τρου, ὀδηγούμεθα εὐκόλως εἰς τὴν ἑξῆς 
κατασκευήν: 

Λαμβάνομεν χορδὴν ΓΔ τῆς μεγα- 
λυτέρας περιφερείας ἴσην πρὸς τὸ δο- 
θὲν μῆκος Δ καὶ γράφομεν περιφέρειαν 
μὲ κέντρον θ καὶ ἐφαπτομένην τῆς ΓΔ. 
ἝἙκάστη τῶν κοινῶν ἐφαπτομένων τῆς 
περιφερείας ταύτης καὶ τῆς (Ἀ) ἀπαντᾷ 
εἰς τὸ πρόβλημα. 

2) Ἧ εἰς τὸ Θ κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΒ 
χορδὴν τῆς μεγαλυτέρας περιφερείας 
ἔχει μῆκος τὴν ἐλαχίστην δυνατὴν τι- 
μὴν τοῦ Δ, τὸ δὲ μῆκος τῆς εἰς τὸ Ζ 
παραλλήλου πρὸς αὐτὴν εἶναι ἡ μεγίστη δυνατὴ τιμὴ τοῦ λ. 

᾿Εὰν τὸ κέντρον Β εἶναι ἐξωτερικὸν τῆς περιφερείας (Α), ἡ 
μεγίστη τιμὴ τοῦ λ εἶναι τὸ μῆκος τῆς διαμέτρου τῆς (Β). 


Πρόβλημα 209-- 

869. 'Ομοία ἐκφώνησις. Ἣ διαφορὰ τῶν ὑπὸ σημείου ἐπαφῆς Μ 
ὁριζομένων τμημάτων ΟΜ, ΟΝ νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆχος 3δ. 

'ὋὙποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ φέροντες τὰς ἀκτῖ- 
νας ΑΟ, ΒΛ καὶ τὴν παράλληλον πρὸς τὴν ΜΝ εὐθεῖαν ΑΗ 
(Σχ. 513), διαπιστοῦμεν ὅτι 

ΟΜ--ΟΝ ἢ 2δ--:2ΛῸ -- 2ΖΑΗ 
δηλ. ΑΗ -Ξ- δ. 

Ἔκ τούτων ἔπεται ἡ κατασκευή: Τέμνομεν τὴν περιφέρειαν μὲ 
διάμετρον ΑΒ διὰ τῆς περιφερείας μὲ κέντρον Α καὶ ἀκτῖνα ὃ. 
Ἂν Η εἶναι ἕν τῶν σημείων τομῆς, ἡ παράλληλος πρὸς τὴν ΔΗ, 
ἐφαπτομένη τῆς περιφερείας (Α) ἀπαντᾷ εἰς τὸ πρόβλημα. 


Προόβλημα 210 


Θ654. Δίδονται σημεῖον ἐπὶ περιφερείας καὶ χορδὴ αὐτῆς. Διὰ τοῦ 
συμείου νὰ ἀχϑῇ δευτέρα χορδή, διαιρουμένη ὑπὸ τῆς πρώτης εἰς δύο 
τμήματα ἴσα. 


(λ᾽έϑοδοι, 8. 92). 

Πρόβλημα 210-- 
8δδ. Δίδονιαι σημεῖον ἐπὶ περιφερείας καὶ χορδὴ αὐτῆς κλπ. 
(Μέϑοδοι 8 9). 2α Παρατήρησι:). 
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Πρόβλημα 210-- 1 


856. Δίδονται δύο γραμμαὶ καὶ σημεῖον Α. Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΜΔΝ 
περατουμένη εἰς τὰς γραμμὰς ταύτας καὶ τοιαύτη, ὥστε ΑΜ -- ΑΝ. 

Αἱ δοϑεῖσαι γραμμαὶ εἶναι : 

1) Δία εὐϑεῖας, 

2) Εὐθεῖα καὶ περιφέρεια. 

3) .1ὐ0 περιφέρειαι. 

Δυνάμεθα νὰ ἐργασθῶμεν διὰ τῶν γεωμετρικῶν τόπων. 

1) Ἕστωσαν ΒΓ, ΒΕ αἱ δοθεῖσαι εὐθεῖαι καὶ Α τὸ σημεῖον 
(Σχ.- 514). 

᾿Επὶ τυχούσης διὰ τοῦ Α εὐθείας λαμβάνομεν μῆκος ΑΔ-Ξ ΑΓ 
καὶ φέρομεν τὴν παράλληλον ΔΝ πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΒΓ. Θὰ ἔχω- 
μεν ΑΝ ξι αμ. 


Σ:ε. 518. 


2) (Σχ. 514). ᾿Εργαζόμεθα ὅπως καὶ προηγουμένως,  παράλ- 
ληλος δύναται νὰ τέμνῃ τὴν περιφέρειαν εἰς δύο σημεῖα, νὰ εἶναι 
ἐφαπτομένη πρὸς αὐτὴν ἢ καὶ ἐξωτερική αὐτῆς. 

Ὑπάρχουν ἑπομένως δύο λύσεις, μία μόνον ἢ καμμία. 

3) (Σχ. 515). ΓἜστωσαν (Β) καὶ (Γ) αἱ περιφέρειαι. 

Λαμβάνομεν ΑΔ -ΞΑΒ καὶ γράφομεν περιφέρειαν ἴσην πρὸς 
τὴν (Β) καὶ μὲ κέντρον Δ. 

Θὰ ἔχωμεν: 

ΑΜΈΑΛΝ. 


867. Πᾳαρατηρήσεις. 1) Δυνάμεθα νὰ ἐπιληφθῶμεν τοῦ πρώτου 
προβλήματος καὶ ὡς ἑξῆς: 

Ἔστω 9 τὸ δοθὲν σημεῖον ἐντὸς τῆς ν 
γωνίας Α. Ά πο 

"Ὑποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον 
καὶ φέροντες τὴν ΟΔ παράλληλον πρὸς 
τὴν ΑΓ, παρατηροῦμεν ὅτι τὸ σημεῖον Δ εἶἷ- 
ναι μέσον τοῦ ΑΒ. Αν, ἑπομένως, λάβωμεν 
ἐκ τοῦ σημείου Δ, καθ᾽ ὃ ἡ ἐκ τοῦ Ο πα- Σ,. "16. 
ράλληλος τέμνει τὴν μίαν τῶν εὐθειῶν, 
τμῆμα ΔΒ -- ΔΑ, ἡ εὐθεῖα ΒΟΓ εἶναι ἡ ζητουμένη τέμνουσα. 

2) Ἡ ἑπομένη εἰδικὴ περίπτωσις εἶναι ἡ μᾶλλον ἐνδιαφέρουσα 
καὶ σχετίζεται πρὸς ἕν ζήτημα ἤδη ἐξετασθὲν (8. 138). 
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Πρόβλημα 210--111 


, 8868, δι' ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς δύο περιφερειῶν (Α) καὶ (Β), νὰ 
ἀχϑῇ τέμνουσα αὑτῶν ἔχουσα τὸ σημεῖον τοῦτο ὡς μέσον. 


“Ἕστω ΕΖ μία τοιαύτη τέμνουσα. 
Ἰος Τρόπος, Ἔκ τῶν κέντρων Α, Β φέρομεν τὰς καθέτους ΑΘ, 
ΒΗ ἐπὶ τὴν ΕΖ ὡς καὶ τὴν πα- 
ράλληλον πρὸς αὐτὰς ΓΙ. 
Ἐπειδὴ τὰ σημεῖα Θ καὶ Η 
εἶναι μέσα τῶν ἴσων χορδῶν ΕΓ, 
ΓΖ, τὸ σημεῖον Γ εἶναι μέσον 
τῆς πλευρᾶς ΘΗ͂ τοῦ τραπεζίου 
ΘΗΒΑ καί, κατ᾽ ἀκολουθίαν, τὸ 
ΩΝ Ι μέσον τῆς διακέντρου 
ΑΒ. Ἢ βἤταν μένη, ἄρα, διεύθυν- 
σις τῆς ΕΖ εἶναι ἡ κάθετος ἐπὶ 
τὴν ἐνοῦσαν τὸ σημεῖον Γ μετὰ 
Σχ. 617 τοῦ μέσου ἱ τοῦ τμήματος αϑ. 
2ος Τρόπος. ᾽᾿Επὶ τῆς προεκτά- 
σεὼς τῆς ΑΓ λαμβάνομεν τμῆμα ΓΟ -ΕΓᾺΑ καὶ γράφομεν περιφέ- 
ρειαν μὲ κέντρον Ο καὶ ἴσην πρὸς τὴν (Α). ἯἩ εὐθεῖα ΖΓῈ εἶναι 
ἡ ζητουμένη τέμνουσα. 


Πρόβλημα 210--ΙῬν' 


869. Δίδονται δύο ὁμόκεντροι περιφέρειαι" δι᾽ ἑνὸς τῶν σημείων τῆς 
ἐξωτερικῆς περιφερείας, νὰ ἀχϑῇ χορδὴ αὐτῆς διαιρουμένη ὑπὸ τῆς ἐοω- 
τερικῆς εἰς τρία ἴσα μέρη. 

]1η Δύσις. Ἔστω ΑΒ -- ΒΓ. 

᾽Εὰν φέρωμεν τὴν κάθετον ΒΜ, θὰ ἔχωμεν ΑΜ -- ΓΜ, καὶ 

ἐπειδὴ ἡ γωνία ΜΒΓ εἶναι ὀρθή, ἡ εὖὐ- 
Ἶ θεῖα ΓΟΜ θὰ εἶναι διάμετρος τῆς ἐσω- 
τερικῆς περιφερείας. ἥ 

'Επομένως : μὲ κέντρον Α καὶ ἀκτῖνα 
τὴν διάμετρον τῆς ἐσωτερικῆς περιφε- 
ρείας γράφομεν τόξον ΜΝ καὶ φέρομεν 
τὰς εὐθείας ΛΟΓ καὶ ΑΓ. 

2α Λύσις. Φέρομεν τὴν διάμετρον διὰ 
τοῦ Α καὶ ἐπὶ τοῦ πρώτου τι"ήματος 
αὐτῆς ἀπὸ τοῦ σημείου Α γράφο- 
μεν περιφέρειαν. Ἡ τομὴ αὐτῆς καὶ 
Σγ. 018. τῆς ἐσωτερικῆς περιφερείας ὁρίζει τὸ 

σημεῖον Β 


Προόβλημα 210--»ν 


860 Διὰ δύο σημείων Α καὶ Β, νὰ ἀχϑοῦν παράλληλοι εἰς ἀπό- 
στασιν λ ἀπ᾽ ἀλλήλων. 


᾿Επὶ τῆς ΑΒ ὡς διαμέτρου γράφομεν περιφέρειαν. Μὲ κέντρον 
τὸ σημεῖον Α καὶ ἀκτῖνα λ, γράφομεν ἑτέραν περιφέρειαν, τέμνου- 
σαν τὴν πρώτην εἰς Γ. Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΒΓ καὶ ἐκ τοῦ Α πα- 
ράλληλον πρὸς αὐτήν. Τὸ μῆκος ΑΓ ἤἢ ἃ εἶναι ἴσον πρὸς τὴν 
ἀπόστασιν τῶν παραλλήλων. 
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Πρόβλημα 210-- γ] 


861. Δίδονται δύο σημεῖα Α καὶ Β. Ζηδεῖτος νὰ ἀχϑοῦν, δι’ αὐτῶ» 
δύο ὁμόκεντροι περιφέρειαι, ἀπέχουσαι ἀλλήλων κατὰ μῆκος λ καὶ 
τοιαῦται, ὥστε αἱ ἀκτῖνες ΓΑ, ΓΒ νὰ σχηματί- 
ζουν δοϑεῖσαν γωνίαν 3 φ. 


Ὑ ποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον, πα- 
ρατηροῦμεν, ὅτι τοῦ τριγώνου ΑΒΓ γνωρίζο- 
μεν τὴν πλευρὰν ΑΒ, τὴν διαφορὰν ΑΔ-λ 
τῶν δύο ἄλλων καὶ τὴν γωνίαν Γ. ᾿Αφ᾽ ἐτέ- 
ρου, ἑκάστη τῶν ἴσων γωνιῶν ΓΒΔ, ΓΔΒ 
εἶναι ἡ συμπληρωματικὴ τοῦ ἡμίσεος τῆς γω- 
νίας Γ. “Ὥστε 


“ὉΝἪἬ 
[ΔΒ -Ξ 909.--φ 


ΑΔΒ -- 1800.--- (909 -- φ) - 900 - Φ 


καὶ τὸ τρίγωνον ΑΔΒ εἶναι καταοκευάσιμόν, ἀφοῦ γνωρίζομεν 
δύο πλευράς καὶ μίαν νωνίαν αὐτοῦ. 


Πρόβλημα 211 


662. Νὰ ἀχϑῇ παράλληλος πρὸς τὰς βάσεις τραπεζίου εἰς τρόπον, 
ὥστε τὸ μεταξὺ τῶν διαγωνίων τμῆμα αὐτῆς νὰ ἔχῃ μῆκος δοϑέν. Διε- 
ρευνήσατε τὸ πρόβλημα. 


(Βλ. μέϑοδοι, 8. 250). 
Πρόβλημα 212 


8693. Δίδονται δύο περιφέρειαι καὶ εὐϑεῖα᾽ νὰ ἀχϑῇ κάϑετος ἐπὶ τὴν 
εὐθεῖαν τοιαύτη, ὥστε τὸ τμῆμα τὸ ὁριζόμενον ἐπ᾿ αὐτῆς ὑπὸ τῶν πε- 
οἰφερειῶν νὰ διαιρῆται εἰς δύο ἴσα μέρη ὑπὸ τῆς δοϑείσης εὐϑείας. 


Ἡ λύσις εἶναι ἄμεσος διὰ τῆς με- Ξ 

θόδου τῆς δεν θς μι ᾿Αρκεῖ νὰ κα- “ ὌΝ, 

τασκευάσωμεν τὴν περιφέρειαν (Β΄), Α, ἢ 

συμμετρικὴν τῆς (Β) ὡς πρὸς τὴν εὐ- ΕΠ ἡ Αἱ 

θεῖαν ΧΥ. δ 
Αἱ εὐθεῖαι ΜΝ καὶ Μ'Ν’ εἶναι αἱ 

πληροῦσαι τοὺς ὅρους τοῦ προβλήματος. 


Παρατήρησις. Τὸ πρόβλημα ἐπιδέχε- 
ται λύσιν καὶ ἂν ζητῆται ἡ εὐθεῖα ΜΝ 
νὰ εἶναι παράλληλος πρὸς εὐθεῖαν 
χΖῦ, πλαγίαν πρὸς τὴν ΧΥ. 

Διὰ τοῦ σή εου Β φέρομεν τὴν 
ΒΟΒ΄ παράλληλον πρὸς τὴν Ζῖ: καὶ 
λαμβάνομεν ἐπ᾽ αὐτῆς τμῆμα ΟΒ΄ΞΞ ΟΒ. 

Πρόκειται ἄλλωστε περὶ τοῦ ἑπομένου προβλήματος : 


Πρόβλημα 21 


864. Μεταξὺ δύο δοϑεισῶν περιφερειῶν, νὰ ἐγγραφῇ τμῆμα εὐϑύ- 
γοαμμον δοϑέντος μήκους λ καὶ παράλληλον πρὸς δοθεῖσαν εὐθεῖαν ΧΎ, 


(Βλ. λέϑοδοι, 8 194 β). 
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Πρόβλημα 814 


8656. Δίδονται δύο περιφέρειαι (Λλ) καὶ (Β) ἐκτὸς ἀλλήλων κείμεναι, 
ὡς καὶ εὐϑεῖα ΧΥ͂, Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα παράλληλος πρὸς τὴν ΧΥ͂ καὶ 
τοιαύτη, ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν χορδῶν, τῶν ὁριζομένων ἐπ’ αὐτῆς ὑπὸ 
τῶν περιφερειῶν, νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆχος λ. 


(Βλ. Μμέϑοδοι, 8. 194 γ). 


Πρόβλημα 215 


866. Διὰ δύο σημείων Α καὶ Β ἐπὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν δοϑείσης: γω- 
νας Γ, νὰ ἀχϑοῦν δύο τέμνουσαι παράλληλοι καὶ τοιοῦται, ὥστε τὸ 
ἄϑροισμα τῶν ἐντὸς τῆς γωνίας τμημάτων τῶν νὰ εἶναι ἴσον πρὸς δο- 
ϑὲν μῆκος 8}. 


Ὑποθέτομεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
ΑΔ -ΈΒΕ -- 2λ. 

Ἢ μέση βάσις ΜΝ τοῦ τραπεζίου ΑΒΕΔ θὰ 
ἔχῃ μῆκος λ. Τὸ σημεῖον ἄρα Ν πρέπει νὰ εἶἴ- 
ναι ἢ μία ἢ ἡ ἄλλη ἐκ τῶν τομῶν τῆς περιφε- 
ρείας (Π), μὲ κέντρον τὸ μέσον Μ τοῦ τμήματος 
ΑΒ καὶ ἀκτῖνα λ, καὶ τῆς εὐθείας ΓΔ. 


Παρατηρήσει;. 1 Ὑπάρχουν δύο λύσεις τοῦ 
τρυβλήματος; μία ἢ καμμία, ἐὰν ἡ περιφέρεια 
(Π) τέμνῃ τὴν ΓΔ, ἐφάπτεται αὐτῆς ἢ εἶναι 

Σ.. 55. ἐξωτερική της, ἀντιστοίχως. 
2) Εὰν τὰ δοθέντα σημεῖα εἶναι ὡς τὰ Α 
καὶ Β’, ἑκατέρωθεν τῆς κορυφῆς Γ, ἡ προηγου- 
μένη κατασκευὴ δίδει δύο παράλληλα τμήματα μὲ διαφορὰν 2λ 
τῶν μηκῶν των. 


Πρόβλημα 218-- 


867. Τὸ ἴδιον ζήτημα. Τὰ σημεῖα Α καὶ 8 
ἀνήχουν εἰς δοθεῖσαν περιφέρειαν. 

Γράφομεν τὴν περιφέρειαν μὲ κέντρον Ο 
καὶ ἀκτῖνα ΟΜ καὶ λαμβάνομεν χορδὴν 
ΜΝ --λ. Θὰ ἔχωμεν. 


ΑΔΈΒΕ -- 2λ. 


Πρόβλημα 216 


868. Νὰ ἀχϑῇ παράλληλος πρὸς τὴν βάσιν τριγώνου τοιαύτη, ὥστε 
τὸ μῆχος της νὰ ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα ἢ τὴν διαφορὰν τῶν τμημά- 
των ἐπὶ τῶν ἄλλων πλευρῶν, τῶν μεταξὺ τῆς βάσεως καὶ τῆς παραλλή- 
λον ταύτης κειμένων. 


1) Ἡ παράλληλος πρέπει νὰ ἀχθῇ διὰ τοῦ κέντρου τοῦ ἐγγε- 
γραμμένου κύκλου εἰς τὸ τρίγωνον (5 458). 

2) Ἢ παράλληλος πρέπει νὰ ἀχθῇ διὰ τοῦ κέντρου τῆς εἰς τὸ 
τρίγωνον παρεγγεγραμμένης περιφερείας, τῆς ἐφαπτομένης τῆς 
βάσεως (8 459). 


Πρόβλημα 216--1 


869. Διὰ δοθέντος σημείου Ρ νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ῬΒΓ τῶν πλευοῶν 
δοθείσης γωνίας Α εἰς τρόπον, ὥστε τὸ τρίγο)- 
νον ΑΒΓ νὰ ἔχῃ δοθεῖσαν περίμετρον. 


"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
ΑΒΈΒΓΞΈΓΑπ-2τ. 


Γνωρίζομεν, ὅτι πᾶσα ἐφαπτομένη τοῦ 
παρεγγεγραμμένου κύκλου (Ο) δίδει τρίγωνον 
σταθερᾶς περιμέτρου (8 739). 

Λαμβάνομεν ἑπομένως ἐπὶ τῶν πλευρῶν 
τῆς γωνίας Α τμήματα ΑΔ -ἡ ΑΕ --τ, ὑψοῦ- 
μεν εἰς τὰ σημεῖα Δ, Ε καθέτους ἐπὶ τὰἀς 
πλευρὰς τῆς γωνίας Α καὶ γράφομεν τὴν πε- 
ριφέρειαν (0). 

Ἡ ἐκ τοῦ Ρ ἐφαπτομένη ΡΒΓ τῆς περιφε- 
ρείας ταύτης εἶναι ἡ ζητουμένη τέμνουσα. 


Πρόβλημα 216--1 


870. Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΒΓ τῶν πλευρῶν δυϑείσης γωνίας: Α΄ πα- 
ράλληλος πρὸς δοϑεῖσαν εὐθεῖαν ὦ χαὶ τοιαύτι), ὥστε τὸ τρίγωνον 
ΑΒΓ νὰ ἔχῃ δοϑεῖσαν περίμετρον. 

Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, ἡ εὐθεῖα ΒΓ τῆς προηγου νης κα- 
τασκευῆς θὰ ἀχθῇ παραλλήλως τῆς ΙΚ. 


Πρόβλημα 216-- 111 


871. Ὅμοια ξητήματα: ΑΒ ΑΓ --- ΒΓ νὰ ἰσοῦται πρὸς ὃ τ. 

Ἢ ἐφαπτομένη ΡῬΒΓ θὰ πρέπει νὰ ἀχθῇ κατὰ τρόπον, ὥστε ἡ 
περιφέρεια (Ο) νὰ εἶναι ἐγγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον ἀντὶ πα- 
ρεγγεγραμμένη εἰς αὐτό. 

Πρόβλημα 217 

872. Διὰ δοϑέντος σημείου 1’, νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΡῬΔῈ δοϑέντος τρι- 

γώνου ΑΒΓ τοιαύτη, ὥστε τὸ τμῆμα ΔΕ νὰ Δ 
Α 
λ 


εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν ΔΙ καὶ ΒΕ 
τμημάτων. 


"Ὑ ποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον. 
Ἔκ τῆς σχέσεως ΔΈΞΔΕΕΒΕ, ἕπεται: 


ΑΔΕ ΔΕ. ΑΕ - ΑΒ ΑΓ, 


ἤτοι ἡ περίμετρος τοῦ τριγώνου ΑΔΕ εἴ- 
ναι γνωστή. Αναγόμεθα οὕτω εἰς τὴν 
ἄσκησιν (8 869). 


Παρατηρήσεις. 1) ᾽Εὰν τὰ τμήματα πρέ- 
πει νὰ εἶναι ἐξωτερικὰ τοῦ τριγώνου 


ΔΈ’-- ΒΕ΄ -- Δ΄, 
ΑΔ’ τ αξ΄ -- ΔΈ -ΑΒΊΉΓΑΓ (8 871). 


Σ,. 55ὴ 


θὰ ἔχωμεν 
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2) ᾿'Εξὰν ἡ τέμνουσα πρέπει νὰ εἶναι παράλληλος πρὸς δοθεῖ- 
σαν εὐθεῖαν, ἡ κατασκευὴ εἶναι ἀνάλογος πρὸς τὴν τοῦ προβλή- 
ματος τῆς 8 870. 

Πρόβλημα 217--1 


͵ 878. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ τέμνουσα ΔῈ δοϑέντος 
μήκους λ, ἴσου πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τμημάτων ΒΔ καὶ ΓΕ. 


Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
ΔΕΞ- ΒΔΈΈΓΕ-.λ. 
λαμβάνομεν 


ΑΖ-- ΑΘ -- Σ ΑΒΓ. 


Πᾶν τρίγωνον, ὡς τὸ ΑΔΕ, ἔχει ὡς πε- 
ρίμετρον ΑΒ ΑΓ (5). θὰ πρέπει λοιπὸν 
νὰ ἀχθῇ ἐφαπτομένη τοῦ κύκλου Ο ἴση 
κατὰ μῆκος πρὸς Δ. 

᾿Ἀφ᾽ ἑτέρου, ἂν ἡ πλευρὰ αὕτη ἐφάπτε- 
ται καὶ τῆς περιφερείας ([), τὸ μῆκος τῆς 
θὰ ἰσοῦται πρὸς ἐκεῖνο ἑκάστου τῶν τμη- 
μάτων ΖΗ -Ξ ΘΚ. Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ 
λάβωμεν τμήματα ΖΗ -Ξ ΘΚ -Ξλ, νὰ κατασκευάσωμεν τὰς περιφε- 
ρείας (Ο) καὶ (1) καὶ νὰ φέρωμεν κοινὴν ἐσωτερικὴν ἐφαπτομένην 
ΔΕ τῶν δύο αὐτῶν περιφερειῶν. 

(Βλ. ἐπίσης 8 1655 δ). 


Πρόβλημα 218 


874. "Ἐπὶ τῆς πλευρᾶς ΑΒ τριγώνον ΑΒΓ 
νὰ δρισϑῇ σημεῖον Δ τοιοῦτον, ὥστε αἱ ἐξ 
αὐτοῦ παράλληλοι ΔΕ, ΔΖ πρὸς τὰς πλευρὰς 
ΑΓ καὶ ΒΓ νὰ ἔχουν δοϑὲν ἄθροισμα λ. Εὕ- 
ρετε ἐπίσης τὰ ὅρια μεταξὺ τῶν ὁποίων πρέ- 
πει νὰ μεταβάλλεται τὸ μῆκος λ ἀναλόγως 
τῆς ϑέσεως τοῦ Δ ἐπὶ τῆς ΒΓ. 


Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
ΔΕ-Δ2-Ξλ. ἀρλλδὰ ᾿ 

Διά τοῦ σημείου Δ φέρομεν τὴν εὑ- 
θεῖαν ΜΝ εἰς τρόπον, ὥστε νὰ σχήματι- 
σθῇ τρίγωνον ἰσοσκελὲς ΜΓΝ, Διὰ πᾶν 
σημεῖον τῆς βάσεώς του, τὸ ἀνω- 
τέρω ἄθροισμα θὰ εἶναι σταθερὸν καὶ 
ἴσον πρὸς ἘΜ-ΓΝ (98 268, Πόριομα). 
Τοῦτο ἄλλωστε εἶναι φανερὸν ἐκ τοῦ ρόμ- 
βου ΓΜΟΝ: ἐπειδὴ 


ΔΖ- ΔῈ -- ΖΘ-:ΒΠΕΞ- ΓΜ. 


Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ λάρομεν ΓΜΈΓΝΕ:λ καὶ ἡ τομὴ τῆς 
εὐθείας ΜΝ καὶ τῆς πλευρᾶς ΒΓ ὁρίζει τὸ σημεῖον Δ. 


49. Σημ. μετ. Ἢ ΔΒ εἶναι ἐφαπτομένη τοῦ παρεγγεγῥαμμένου κύ- 
κλου (0). 
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Διὰ ΔΕΞΒ, τὸ ἄθροισμα λαμβάνει τὴν ἐλαχίστην αὐτοῦ τιμὴν 
λξ: ΒΓ. Κατὰ τὴν κίνησιν τοῦ Δ ἐκ τοῦ Β πρὸς τὸ Α τὸ ἄθροι- 
σμα αὐξάνει, διὰ νὰ λάβῃ τὴν μεγίστην τιμὴν εἰς τὴν θέσιν Α, 
ὁπότε Δ ξξ Αγ. 


Πρόβλημα 218--] 


876. “Ομοιον πρόβλημα. Αἱ εὐϑεῖαι ΔΕ, ΔΖ ὀφείλουν νὰ εἶναι 
παράλληλοι πρὸς δύο δοθείσας διευϑύνσεις. 


Ἢ λύσις εἶναι ἀνάλογος τρὸς τὴν προηγουμένην ἀλλὰ θὰ πρέ- 
πει νὰ καταφυγῶμεν εἰς τὸ ΠΠ] Βιβλίον. .Ο τόπος τῶν σημείων μὲ 
τὸ σταθερὸν ἄθροισμα δὲν εἶναι πλέον ἡ βάσις ἑνὸς ἰσοσκελοῦς 
τριγώνου ἀλλ᾽ ἑνὸς σκαληνοῦ. (Μέϑοδοι, δ 269). 


Πρόβλημα 318--11 


876 α. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καὶ ζητεῖται νὰ ἀχθῇ τέμνουσα ΜΝ 
τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας Β τοιαύτη, ὥστε τὸ μὲν μῆχος τῆς νὰ εἶναι 
δοϑὲν λ, τὰ δὲ τμήματα ΑΜ, ΒΝ, ἐπὶ τῶν πλευρῶν ΑΒ καὶ ΒΓ, ἴσα. 


'Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λε- 
λυμένον καὶ ἂς φέρωμεν τὸ τμῆμα 
ΑΔ ἴσον καὶ παράλληλον πρὸς 
τὸ ΜΝ. 

᾿Επειδὴ ΑΜ-- ΔΝ ΞΞΝΒ, τὸ 
τρίγωνον ΔΝΒ εἶναι ἰσοσκελὲς 


΄“΄- ΄ ΄ςὌ 

καὶ γωνία ΑΒΔ --Ξ- ΒΔΝ -- ΔΒΝ. 
Εἶναι ἑπομένως ἡ ΒΔ διχοτόμος 
τῆς γωνίας Β τοῦ τριγώνου καὶ 
τὸ σημεῖον Δ ὁρίζεται, ὡς τομὴ 
τῆς διχοτόμου ταύτης καὶ τῆς πε- 
ριφερείας μὲ κέντρον Α καὶ 
ἀκτῖνα ΑΔ -Ξλ. 

Ἢ ἐκ τοῦ Δ παράλληλος τῆς 
ΑΜ ὁρίζει τὸ σημεῖον Ν᾽ καὶ ἡ 
ἐξ αὐτοῦ παράλληλος πρὸς τὴν ΑΔ δίδει τὴν ζητουμένην τέἐμνου- 
σαν ΝΜ. 


Παρατηρήσεις. 1 Ὑπάρχουν ἐν γένει δύο λύσεις, ἀντίστοιχοι 
τῶν δῦ σημείων τομῆς τῆς περιφερείας (Α, λ) καὶ τῆς διχοτό- 
μου ΒΙ. 

2) Ἡ κάθετος ΑΗ δίδει τὸ ἐλάχιστον τοῦ μήκους λ. 

3) Κατ’ ἀνάλογον τρόπον θὰ ἠδυνάμεθα νὰ ἐργασθῶμεν θεω- 
ροῦντες τὴν ἐξωτερικὴν διχοτόμον τῆς γωνίας Β. 

4) ᾿Απὸ ἀπόψεως καθαρῶς γεωμετρικῆς, δυνάμεθα νὰ ἔχωμεν 
τέσσαρας λύσεις, τρεῖς, δύο, μίαν ἢ καμμίαν. ᾿Απὸ ἀπόψεως ὅμως 
ἀναλυτικῆς, ἡ περιφέρεια (Α, λ) τέμνει τὸ ζεῦγος τῶν δύο διχο- 
τόμων τῆς γωνίας Β κατὰ τέσσαρα σημεῖα. πραγματικὰ ἢ φαν- 
ταοτικά, 


Σημείωσις. Διὰ τὴν προέλευσίν τοῦ προβλήματος τούτου, βλ. 
8 84ά4α. 
Πρόβλημα 219 


876. Μὲ κέντρον δοϑὲν σημεῖον Α, νὰ γραφῇ περιφέρεια τέμνουσα 
δύο δοϑείσας ὁμοκέντρους κατὰ τρόπον, ὥστε ἣ εὐθεῖα τῶν δύο σὴ 
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μείων τομῆς νὰ διέρχεται διὰ τοῦ κοινοῦ κέντρου τῶν δοϑεισῶν περιᾳε- 
ρειῶν. (Ετὶὶ, Ῥεονέδηνον εἰν (ἐῤοιιό! ν οἱ αἱ Τυϊηοη ον"). 


ὋὙποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον, 
παρατηροῦμεν ὅτι ἡ κάθετος ΑΔ ἐπὶ τὴν 
χορδὴν ΓΕ θὰ διέρχεται δι᾽ ἑνὸς σημείου 
ἃ τῆς, ὁμοκέντρου τῶν δοθεισῶν καὶ ἴσον 
ἀπεχούσης ἑκατέρας αὐτῶν, περιφερείας, 
καὶ μάλιστα θὰ εἶναι ἐφαπτομένη αὐτῆς. 

᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ φέρωμεν τὴν ἐφαπτο- 
μένην ΑΔ ἐκὶ τὴν μέσην αὐτήν περιφὲ- 
ρειαν καὶ νὰ λάβωμεν ΑΓ΄::ΑΕ διὰ ἀκτῖνα 
τῆς ζητουμένης περιφερείας. 


Συ. 0.25. Πρόβλημα 219--1 
877. δὲ κέντρον δοθὲν σημεῖον Β, νὰ γραφῇ περιφέρεια τέμνουσι 


τὸς πλευρὰς δοϑείσης γωνίας α εἰς τρύπον, ὥστε μία τῶν ὁριζομένων 
ΤΟΣ . ; 3 ΤῊΣ 
“ορδῶν νὰ εἶναι παράλληλος πρὺς δοθεῖσαν εὐϑεῖαν ΓΔ, 


ὙὙποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον. 
Τὸ υὑέσον τῆς χορδῆς ΜΝ εὑρίσκεται ἐπὶ 
τῆς καθέτου ΒΡ, τῆς ἀγομένης ἐκ τοῦ 
κέντρου Β ἐπὶ τὴν δοθεῖσαν διεύθυνσιν 
ΓΔ καθὼς καὶ ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΟΕ, ἥτις 
εἶναι ἡ διάμεσος τοῦ τριγώνου ΑΓΔ ἐπὶ 
τὴν πλευρὰν ΓΔ. Εἶναι λοιπὸν τὸ Ο ἡ 
τομὴ τῶν δύο ὡρισμένων αὐτῶν εὐθειῶν, 
ΜΝ ἡ ἐκ τοῦ Ο παράλληλος πρὸς τὴν 
ΓΔ καὶ ΒΜ ἡ ἀκτὶς τῆς ζητουμένης περι- 
φερείας. 


Πρόβλημα 220 


878. δι᾿ ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς δίο περιφερειῶν (Α) καὶ (Β) νὰ 
ἀχϑῇ τέμνουσα αὐτῶν δοϑέντος μήκους. 


(ΘᾺ. Μέϑοδοι, 8 139). 
Προόβλημα 220-- 


, 879. Δι’ ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς δύο περιφερειῶν (Α) καὶ (Β), νὰ 
ἀχϑῇ ἡ βραχυτέρα τέμνουσα αὐτῶν. 


Εἶναι ἡ κοινὴ χορδὴ ΓΔ τῶν περιφε- 
ρειῶν- ἐπειδὴ πᾶσα ἄλλη ΓΜ ἢ ΓΝ εἶναι 
ἐπγαλύτεβα, ὡς ἐγγύτερον τοῦ ἐνὸς ἢ τοῦ 

λλου κέντρου εὑρισκομένη ἀπὸ τὴν ΓΔ. 


Μεταβολὴ τῆς τεμνούσης. ᾿Απὸ τοῦ ἐλαχί- 
στου μήκους ΓΔ, ἡ τέμνουσα φθάνει εἰς 
τὴν θέσιν ΓΜ καὶ αὐξάνει συνεχῶς ἐφ’ 
ὅσον τὸ σημεῖον Μ πλησιάζει πρὸς τὸ Γ 
καὶ μέχρι τῆς θέσεως, καθ᾽ ἣν γίνεται πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν διάκεντρον, ὁπότε γί- 
νεται μεγίστη. ᾿Απὸ τῆς θέσεως αὐτῆς ἐλαττοῦται, διέρχεται διὰ 
τῆς θέσεως ΓΝ καὶ ἐπανέρχεται εἰς τὴν ΓΔ. 


Σχ. ὅ90. 
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Πρόβλημα 220-.11 


880. Δι' ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς: δύο περιφερειῶν (Α) καὶ (Β), νὰ 
ἀχϑῇ τέμνουσα τοιαύτη, ὥστε ἡ διαφορὰ τῶν ἐπ᾽ αὐτῆς χορδῶν νὰ ἰσοῦ- 
ται πρὸς δοϑὲν μῆκος ὃ. δ. (πὶ! ετἷπ, Εἰχρνοΐσος εἰν (δον νο). 


ὋὙ ποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ΓΗ -- ΓΘ -- δ. 
Διὰ νὰ σχηματίσωμεν τὴν διαφορὰν. 
δ, λαμβάνομεν ἐπὶ τῆς τεμνούσης τμῆ- 
μα ΓΕ -ΕΟΓΘ, (ἢ προεκτείνομεν τὴν 
ἀκτῖνα ΑΓ εἰς ἴσον μῆκος ΓΔ) καὶ φέ- 
ρομεν τὴν κάθετον ΔΕ. Καὶ κατὰ τοὺς 
δύο τρόπους θὰ ἔχωμεν ΔΖ -- ΗΕ -- 
Μετὰ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ ση- 
μείου Δ, εὑρίσκομεν τὴν διεύθυνσιν τῆς 
ζητουμένης τεμνούσης, γράφοντες τὴν 
περιφέρειαν μὲ διάμετρον ΒΔ καὶ ὁρί- 
ζοντες τὸ σημεῖον τομῆς τῆς Ζ μετὰ Σ,. 531. 
τῆς (Δ, δ). Ἢ εὐθεῖα ΔΖ δίδει τὴν ᾿ 
διεύθυνσιν, παραλλήλως πρὸς τὴν ὁ- 
ποίαν πρέπει νὰ ἀχθῇ διὰ τοῦ Γ ἡ κατὰ τοὺς ὅρους τοῦ προβλή- 
ματος ζητουμένη τέμνουσα. 


880 α. Σημεέωσις. Εἶναι ἀδύνατος ἡ διὰ τοῦ κανόνος καὶ δια- 
βήτου λύσις τοῦ προβλήματος πρὸς τό ὁποῖον ὁδηγεῖ φυσικῶς τὸ 
προηγουμένως ἐξετασθέν ; Τοϑεισῶν δύο περιφερειῶν. νὰ ἀχϑῃ! ἐκ σὴ- 
πείου Δ κοινὴ αὐτῶν τέμνουσα τοιαΐπη, ὥστε ἡ διαφορὰ τῶν ἐπ᾿ αὐτῆς 
χροδῶν νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆκος. (δ. Α΄. (1880), σ. 480, ζτμ' 1351: 
ἐμ! εἰ. Δία νι, (1894), α. 131, ζτμ. 238 καὶ (1894), σ. 207, Ι:. Τιδττοῖπε). 


Δ. Δ 


Πρόβλημα 221 


881. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἀποτέμνουσα ἐπὶ τριὼν δοϑεισῶν εὐ- 
ϑειῶν χορδὰς ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, ἴσας πρὸς δοϑὲν μῆκος λ. 


᾿Εγγράφομεν εἰς τὸ τρίγωνον τῶν τριῶν εὐθειῶν περιφέρειαν 
καὶ λαμβάνομεν ἐπὶ τῆς μιᾶς τῶν εὐθειῶν καὶ ἀπὸ τοῦ σημείου 
ἐπαφῆς τμῆμα ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ δοθέντος μήκους ἃ. Ἢ 
ὁμόκεντρος περιφέρεια τῆς γραφείσης καὶ διὰ τοῦ ἄκρου τοῦ τμή- 
ματος τούτου διερχομένη ἀπαντᾷ εἰ τὸ πρόβλημα. 

Παριτήρησις. Λύσεις τοῦ προβλήματος παρέχουν καὶ αἱ παρεγ- 
γεγραμμέναι εἰς τὸ τρίγωνον περιφέρειαι. 


881 α. Σημείωσις. ιἘὰν αἱ χορδαὶ ὀφείλουν νὰ ἔχουν ἄνισα 
μήκη λ, μ, ν, ὁ προσδιορισμὸς τοῦ κέντρου εἶναι ἀνέφικτος διὰ 
τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου' ἐπειδὴ ἐξαρτᾶται ἐκ τῆς κατα- 
σκευῆς τῶν σημείων τομῆς δύο ἰσοσκελῶν ὑπερβολῶν. Ὑπάρχουν 
τέσσαρες λύσεις. 

᾿ Τὸ πρόβλημα τῆς 8 1488α εἶναι τὸ ἐναλλακτὸν τοῦ ἀνωτέρω. 
(Βλ. εἰς Αἅπ. ἀ. ἕξετε. τόμ. ΧΙΧ, 1828 - 1829, σ. 175, ὡραῖον σχετι- 
κὸν ἄρθρον). 

Πρόβλημα 221--1 


882. Νὰ ἀχθῇ τέμνουσα δύο δοϑεισῶν περιφερειῶν τοιαύτη, ὥστε 
αἱ ἐπ᾽ αὐτῆς χορδαὶ νὰ ἔχουν μήκη δοϑέντα λ καὶ μ. 
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᾿Εγγράφομεν εἰς τὰς δύο περιφερείας χορδὰς μὲ μήκη ἃ καὶ μ 
ἀντιστοίχως, Ἑκάστη τῶν κοινῶν ἐφαπτομένων τῶν περιφερειῶν, 
μὲ κέντρα Α καὶ Β καὶ ἐφα- 
πτομένων τῶν ἀχθεισῶν χορ- 
δῶν, ἀπαντᾷ εἰς τὸ πρόβλημα. 

Ὑπάρχουν τέσσαρες λύσεις 
ἐν γένει, ὅσαι καὶ αἱ κοιναὶ 
ἐφαπτόμεναι τὰἀς ὁποίας δυ- 
νάμεθα νὰ φέρωμεν πρὸς δύο 
ἐξωτερικὰς περιφερείας. 


Πρόβλημα 221--11 


889. Δίδονται γωνία καὶ δύο 
μήκη λ καὶ ρ. Νὰ ὁρισϑῇ ἐπὶ 
τῆς μιᾶς πλευρᾶς σημεῖον τοιοῦτον, ὥστε ἡ περιφέρεια μὲ χέντρον αὐτὸ 
καὶ ἀκτῖνα ο νὰ ὁρίζῃ ἐπὶ τῆς ἄλλης πλευρᾶς χορδὴν μήκονς λ. 

'Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυ- 
μένον καὶ ἔστω ΑΒ ελ, ΓΒ -Ξρ. 

ΝῊΡ «τῆ Τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΒΔΓ εἴ- 
ἐ τπὴ 51 ναι κατασκευάσιμον, ἐπειδὴ γνωρί- 


ν᾿" ΄ 
«28. 7 ὋΟὋἪἝἴζομεν τὰς πλευρὰς Β2- -Ὁ καὶ 


Σχ, 85, ΒΓ -ξρ. ᾿Εἀν λοιπὸν τὸ παραθέσοω- 
μεν εἰς τὴν θέσιν ΘΖΕ τοῦ σχήμα- 
τος καὶ ἐκ τοῦ Θ φέρωμεν πχράλ- 

ληλον πρὸς τὴν ΖΕ, ὁρίζεται τὸ κέντρον Γ τῆς ζητουμένης περι- 
φερείας, ὡς καὶ ἡ ἀκτὶς αὐτῆς ΓΒ, παράλληλος καὶ ἴση πρὸς τὴν 
ΘΖ πλευρὰν τοῦ τριγώνου ΘΖΕ. 

Πρόβλημα 321-- 111 


884. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος ο ἀποτέμνουσα ἐπὶ 
δίο δοϑεισῶν εὐθειῶν χορδὰς δοθέντων μηχῶν μ, ν. 

Δι᾿ ἑκάστην τῶν εὐθειῶν, κατασκευάζομεν τὸν τόπον τῶν κέν- 
τρων τῶν περιφερειῶν τῶν τεμνουσῶν αὐτὴν κατὰ ἀββδὴν ἴσην 
πρὸς τὸ ἀντίστοιχον μῆκος. Τὰ κοινὰ σημεῖα τῶν τόπων αὐτῶν 
ἰ55881}), τέσσαρα ἐν γένει, παρέχουν καὶ τὰἀς τέσσαρας, τὸ πολύ, 
λύσεις τοῦ προβλήματος. 


Πρόβλημα 222 


8586. Δίδονται δύο εὐϑεῖαι καὶ σημεῖον 
Γ, Νὰ γραφῇ περιφέρεια μὲ κέντρον τὸ 
σημεῖον καὶ ὁρίζουσα ἐπὶ τῶν εὐθειῶν χορ- 
δὰς ΑΑ΄ ΒΒ΄, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα 
νὰ ἰσοῦται πρὸς δοθὲν μῆκος 5}. 


'Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμέ- 
νον καὶ ΑΑ΄-Ὁ Β8Β’΄-Ξ 2λ. 
Παρατηροῦμεν, ὅτι ἐὰν ἐγγράψωμεν 
εἰς τὴν περιφέρειαν χορδὴν ΖΖ΄, πα- 
ράλληλον πρὸς τὴν μίαν τῶν εὐθειῶν ΑΑ΄ καὶ ἴσην πρὸς ΒΒ’, θὰ 
ἔχωμεν ΓΕΞΕΓΘ, ΑΔ- ΘΖ-Ξλ' ἡ δὲ μέση βάσις ἰΚ' τοῦ τραπε- 


ζίου ΑΔΘΖ θὰ ἰσοῦται πρὸς Ξ 
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'Ἑπομένως : Ἔκ τοῦ Γ φέρομεν τὸ τμῆμα ΓΘ, κάθετον ἐπὶ τὴν 
μίαν τῶν εὐθειῶν καὶ ἴσον πρὸς τὴν ἀπόστασιν τοῦ Γ ἀπὸ τῆς 
ἄλλης, καθὼς καὶ τὸ ΚΙ, κάθετον εἰς τὸ μέσον τοῦ ΔΘ καὶ ἴσο» 
πρὸς Σ. Ἢ κάθετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΓῚ εἰς τὸ 1 τέμνει τὴν 
πρώτην εὐθεῖαν εἰς τὸ σημεῖον Α τῆς ζητουμένης περιφερείας καὶ 
τῆς ὁποίας ἀκτὶς εἶναι ἡ ΓΑ. 


Παρατήρησις. ᾿Αναλόγως ἐργαζόμεθα ἂν δίδεται ἡ διαφορὰ τῶν 
χορδῶν ἀντὶ τοῦ ἀθροίσματος αὐτῶν’ ἀλλὰ τότε ἡ ΑΙΖ εἶναι δια- 
γώνιος τοῦ τραπεζίου. 


Πρόβλημα 228 


886. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος 0, τέμνουσα εἰς δύο 
ἴσα μέρη δύο δοϑείσας περιφερείας. 


Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ἔστω ΓΔ -- ΓΖ -Ξρ, 
αἱ δὲ χορδαὶ ΔΕ. ΖΘ διάμετροι τῶν δο- 
θεισῶν περιφερειῶν. 

᾿Επειδὴ τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΓΒΖ 
καὶ ΓΑΔ εἶναι κατασκευάσιμα, ὡς ἔχοντα 
τὰς ὑποτεινούσας ἴσας πρὸς ρ καὶ τὰς 
πλευρὰς ΒΖ καὶ ΑΔ αὐτῶν ἴσας πρὸς τὰς 
ἀκτῖνας τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν, τὰ 
ἀποστήματα ΓΑ καὶ ΓΒ εἶναι ὡρισμένα. 

Κατ' ἀκολουθίαν, τὸ κέντρον Γ εἶναι 
τομὴ τῶν περιφερειῶν μὲ κέντρα Α καὶ Β 
καὶ ἀκτῖνας τὰ ἀποστήματα ταῦτα, ἀντι- 
ατοίχως. ΞΗΡΑ͂Σ 


Πρόβλημα 225--Ἰ 


887. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος καὶ τέμνουσα δύο δυ- 
ϑείσας περιφερείας κατὰ χορδὰς δοϑέντων μηκῶν. 


᾿Ανάλογος λύσις πρὸς τὴν τοῦ προηγουμένου προβλήματος. 
Πρόβλημα 229--11 


888. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος, τέμνουσα δοϑεῖσαν 
περιφέρειαν κατὰ χορδὴν παράλληλον καὶ ἴσην πρὸς δοϑὲν τμῆμα. 


Προόβλημα 2283--111 


8890. Νὰ γραφῦ περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο δοϑέντων σημείων 
Α καὶ Β καὶ τέμνουσα περιφέρειαν (Γ) κατὰ χορδὴν παράλληλον δοθϑεί- 
σης εὐθείας ΧΥ͂. 


Τὸ κέντρον Ο τῆς ζητουμένης θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς εἰς τὸ μέ- 
σον τῆς ΑΒ καθέτου καὶ ἐπὶ τῆς ἐκ τοῦ Γ καθέτου ἐπὶ τὴν ΧΥ͂. 
Πρόβλημα 2298--1 


890. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ σημείου Α καὶ τέμνουσα 
δύο δοϑείσας περιφερείας (Β), (ΓῚ κατὰ χορδὰς παραλλήλους πρὸς δύο 
δοϑείσας εὐθείας ΧΥ καὶ ΧΎ᾽, ἀντιστοίχως. 


«00 


Τὸ κέντρον Ο τῆς ζητουμένης περιφερείας εἶναι ἡ τομὴ τῶν 
ἐκ τῶν Β καὶ Γ καθέτων ἐπὶ τὰς ΧΥ καὶ Χ΄Υ΄ εὐθείας, ἀντιστοίχως. 


Πρόβλημα 2294 


891. Νὰ ἀχϑὺ τέμνουσα ΛΜΝ τῶν πλευρῶν τριγώνον ΑΒΓ τοιαύτη, 
ὥστε ΔΝ -Ξ ΜΝ --ἀ δοϑέν. 


Θεωρήσωμεν τὸ ἀντίθετον προρληβα (8 213). 

Λαμβάνομεν ἐπ’ εὐθείας Λ΄Ν΄ τμήματα ΔΛ᾽ Μ΄ΞΞ Μ΄Ν΄Ξ:λ καὶ διὰ 
τῶν σημείων Λ΄, Μ΄, Ν΄ φέρομεν τρεῖς 
εὐθείας εἰς τρόπον, ὥστε νὰ σχηματι- 
σθῇ τρίγωνον Α'Β΄Γ΄ ἴσον πρὸς τὸ δο- 
θὲν ΑΒΓ. Πρὸς τοῦτο, κατασκευάζομεν 
τὰ κυκλικὰ τόξα ΛΑ΄ Μ’ καὶ Μ΄Β΄Ν΄, 
μὲ ἀντιστοίχους ἐγγεγραμμένας γωνίας 
εἰς αὐτὰ τὴν γωνίαν Α τοῦ τριγώνου 
ΑΒΓ καὶ τὴν παραπληρωματικὴν τῆς 
γωνίας Β αὐτοῦ, καὶ διὰ τοῦ σημείου 
Μ΄’ φέρομεν τέμνουσαν Α΄ Μ'Β΄ τῶν 
δύο περιφερειῶν ἴσην πρὸς τὴν ΑΒ 
(8 878). 

Τὸ τρίγωνον Α΄Β΄Γ΄ εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ ΑΒΓ καὶ δὲν μένει παρὰ νὰ μετα- 
Σχ. 836. φέρωμεν τὸ τρίγωνον ΑΒΓ’ ἐπὶ τοῦ 

ΤΩ Αἱ θέσεις τῶν Λ᾿, Μ΄, Ν΄ ἐπὶ τῶν 
πλευρῶν τοῦ ΑΒΓ ὁρίζουν τὴν ζητουμένην τέμνουσαν. 


Πρόβλημα 384--1 
892. ΕῤΠς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ νὰ ἐγγραφῇ ἄλλο ἴσον πρὸς δοϑὲν 


Θεωροῦμεν τὸ ἀντίθετον πρόβλημα καὶ ἐργαζόμεθα ὡς καὶ 
προηγουμένως. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8 215). 


Προόβλημα 2256 


8098, Δίδονται δύο σημεῖα Α καὶ Β ἐπὶ περιφερείας καὶ σταϑερὰ 
διάμετρος ΕΖ αὑτῆς. Ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ τρίτον σημεῖον Γ΄ ἐπὶ τῆς πε- 
ριφερείας εἰς τρόπον, ὥστε αἱ εὐθεῖαι ΓΑ καὶ ΓΒ νὰ ὁρίζουν ἐπὶ τῆς 
διαμέτρον τμῆμα ΜΝ δοθέντος μήχους. 


(Βλ. λέϑοδοι, 5. 101). 
Πρόβλημα 226 


894. Δίδονται δύο σημεῖα Α καὶ Β ἐπὶ περιφερείας (Ο) καὶ σταϑερὰ 
διώμετρος ΕΖ αὐτῆς. Νὰ ὁὀρισϑῇ ἐπὶ τῆς περιφερείας τρίτον σημεῖον Γ 
τοιοῦτον, ὥστε αἱ εὐθεῖαι ΓΑ, ΓΒ νὰ ὁρίζουν ἐπὶ τῆς σταϑερᾶς δια- 
μέτρον τμήματα, ἑκατέρωθεν τοῦ Ο, ΟΜ καὶ ΟΝ ἴσα. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 102). 

Εἰς τὰ δύο τελευταῖα προβλήματα δυνάμεθα νὰ ἐφαρμόσωμεν 
καὶ τὴν ἀλγεβρικὴν μέθοδον (88 330, 331). Χρησιμοποιοῦντες δὲ 


τὴν σχέσιν τοῦ Βετπιαῖ (δ 1329), θὰ ἠδυνάμεθα νὰ λύσωμεν καὶ 
ἄλλα προβλήματα ἀνάλογα πρὸς αὐτά. 
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Θεώρημα 226-- 


8965. "Ἔστωσαν Μ͵ Ν δύο σημεῖα συμμετρικὰ ἀλλήλων πρὺς τὸ κέν- 
τρον περιφερείας (Ο) καὶ Γ΄ σημεῖον τυχὸν τῆς περιφερείας. Αἱ εὐϑεῖαι 
ΓΝ, ΓΟ, ΓΝ τέμνουν τὴν περιφέρειαν εἰς τὰ Α, Τ καὶ Β. Δείξατε, ὅτι 
αἱ εὐθεῖαι ΑΒ καὶ ἡ ἐφαπτομένη τῆς περιφερείας εἰς Τ' τέμνονται ἐπὶ 
τῆς ΜΝ. 


Ἡ παράλληλος ΒΗ πρὸς τὴν διάμετρον διαιρεῖται εἰς τὸ ἱ ὑπὸ 
τῆς Ὁ εἰς δύο τρήματα 
σα’ ἐπίσης, ποὺς "ςς 
τῆς ἐκ τοῦ Ο καθέτου λ- ἜΞΝ Ξ 
ἐπὶ τὴν ΑΒ διαιρεῖ αὐ- ἐξ σϑιν, ΒΝ 
τὴν εἰς δύο τμήματα ἴσα. , κι ὡδὶ 
Εἶναι ἑπομένως ἡ [ΙΚ Γ, ὖ : 
παράλληλος πρὸς τὴν ] 
ΑΜ, ἡ γωνία [ΚΒ ἴση [ ᾿ 
πρὸς τὴν ΜΑΒ ἢ ΓΤΒ δγπτμ 
καὶ τὸ τετράπλευρον ᾿ ᾿ 


ΙΚΤΒ ἐγγράψιμον. Κατ᾽ 
ἀκολουθίαν 


γωνία [Τ|{ΞΞΚΒΊΞΞΙΘΟ, Ἕ | 7 
δηλ. καὶ τὸ τετράπλευ- Ν 27 “ 
ρον ΟΚΤΘ εἶναι ἐγγρά- Πῖξς σον τ 


Ψψιμον καὶ ἄρα 


΄ἢΝ- ΄“.- 
ΟΚΘ -- 909. -- ΟοΤΘ. 
Ἤτοι, ἡ συνδέουσα εὐθεῖα τὸ σημεῖον Θ, τομῆς τῆς ΜΝ καὶ 
ΑΒ, μετὰ τοῦ Τ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα ΟΤ ἢ ἐφαπτομένη 
τῆς περιφερείας (0). 


Θεώρημα 2296--11 


896 α. Τοὺς ὁρισμὸν ἑνὸς σημείου Γ΄ τοιούτον, ὥστε αἱ συνδέουσαι 
αὐτὸ εὐθεῖαι μετὰ τῶν ἃ καὶ Β νὰ τέμνουν δοϑεῖσαν διάμετρον κατὰ 
σημεῖα συμμετοικὰ πρὸς τὸ κέντρον Ο, ἀρκεῖ νὰ ἀχϑῇ ἡ εὐϑεῖα ΑΒΘ, 
ἢ ἐφαπτομένη ΘΤ᾽ καὶ ἡ διάμετρος ΤΟΙ. 

Εἶναι ἡ κατασκευὴ τῶν Οδοτρε8 Εἰτὶ (Ργοδιέγγιε8 ἀὲ Οέομιέίνὶ 
Απαϊνεϊφιιθ) καὶ 1)εϑθονεβ (Ομεϑέΐοηθ 6 Οδογιέίγιο, 2α ἔκδ., σ. σ. 
187, 188.---ἸΧ). 

Μία λύσις τοῦ ἀνωτέρω προβλήματος δίδεται καὶ διὰ τῆς θεω- 
ρίας τῶν πόλων καὶ πολικῶν (Ἰγαϊίέ 46 Οδονηδίνιο, Ἐουσδέ εἰ (οπι)ε- 
τοῦβθε, 7η ἔκδ., π᾿ 347, σ, 244). 


Πρόβλημα 226-- 11] 


8966 α. Πρόβλημα 894, ἀντικαϑιστῶντες τὴν διάμετρον διὰ χορδῆς 
καὶ τοῦ μέσου της. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 5. 274). 

β. “Ἴδιον πρόβλημα: ἢ δοϑεῖσα εὐθεία ἘΖ εἶναι. τυχοῦσα καὶ τὸ Ο 
τυχὸν σημεῖον ἐπ᾽ αὐτῆς. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 276). 

Γεωμετρία 98 
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Τωνίαι 


897. Τὰ προτιθέμενα προβλήματα δύνανται νὰ διαιρεθοῦν εἰς 
τρεῖς κυρίας κατηγορίας. 

α) Διαέρεσις γωνιῶν. Ἢ κατηγορία αὕτη περιλαμβάνει πάντα τὰ 
προβλήματα, εἰς τὰ ὁποῖα ἀπαιτεῖται ἡ ἀγωγὴ τῆς διχοτόμου δο- 
θείσης γωνίας (88 898, 899) καὶ ἡ διαίρεσις τόξου εἰς τρία ἴσα 
μέρη (88 910, 912). 

β) Κατασκευὴ γωνίας ἴσης πρὸς δοϑεῖσαν, Εἰς ταύτην τοποθετοῦνται 
ἐκεῖνα εἰς τὰ ὁποῖα ζητεῖται, ὅπως δύο ἢ τρία δοθέντα εὐθύ- 
γόνα ΡΣ φαίνωνται ὑπὸ ἴσας γωνίας (85 902, 903, 904, 

κλπ.). 


Υ) Εἰς μερικὰς ἀσκήσεις σπουδάζεται ἡ μεταβολὴ μιᾶς γωνίας 
τῆς ὁποίας ἢ χορυνὴ μετακινεῖται, ἢ τῆς ὁποίας αἱ πλευραὶ μετα- 
βάλλονται καθ᾽ ὡρισμένον νόμον (88 923, 924, 929). 

Διὰ τὴν λύσιν τῶν προβλημάτων τῶν δύο τελευταίων κατηγο-- 
ριῶν βοηθούμεθα κυρίως ὑπὸ τοῦ κυκλικοῦ τόξον μὲ δοϑεῖσαν ἐγγε- 
γραμμένην γωνίαν εἰς αὐτὸ (88 904, 907, 919, 921, 924, 926) καὶ τῆς 
μεθόδου διὰ διπλασιασμοῦ ἢ ουμιμετρίας (588 902, 914, 915, 925). 


Πρόβλημα 227 


898. Δίδεται ἣ ὀιχοτόμος καὶ μία τῶν πλευρῶν γωνίας καὶ ζητεῖται 
νὰ χατασκευασθῇ ἧ ἄλλη πλευρά, ἂν αἱ δύο πρῶται εὐϑεῖαι τέμνωνται 
ἐκτὸς τοῦ χάρτου σχεδιάσεως. 

Λαμβάνομεν τὰ συμμετικὰ ὡς πρὸς τὴν διχοτόμον δύο σημείων 
τῆς δοθείσης πλευρᾶς κλπ. 


Πρόβλημα 327-- 


898 α. Νὰ διαιρεθῇ δοθεῖσα γωνία Α εἰς δύο μέρη ἴσα ἄνεν τῆς 
χρήσεως τοῦ διαβήτου. 

Τῇ βοηθείᾳ ἑνὸς κανόνος μὲ ἴσας διαιρέσεις ἐπ᾽ αὐτοῦ, λαμ- 
βάνομεν ἀπὸ τῆς κορυφῆς Α καὶ ἐπὶ τῶν πλευρῶν τμήματα 
ΑΒ ΞΞΑΓ, ΑΒ΄ Ξ- ΑΓγΓ΄. Ἢ εὐθεῖα ἡ συνδέουσα τὴν κορυφὴν Α 
μετὰ τοῦ ᾿ϑημείου τομῆς Ο τῶν ΒΓ’ καὶ ΓΒ΄ εἶναι ἡ διχοτόμος 
τῆς γωνίας ΒΑΓ. 


Πρόβλημα 327-- 


8909. δοθέντος τριγώνου, νὰ κατασκευασϑῇ ἡ συμμετρικὴ αὐθεῖα «τῆς 
διαμέσον ὡς πρὸς τὴν ἐκ τῆς αὐτῆς κορυφῆς μιγσεῦμον: 

"Ἔστω ΑΜ-Ε ΒΜ. 

᾿Αρκεῖ νὰ λάβωμεν ΓΒ΄ΞΞΓΒ, ΓΑΞΓΓΑ καὶ νὰ φέρωμεν τὴν 
ουνδέουσαν τὴν κορυφὴν Γ μετὰ τοῦ μέσου Μ΄ τῆς Α'Β'. Αἱ εὐ- 
θεῖαι ΓΜ, ΓΜ’ εἶναι ἴσον κεκλιμέναι πρὸς τὴν διχοτόμον ΓΙ. 
(Βλ. ἐπμ. ὃ 1229, []}. 


899θα. Σημείωσις. Ἢ εὐθεῖα ΓΜ’, ἀρχικῶς ὀνομασθεῖσα ἀντι- 
παράλληλος διάμεσος ὑπὸ τοῦ Ι,επιοΐπο, εἶναι σήμερον γνωστὴ ὑπὸ 
τὸ ὄνομα συμμεεροδιάμεσος (ϑγτιέάίαηε), τὸ ὁποῖον τῆς προσέδωσε ὁ 
Μ. ὈΟσαξπε (Ν.Α. (1883), σ. σ. 450, 459’ (1883) σ. 25’ (1885) σ. 360). 
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ὋὉ Ιεποῖπε, ἀπὸ τοῦ 1873, ὑπέδειξε πολλὰς ἰδιότητας τοῦ κοι- 
νοῦ σημείου τῶν συμμετροδιαμέσων ἑνὸς τριγώνου καὶ αἱ παρα- 
τηρήσεις αὐταὶ δύνανται νὰ 
θεωρηθοῦν ὡς ἡ ἀπαρχὴ τῶν 
ἐρευνῶν, αἵτινες ὡδήγησαν 
εἰς τὴν δημιουργίαν τῆς 7] ω- 
Μδερίας τοῦ Τριγώνον. (Βλ. ἐπμ., 
85 2330, 2352). 

Ὃ Μ. ἀ Οςακπηε ἐπίσης ἐπε- 
δόθη ἰδιαιτέρως εἰς τὴν σπου- 
δὴν τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 


Πρόβλημα 328 


900. "Ἐκ δοϑέντος σημείου αὶ ἊΝ 
νὰ ἀχϑῇ εὐδεῖα τέμνουσα δοϑε - Ν 
σαν ἄλλην κατὰ δοθεῖσαν γω- ὃ: 
νίαν φ. ν 


' 

Εἰς τὸ τυχὸν σημεῖον τῆς ἂν 
δοθείσης εὐθείας Η. καινρυῖμες 5 
ἔν γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν δο- Σχ. δι8 

εἶσαν καὶ ἔχουσαν μίαν πλευ- 

ρὰν ἐπὶ τῆς εὐθείας. Ἢ ἐκ τοῦ Α παράλληλος πρὸς τὴν ἑτέραν 
πλευρὰν τῆς γωνίας εἶναι ἡ ζητουμένη. 

Ὑπάρχουν δύο λύσεις. 


Πρόβλημα 428--] 


ΘΟΙ. Δίδονται εὐδεῖα ΧΥ καὶ δύο σημεῖα Α καὶ Β ἐκτὸς αὐτῆς. 
Νὰ εὑρεθῇ σημεῖο Γ᾽ ἐπὶ τῆς εὐθείας τοιοῦτον, ὥστε μία τῶν διαμέ- 
σὼν τοῦ τριγώνου ΑΓΒ νὰ τέμνῃ τὴν εὐ- 
ϑεῖαν κατα δοθεῖσαν γωνίαν. 


α) Διὰ τὴν διάμεσον ΔΓ, ἀρκεῖ νὰ 
ἀχθῇ διὰ τοῦ μέσου Δ τῆς ΑΒ ἡ εὐθεῖα 
ΔΙῚ κατὰ τὴν γωνίαν α πρὸς τὴν ΧΥ͂, 

β) Αν ἡ διάμεσος ἄγεται ἐκ μιᾶς 
τῶν ἄλλων κορυφῶν, λ. χ. τῆς Α, φέρο- 
μὲν ἐκ τοῦ Α τὴν ΑΖ κατὰ τὴν δοθεῖ- 
σαν γωνίαν πρὸς τὴν ΧΥ καὶ τέβνομεν 
αὐτὴν εἰς τὸ Μ ὑπὸ τῆς εὐθείας ΘΜ, ἐ 2 , 
παραλλήλου πρὸς τὴν ΧΥ καὶ εἰς ἀποστάσεις ἀτ αὐτῆς καὶ τοῦ 
σημείου Β ἴοας. Ἢ ΒΜ τέμνει τὴν ΧΥ͂ 
εἰς τὸ ζητούμενον σημεῖον Γ. 


Πρόβλημα 328--Π 


ΘΟΞ. Δύο τοῖχοι ΟΓ, ΟΔ σχηματίξζουν 
πρὸς ἀλλήλους γωνίαν τυχοῦσαν, δύο δὲ 
ἄτομα Α καὶ Β εἶναι ἐστραμμένα πρὸς 
αὐτούς. Εἰς ποῖα σημεῖα τῶν δύο τοίχων 
πρέπει νὰ τοποθετηϑοῦν δύο κάτοπτρα 
Ἐ, Ζ, ἵνα καταστῇ δυνατὸν τὰ δύο ταῦτα 
ἄτομα νὰ ἀλληλοβλέπωνται ; 

Ἔστωσαν Α’ καὶ Β’ τὰ συμμετρικὰ τῶν σημείων Α καὶ Β 
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πρὸς τοὺς δύο τοίχους ἀντιστοίχως" αἱ τομαὶ τῶν ΟΓ καὶ ΟΔ 
μετὰ τῆς Α΄Β΄ εὐθείας καθορίζουν τὰ ζητούμενα σημεῖα. 
᾿Επειδὴ αἱ γωνίαι ι εἶναι ἴσαι πρὸς ἀλλήλας, ὡς καὶ αἱ ρ, καὶ 
"πὸ ἐνως ἡ τεθλασμένη γραμμὴ ΑΕΖΒ εἶναι πορεία ὀπτικῆς 
κτῖνος. 


Προόβλημα 228--1Π1 
908, Δοϑέντος ἑνὸς τυχόντος τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, νὰ εὑρεϑοῦν τὰ 


᾿ σημεῖα τῆς περιμέτρου του, ἐκ τῶν ὁποίων δύο 
Δ ἀπέναντι πλευραί, αἱ ΑΔ καὶ ΓΒ λ. χ., φαίνονται 
εἰς ὑπὸ τὴν αὐτὴν γωνίαν. 

Διὰ νὰ λάβωμεν τὸ ἐπὶ τῆς ΑΒ κείμε- 
γον, ὁρίζομεν τὸ σημεῖον Γ΄, συμμετρικὸν 
τοῦ Γ πρὸς τὴν ΑΒ, καὶ φέρομεν τὴν εὐθεῖαν 
ΔΓ΄, Ἢ τομὴ τῆς Ε μετὰ τῆς ΑΒ εἶναι τὸ 
ζητούμενον σημεῖον. 

Τελείως ὁμοίως ὁρίζεται καὶ τὸ σημεῖον 
Ζ ἐπὶ τῆς ΔΓ. 


Ψ Πρόβλημα 220 
ΘΟ΄. Νὰ εὑρεϑῇ σημεῖον, ἐξ οὗ αἱ τρεῖς πλευν- 
ραὶ τριγώνον φαίνονται ὑπὸ τὴν αὐτὴν γωνίαν. 


"Ἔστω Ο τὸ σημεῖον αὐτό. 
᾿Αφοῦ αἱ τρεῖς περὶ τὸ Ο γωνίαι εἶναι ἴσαι, 
Α 


Σι. 941. 


ἑκάστη τούτων θὰ εἶναι ἴση πρὸς τὰ Ξ μιᾶς 


ὀρθῆς γωνίας. ᾿Επομένως, τὸ σημεῖον Ο εἵναι ἡ 
τομὴ δύο κυκλικῶν τόξων, διερχομένων διὰ δύο 
κορυφῶν τοῦ τριγῴνου ἕκαστον καὶ μὲ ἐγγεγραμ- 
μένην γωνίαν εἰς αὐτὸ ἴσην πρὸς 1209. 

τ Βλ. καὶ προηγούμενον θέμα (8 754). 


Πρόβλημα 22696--Ἰ1 
906. Νὰ εὑρεθῇ σημεῖον, ἐξ οὗ αἱ πλευραὶ ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ δοϑέντος 
τοιγώνου ΑΒΓ νὰ φαίνωνται ὑπὸ δοϑείσας γωνίας μ, ν, ο ἀντιστοίχως. 


α) ᾿Εἀν τὸ σημεῖον πρέπει νὰ εἶναι ἐσωτερικὸν τοῦ τριγώνου, 
θὰ ἔχωμεν μ-ν-Ἐρ-Ξ- 4 ὀρθαὶ γωνίαι καὶ ἐπόμενος θὰ' ταυτίζε- 
ται πρὸς τὴν τομὴν Ο τῶν τόξων (Α, Β, μ) καὶ (Β, Γ, ν)" ἐπειδὴ 


Σι. 542. 


΄ὖΝ 
κατ᾽ ἀνάγκην θὰ εἶναι τότε ΑΟΓ --ρ. 
β) ᾽Εὰν τὸ σημεῖον εἶναι ἐξωτερικόν, μία τῶν γωνιῶν θὰ εἶναι 
τὸ ἄθροισμα τῶν δύο ἄλλων’ ἡ κατασκευὴ μένει ἡ ἰδία. 


Πρόβλημα τοῦ Βτοεανά 320--.1 


906. Νὰ εὑρεϑῇ εἰς τὸ ἐσωτερικὸν ἑνὸς τριγώνου ΑΒΓ παλτὸν 
Ὁ τοιοῦτον, ὥστε αἱ γωνίαι ΟΑΒ, ΟΒΙ", ΟΥΑ νὰ εἶναι ἴσαι (Ν, Α., 
1875, σ. 192, ζτμ. 1166, ΗΠ. Βτοοατά" λύσις ὑπὸ Ομαάα, σ. 266). 


πὶ τῶν πλευρῶν α, β, γΥ τοῦ τριγώνου γράφομεν τόξα μὲ ἐγ- 
σι ὌΝ 
γεγραμμένας γωνίας εἰς αὐτὰ Γ, Α, Β, ἀντιστοίχως. 
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1) Τὰ τόξα ταῦτα τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ο, ἐπειδὴ 
τὸ ἄθροισμἀά των εἶναι 36ῦ., 

2) Ἢ γωνία ΟΑΒ -- ΟΒΓ, ὡς ἔχουσαι τὸ αὐτὸ μέτρον, τὸ ἥμισυ 
τοῦ τόξου ΟΒ' ἐπειδὴ τὸ τόξον ΑΟΒ ἐφάπτεται τῆς ΒΓ. ᾿Επίσης 
γῶν. ΟΒΓ -Ξ ΟΓΑ, ὡς μετρούμεναι ὑπὸ τοῦ ἡμίσεος τοῦ τόξου Οἵ. 


Παρατηρήσεις. 1) Λαμβάνομεν μίαν δευτέραν λύσιν τοῦ προβλή- 
ματος γράφοντες τὰ τόξα ΑΟἜ, ΒΟΎΊΤ, ΓΟ΄Α, ἐφαπτόμενα τῶν 
πλευρῶν β, γ, α, ἀντιστοίχως. 


δ 


ΠΕΣ ΑΕ δεν τ 


Σ᾿. δ,3. 


2) ΑἹ περιφέρειαι, αἱ διερχόμεναι διὰ δύο κορυφῶν τριγώνου 
καὶ ἐφαπτόμεναι μιἱἰᾶς τῶν ἄλλων πλευρῶν καλοῦνται ἐπισυνημ- 
μέναι [αἀ)οϊηί68) περιφέρειαι (59). 

3) Τὰ σημεῖα Ο καὶ Ο᾽ ὀνομάζονται σημεῖα τοῦ Βνοοαγὰ. 

907. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω ζήτημα, προταθὲν εἰς τὰ Νοιιν. 
Ἀππαῖοϑ τὸ 1875, ὑπῆρξεν ἡ ἀπαρχὴ πολλῶν καὶ ἀξιολόγων ἐργα- 
σιῶν καὶ αἵτινες, μετὰ τῶν ἀναφερομένων εἰς τὸ σημεῖον καὶ τοὺς 
κύκλους τοῦ [«πιοὶπὸ (ἴὶ. Α. 1872, σ. 364) ἀποτελοῦν τὰς δύο κυ- 
ρίας πηγὰς τῆς Γεωμετρίας τοῦ Τριγώνον. 


Πρόβλημα τοῦ Χάρτον 230 


908. Δοθέντων τριῶν σημείων Α, Β,Γ, 
νὰ εὑρεθῇ τέταρτον, ἀπὸ τοῦ ὁποίου τὰ 
τμήματα ΑΒ καὶ ΒΓ' νὰ φαίνωνται ὑπὸ 
δοϑείσας γωνίας ἡ καὶ σ. 


'Ἑκατέρωθεν τοῦ ἱμήματος ΑΒ γρά- 
φομὲεν τὰ τόα ΑΔΖΒ καὶ ΑΘΕΒ μὲ 
ἐγγεγραμμένας γωνίας εἰς αὐτὰ ἴσας 
πρὸς ἰὼ ὁμοίως καὶ τὰ τόξα ΒΔΗΓ καὶ 
ΒΕΜΓ μὲ ἐγγεγραμμένας γωνίας ἴσας 
πρὸς ο. Τὰ κοινὰ σημεία Δ καὶ Ε τῶν 
γραμμῶν αὐτῶν εἶναι τὰ ζητούμενα σημεῖα. 


δ0. Σημ. Μετ. δὲν ἀνεύρομεν καταλληλότερον ὅρον δὶς τὴν ᾽Ελλη- 
γιχήν. 
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909. Σημείωσις. Η Τὸ πρόβλημα τοῦ Χάρτουν ἀποδίδεται εἰς τὸν 
Τοτ]ν ποῖ, ὅστις τὸ ἐδημοσίευσε εἰς τὰ Ἀϊέγηιοϊ»ο8. ὧδ ᾿᾿Αεραάένηῖς τὸ 
1692, ἂν καὶ οἱ “Ἄγγλοι ἀξιοῦν τὴν προτεραιότητα διὰ τοῦ συμ- 
πατριώτου τῶν 7ομη (0]11π8, τοῦ ὁποίου ἡ λύσις εὑρίσκεται εἰς τὰ 
Τι"απεοαοίϊογϑ Ριὶϊοϑορ)ιίφιι5, 1671. 

Τοῦ προβλήματος τούτου ἐπελήφθη τὸ 1624 ὁ ϑπε!!ίωϑ εἰς τὸ 
ἔργον του Εναίοϑίδενηοα δαίαυιιϑ᾽ ὑποδεικνύει τὴν χρησιμοποίησιν δύο 
κυκλικῶν τόξων, πρὸς προσδιορισμὸν τοῦ τετάρτου σημείου, ὅταν 
εἶναι γνωσταὶ αἱ ἀποστάσεις τῶν τριῶν ἄλλων σημείων ἀπ᾽ ἀλ- 
λήλων (Ν,. Α. 1857’ Πει οἰϊη, σι 89: Μαιμοϑὶα, 1884, σ. 64). 

Τέλος, λύσιν τοῦ προβλήματος κομψὴν δίδει καὶ ἡ Τριγώνομε- 
τρία (Τνϊροπονιόϊ "6 ὑπὸ Ε΄, 1., πὸ 92). 

2) Ὃ 0. ΒεΙαυϊεὶς ὑποδεικνύε: τὴν ἀκόλουθον, πολὺ ἁπλῆν κα- 
τασκευὴν (Σχ. 545): 

Σχηματίζομεν τὰς γωνίας ΒΓΖ -ερ, ΒΑΖ -Ξσ φέρομεν τὴν ΒΖ, 
καθὼς καὶ τὰς εὐθείας ΑΔ, ΓΔ κατὰ γωνίας ΒΑΔ -- ΒΖΓ καὶ 
ΒΓΔ -- ΒΖΑ. Τὰ τρίγωνα ΑΒΔ καὶ ΒΓΔ εἶναι ὅμοια πρὸς τὰ 


΄ς ΄“Ἵ 
ΒΓΖ καὶ ΒΑΖ, ἀντιστοίχως, καὶ ἑπομένως ΑΔΒ -Ξρ, ΒΔΓ -Ξ:σ. 
Ἡ κατασκευὴ αὕτη ἀπορρέεις ἐκ τῆς Μεϑόδου τῶν ἰσοδυναμιῶν. 
Κατ' αὐτὴν «θεωροῦμεν εὐθύγραμμα 
Δ τμήματα ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου. ᾿Ακολού- 
θως, παριστῶντες αὐτὰ διὰ συμβόλων 
καταλλήλων, ὥστε νὰ ὑποδηλοῦνται δι᾿ 
αὐτῶν τὰ μεγέθη καὶ αἱ διευθύνσεις 
των, καὶ ἀναζητοῦντες τὴν ἔκφρασιν 
τῶν γεωμετρικῶν σχέσεων, τῶν συν- 
δεουσῶν πρὸς ἄλληλα τὰ διάφορα μέρη 
τῶν σχημάτων τοῦ ἐπιπέδου, δημιουρ- 
γοῦμεν οὕτω ἕνα Λογισμὸν (Λογισμὸς 
τῶν ἰσοδυναμιῶν (ξᾳυϊροϊεπος) καὶ τοῦ 
ὁποίου οἱ κανόνες εἶναι οἱ ἴδιοι 
μὲ ἐκείνους τοῦ συνήθους ἀλγεβρικοῦ 
ογισμοῦ. Κατὰ τὸν τρόπον αὐτὸν εὐ- 
ρισκόμεθα κάτοχοι ἑνὸς ἀναλυτικοῦ ὁρ- 
γάνου εὐχειρίστου καὶ τοῦ ὁποίου ἡ 
ἐφαρμογὴ εἶναι γενικωτάτη ἐπὶ παν- 
τὸς θέματος τῆς ἐπιπέδου Γεωμετρίας». 
ἢ (Εμροϑι ον ἀ6 ἰα πιέϊμοας ἀ68 ὀἐφμίροὶ- 
ἰοηοθ ὑπὸ Οἰυβίο Βεϊ]ανὶτὶβ, μετφρ. Ὁ. - Α. [ναἰδαπε). 


Πρόβλημα 231 


910. Νὰ διαιρεθῇ ὀρϑὴ γωνία εἰς τρία 
ἴσα μέρη. 


Μὲ κέντρον τὴν κορυφὴν Α καὶ ἀκτῖνα 
τυχοῦσαν γράφομεν περιφέρειαν τέμνου- 
οαν τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας εἰς Β καὶ Γ. 
Τὰ ἐντὸς τῆς γωνίας σημεῖα τομῆς Δ, Ε 
τῆς περιφερείας αὐτῆς καὶ τῶν περιφε- 

Σὰ. ὑδύ. ρειῶν μὲ κεπρα τὰ καὶ Γ καὶ ἀκτῖνα 
τὴν ἰδίαν, ὁρίζουν τρεῖς γωνίας ΕΑΒ, 
ἘΑΔ καὶ ΔΑΓ ἴοας. 
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᾿Ἐπειδὴ τὰ τρίγωνα ΑΒΔ καὶ ΓΑΕ εἶναι ἰσόπλευρα καὶ ἐπομέ- 
΄΄- ΄. 
νως ΓΑΔΈΞΕΑΒ -Ξ- 309. 


Σημείωσες. Τὸ πρόβλημα τῆς τριχοτομήσεως μιὰς τυχούσης γωνία, 
ἀποδεικνύεται ἀδύνατον, διὰ τῆς χρήσεως τοῦ κανόνος καὶ, διαβήτου 
μόνον (βλ. 8 501). 

Τὸ ἥμισυ τῆς γωνίας ΓΑΔ εἶναι τὸ τρίτον γωνίας 450, 


Πρόβλημα 232 


912. Διὰ σημείου Β δοϑέντος ἐπὶ διαμέτρου ΑΓ' περιφερείας (0), νὰ 
πὰς χορδὴ ΔΒΕ τοιαύτη, ὥστε τὸ τόξον ΓῈ νὰ εἶναι τριπλ΄σιον τοῦ 
τόξου ΑΔ. 


"ἙἝστω τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ΔΟΖ ἡ διάμετρος διὰ τοῦ 
Δ. Θὰ ἔχωμεν 


1. σ- 


τ ΣΕ 
᾿ "Ἀλλ᾽ ἡ γωνία Δ ἔχει ὡς μέτρον 
- 1ὲ καὶ γων. ΒΟΔ --Ξ ΓΟΖ, ἥτις ἔχει 


- σ-- 1 ον 
ΓΖ ΑΔΕ ΓΕ - 


“- 1 .σ- 
ὡς μέτρον τὸ τόξον ΓΖ-Ξ --- ΖΕ’ ἄρα 


Σχ. 547, 


ων. ΒΟΔ -- ΒΔΟ, δηλ. τὸ τρίγωνον 
ΟΔ εἶναι ἰσοσκελές. ᾿Επομένως : 

Μὲ κέντρον τὸ Β καὶ ἀκτῖνα ΒΟ γράφομεν περιφέρειαν καὶ ἐκ 
τοῦ σημείου τομῆς Δ αὐτῆς καὶ τῆς δοθείσης φέρομεν τὴν ΔΒΕ 
χορδήν, ἥτις εἶναι ἡ ζητουμένη. 

Παρατήρηοις. Θὰ πρέπει ΟΒ » ΑΒ. Τὸ σημεῖον Δ΄ δίδει μίαν 
δευτέραν λύσιν. 


Πρόβλημα 282--1 
912, Τὸ ἴδιον ζήτημα ἀλλὰ τὸ δοθὲν σημεῖον εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς 
προεκτάσεως τῆς διαμέτρου. 


Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν θὰ πρέπει νὰ θεωρήσωμεν τὸ ση- 
μεῖον ἱ, κοινὸν τῆς δοθείοης περιφθορείας (Ο) καὶ τῆς ἐχούσης κέν- 
τρον Θ καὶ ἀκτῖνα τὴν ἰδίαν μετὰ τῆς (Ο). 


Πράγματι, (8ο-- ϑῶι (ἀφοῦ τὸ. τρίγωνον [ΘΟ εἶναι ἰσοσκε- 
λὲς) ΞΞ ΓΙ. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου : 
-ςἬ 
ΙΘΟ -Ξ 3 
“Ὥστε: ἈΚ -- 3ΤΙ. 
Πρόβλημα 292--11 
918. Δίδονται τρίγωνον ΑΒΓ καὶ σημεῖον Δ ἐπὶ τῆς ΒΓ. Νὰ εὐροϑῇ 


σημεῖον Ο ἐπὶ τῆς ΑΔ ἐκ τοῦ ὁποίου τὰ τμήματα ΒΔ, καὶ 1'Δ νὰ φαί.- 
γωνται ὑπὸ τὴν αὐτὴν γωνίαν. 
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Ὃρίζομεν τὸ σημεῖον Γ΄, συμμετρικὸν τοῦ Γ πρὸς τὴν ΑΔ, καὶ 
φέρομεν τὴν ΒΓ΄Ο. 
Πρόβλημα 232-- 111 


9198 α. Δίδονται δύο τεμνόμεναι εὐϑεῖαι ΟΧ, ΟΥ̓ καὶ σημεῖον Μ. 
Ζητεῖται νὰ ἀχϑοῦν διὰ τοῦ σημείον δύο εὐθεῖαι ΜΑΒ, ΜΔΓ᾽ τοιαῦται, 
ὥστε ἡ γωνία τῶν νὰ εἶναι δοθεῖσα φῳ καὶ τὸ τετράπλευρον ΑΒΓΔ ἐγ- 
γράψιμον. 

"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον. ᾿Επειδὴ τὸ τετράπλευρον εἶναι 
ἐγγράψιμον, αἱ γωνίαι Β καὶ Δ εἶναι παραπληρωματικαὶ καὶ ἐπο- 
μένως αἱ ὀξεῖαι γωνίαι ΑΒΟ καὶ 
ΟΔΓ ἴσαι. ΑΙ εὐθεῖαι, ἄρα, ΜΒ, 
Μὰ συναντοῦν τὰς ΟΧ καὶ ΥΥ̓ ὑπὸ 
ἴσας γωνίας. 

᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ ἀχθῇ ἡ ΜΙ πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς 
γωνίας ΧΟΥ͂ καὶ νὰ φέρωμεν τὰς 
εὐθείας ΜΑΒ καὶ ΜΓΔ, κατὰ γω- 
νγίας πρὸς τὴν ΜΙ ἴσας πρὸς τὸ 
ἥμισυ τῆς γωνίας φ. 

Παρατήρησις. Ἢ παράλληλος ΜΚ 
πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας 
ΧΟΥ͂΄ παρέχει δευτέραν λύσιν. Διὰ 
τὸ πρῶτον μέρος, οἱ ἄξονες ΟΧ, ΟΥ̓ 
δύνανται νὰ εἶναι τυχόντες. 


9188. Σημείωσις. 1) Τῶν ἀξόνων 
ὄντων ὀρθογωνίων, ὁ τόπος τῶν κέν- 
τρων τῶν περιγεγραμμένων περιφε- 
ο. ὥν᾽ εἰς τὰ διάφορα τετράπλευρα, 
τὰ ἀνι στοιχοῦντὰα εἰς τὰς διαφό- 
ρους τιμὰς τῆς γωνίας Φ, εἶναι εὐ- 
θεῖα διὰ τοῦ κάθετος ἐπὶ τὴν 
διαγῶώνιον ΡΙ͂ τοῦ ὀρθογωνίου 
ΟΡΜΠ’ ἡ διαγώνιος αὕτη εἶναι ὁ 
κοινὸς δας ἄξων πασῶν τῶν περιγεγραμμένων περιφερειῶν. 

2) Ὁ τόπος τῶν κέντρων Ε, Ζ τῶν περιγεγρο ""ένων περιφε- 
ρειῶν (ἐστιγμένων εἰς τὸ σχῆμα), διὰ μίαν ὡρισμένην τιμὴν τῆς 
γωνίας Φ καὶ ὅταν τὸ σημεῖον Μ γράφῃ περιφέρειαν ἔχουσαν 
κέντρον τὸ Ο, ἀποτελεῖται ἐκ δύο ἴσων ἐλλείψεων, ἐχουσῶν τὸ Ο 
κοινὸν κέντρον καὶ τῶν ὁποίων οἱ ἄξονες διευθύνονται κατά τὰς 
διχοτόμους τῶν γωνιῶν τῶν εὐθειῶν ΧΧ΄, ΥΥ̓́΄. 


Πρόβλημα 838 

914. ᾿Επὶ δοθείσης εὐθείας ΧΥ νὰ ὁρισθῇ σημεῖον Γ τοιοῦτον, ὥστε 
αἱ ἐξ αὐτοῦ ἐφαπτόμεναι πρὸς δύο δοϑείσας περιφερείας (Α) καὶ (Β) νὰ 
σχηματίζουν ἴσας γωνίας μετὰ τῆς ΧΥ͂. 

(Βλ. Μέϑοδοι, ὃ 147). 

πρόβλημα 2898.-1 

916. Δίδονται εὐθεῖα ΧΥ καὶ δύο σημεῖα Α καὶ Β πρὸς τὸ αὐτὸ 

μέρος τῆς εὐθείας κείμενα. Νὰ εὑρεθῇ σημεῖον Γ ἐπὶ τῆ; ΧῪ τοιοῦτον 


΄Ἣῖ} “΄»-Ἐ 
ὥὧστε ΑΓΧΞΞΒΓΥ. 
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Ἡ λύαις εἶναι ἀπλουστάτη διὰ τῆς συμμετρίας (8 145). 
Πράγματι, ἡ ἐκ τοῦ σημείου Α ἐφαπτομένη πρὸς τὴν περιφέρειαν, 
τὴν ἔχουσαν κέντρον τὸ συμμετρικὸν 
Β΄ τοῦ σημείου Β8 πρὸς τὴν ΧΥ καὶ Α 
ἐφαπτομένην αὐτῆς, τέμνει τὴν ΧῪ 
κατὰ τὸ ζητούμενον σημεῖον. ᾿Επειδὴ 


γων. ΒΓΥ -- ΒΊΓΥ:Ξ- ΒΓΓΔ' -ῃ{ν 
ἑπομένως: 
γῶν. ΒΓῪ -- -Σ ΔΓῪ -- -Φ ΑΓΧ. 


Πρόβλημα 2895--Π| 


916. Τὰ ἴδια δεδομένα. Νὰ εὑρεθῇ σημεῖον Γ' ἐπὶ τῆς ΧΥ τοιοῦτον, 
ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν γωνιῶν ΑΓΧ καὶ ΒΓῪΥ νὰ εἶναι δοϑεῖσα γωνία 
φ. Ποῖον τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἀϑροίσματος αὐτοῦ ; 


Εἶναι τὸ Γ τὸ κοινὸν σημεῖον τῆς ΧΥ καὶ τοῦ τόξου (Α, Β, 1809---Φ). 

Τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἀθροίσματος φ ἀντιστοιχι:ῖΐ εἰς τὸ μέγιστον 
τοῦ παραπληρώματός του 1809 --- φ, δηλ. εἰς τὴν- μεγίστην γωνίαν 
ΑΓΒ, καὶ τοῦτο λαιιβάνεται ὅταν τὸ τόξον ΑΓΒ ἐφάπτεται τῆς 
ΧΥ. Ὑπάρχουν δύο λύσεις᾽ ἐν τούτοις, ἡ γραφὴ τοῦ τόξου αὐτοῦ 
ἀνάγεται εἰς τὰ προβλήματα τοῦ [Π| Βιβλίου. 


Πρόβλημα 338-- ΠῚ 


916 α. Δίδεται τρέγωνον ΑΒΓ καὶ σημεῖον ἀ ἐπὶ τῆς πλευρᾶς ΒΓ. 
Νὰ εὑρεϑῇ σημεῖον Ο ἐπὶ τῆς ΒΔ τοιοῦτον, ὥστε τὸ τμῆμα ΒΔ νὰ φαί- 
νεται ἐξ αὐτοῦ ὑπὸ γωνίαν διπλασίαν τῆς ΔΟΓ. 


'Ορίζομεν τὸ σημεῖον Γ΄, συβμεῖρικον τοῦ Γ πρὸς τὴν ΑΔ, 
γράφομεν περιφέρειαν μὲ κεγτρον ΄“ καὶ ἐφαπτομένην τῆς ΑΔ 
καὶ ϑέρομεν τὴν ἐφαπτομένην ΒΌ. 

᾿Εάν θεωρήσωμεν καὶ τὴν προέκτασιν τῆς ΑΔ, θὰ ἔχωμεν ἐν 
γένει δύο λύσεις. 


Πρόβλημα 2384 τῷ Ὁ τον ὡς 


Θ17. Νὰ εὑρεϑῇ ση- δ. -ς 
μεῖον ἐξ οὗ δύο δοϑεῖσαι ἐς ἐΘ σα Νῆδοςςς ῖ 
περιφέρειαι (Α) καὶ (Β) 
φαίνονται ὑπὸ δοϑεῖσαν 
γωνίαν. 


Δι' ἑκάστην τῶν δο- : 
θεισῶν περιφερειῶν, γγρά- : 
φομεν τὸν τόπον τῶν ᾿, 
σημείων ἐκ τῶν ὀποίων - 
ἡ πεῤιφέρεια αὕτη φαί- 
νεται ὑπὸ τὴν δοθεῖσαν 
γωνίαν (9 Ἴ ΑΙ δύο, 
ἐν γένει, τομαὶ τῶν τό- 
πων αὐτῶν εἶναι δύο 


σημεῖα Γ, Δ κατὰ τοὺς ὄρους τοῦ προβλήματος. 
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Παρατήρησις. Ἢ τέμνουσα ΜΙ ὁρίζει ἐπ’ αὐτῆς ἴσας χορδάς 
τῶν περιφερειῶν (Α) καὶ (Β). Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰς ΛΑΙ, 
ΜΙ καὶ ΚΑ τεμνούσας. (Βλ. ἐπμ. 5 1259 β, 2). 


πρόβλημα 3994--1 


918. Νὰ εὑρεϑῇ σημεῖον, ἐξ οὗ: τρεῖς ἴσαι περιφέρειαι φαίνονται ὑπὸ 
τὴν αὐτὴν γωνίαν. 


Εἶναι τὸ κέντρον τῆς περιφερείας τῆς διερχομένης διὰ τῶν 
κέντρων τῶν τριῶν δοθεισῶν περιφερειῶν. 


Παρατήρησις. ᾽Εὰν αἱ ἀκτῖνες εἶναι ἄνισοι, τὸ πρόβλημα ἀνήκει 
εἰςτὸ ΠΠ Βιβλίον. (Βλ. ἐπμ. 8 1359). βϑθλὴν ᾿ 


πρόβλημα 394--11 


9190. Δίδονται δύο ἴσαι περιφέρειαι (Α), (Β) καὶ σημεῖον Γ΄ ἐπὶ τῆς 
μιᾶς ἐξ αὐτῶν. Νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα ΜΝ, παράλληλος καὶ ἴση πρὸς τὴν ΑΒ, 
εἰς τρόπον, ὥστε ἡ γωνία ΜΓΝ νὰ ἔχῃ δοϑὲν μέγεϑος φ. 


Ὑποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον ἀγόμεθα εἰς τὴν ἀκόλου- 
θον κατασκευήν : 

Ἐπὶ τῆς ΔΕ, ἴσης καὶ ἘΒΡΒΛΑΥΣΕΡ τῆς ΑΒ, γράφομεν τόξον 

ΔΟΕ μὲ ἐγγεγραμμένην γωγίαν 

᾿ εἰς αὐτὸ ἴσην πρὸς φ καὶ ἐκτε- 

λοῦμεν μίαν παράλληλον μεταφο- 

ρὰν εἰς νι ρηγλα ὥστε τὸ τόξον 
τοῦτο νὰ διέλθῃ διὰ τοῦ Γ. 

Τὴν θέσιν τῆς ΜΝ ὁρίζομεν 
καὶ ἄλλως : 

στασκεθάξοιαν ΤΟΥΟΝΟΥ ΑἸΙΒ 
ἴσον πρὸς τὸ ΔΕ (Η τὸ κέντρον 
τοῦ τόξου ΔΟΕ). Τὸ τετράπλευ- 
ρον ἨΕΒΙ εἶναι παραλληλόγραμ- 
μον. ᾿Ακολούθως, μὲ κέντρον ἰ 
καὶ ἀκτῖνα [ΗΠ γράφομεν περιφέρειαν καὶ θεωροῦμεν τὴν τομὴν Κὶ 
αὐτῆς καὶ τῆς περιφερείας μὲ κέντρον Γ καὶ ἀκτῖνα ΔΗ. 

Τὸ σημεῖον Καὶ θὰ εἶναι ἡ νέα θέσις τοῦ κέντρου Η τοῦ τόξου 
ΔΟΕ (κατὰ τὴν ἀρθηγουξένην μεταφοράν), καὶ αἱ τομαὶ Μ, Ν, 
τῆς περιφερείας (Κ, ἈΓ) κἀὶ τῶν δοθεισῶν ὀὁρίζουν τὴν χορδὴν 
ΜΝ, ἴσην καὶ παράλληλον τῆς ΑΒ. 


Πρόβλημα 394--111 


9230. Δίδονται δύο ἴσα εὐθύγραμμα 
τμήματα ΑΒ, Α΄Β΄, καὶ ζητεῖται νὰ 
ἀχθῇ ἡ ΑΒ εἰς σύμπτωσιν πρὸς τὴν 
ΑΒ διὰ στροφῆς περὶ κατάλληλον καὶ 
ζητούμενον κέντρον. 

Φέρομεν τὰς εὐθείας ΑΑ΄ καὶ 
ΒΒ’, ὡς καὶ τὰς καθέτους εἰς τὰ 
μέσα τῶν ὁμωνύμων τμημάτων. Τὸ 
κοινὸν σημεῖον Γ τῶν καθέτων εἶναι τὸ ζητούμενον κέντρον. 

Πράγματι, ΓΑ -- ΓΑ, ΓΒ -- ΓΒ΄, ὡς πλάγιαι ἴσον ἀπέχουσαι 
τοῦ ποδὸς τῆς καθέτου" τὰ τρίγωνα, ἄρα, ΑΓΒ, ΑΓΒ’ εἶναι ἴσα, 
ὡς ἔχοντα καὶ τὰς τρεῖς πλευράς τῶν ἴσας. 
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Πρόβλημα 2385 


921. Δίδονται δύο σημεῖα Α καὶ Β ἐπὶ μιᾶς περιφερείας ΑΟΒ καὶ 
ζητεῖται τρίτον ἀπ’ αὐτῆς σημεῖον Γ΄ τοιοῦτον, ὦστε τὸ ἄϑροισμα 
ΓΑ ἜΓΒ νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆκος λ. 


Ἔστω Γ τὸ σημεῖον. 'Εὰν λάβωμεν ἐπὶ τῆς ΑΓ τμῆμα ΓΔ--ΓΒ, 
εἰς τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΒΓΔ ἡ γωνία ΓΔΒ 
θὰ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς γωνίας ΑΓΒ. Εἶναι, σὰ 
ἄρα, τὸ σημεῖον Δ τομὴ τῆς περιφερείας σεἜς- 

΄"ὧὈ “ κυ 
(“, Β, ΔΕΒ καὶ τῆς (Α, λ). 

Παρατηρήσεις. 1) Τὸ μέσον Ο τοῦ τόξου 
ΑΟΒ εἶναι τὸ κέντρον τῆς περιφερείας ΑΔΒ' 
ἐποθὴ ὴ γῶν Ὁ εἰς τὸ ἰσοῦσκεν ς τρίγωνον 

εἶναι διπλασία τῆς εγραμμένης εἰς 
τὸ ΑΔΕ τόξον. πριθυγενοσνθενη 

2) Τὸ μέγιστον τοῦ μήκους λ δίδεται ὑπὸ 
τῆς διαμέτρου ΑΟΛ. 

3) Τὸ πρόβλημα ουνίσταται εἰς τὴν κατασκευὴν τριγώνου ΑΒΓ 
ἐκ τῆς βέσεως ΑΒ, τῆς ἀπέναντι κορυφῆς Γ καὶ τοῦ ἀθροίσματος 
τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας Γ. 


πρόβλημα 23885--Ἰ 


922. Ἑὶϊς τὸ προηγούμενον πρόβλημα, νὰ ὁρισϑῆ τὸ σημεῖον Γ᾽ εἰς 
τρόπον, ὥστε ἡ διαφορὰ ΓΒ -- ΓΑ νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆκος λ. 


Λύσις ἀνάλογος πρὸς τὴν προηγουμένην' ἡ ἐγγεγραμμένη γω- 
ΑΝ 


νία εἰς τὸ βοηθητικὸν τόξον θὰ εἶναι 90... 


Πρόβλημα 586 


929. Εϊς τρίγωνον ΑΒΓ, ἢ βάσις ΒΓ καὶ ἡ πρὸς αὐτὴν διάμεσος 
ἔχουν μήκη ὠρισμένα' πῶς μεταβάλλεται ἡ γωνία Α; 

Διακρίνονται τρεῖς περιπτώσεις, 
ἀναλόγως τῆς σχέσεως τῶν δοθέν- 
τῶν μηκῶν πρὸς ἄλληλα. 

1) Ἢ ϑιάμεσος 44 2εἶναι μεγαλυτέρα 
τοῦ ἡμίσεος τῆς βάσεως Β['. 


Τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΒΑΓ δί- 
δει τὴν μεγίστην γωνίαν Α΄ ἐπειδή, 
γράφοντες τὸ κυκλικὸν τόξον ΒΑ 
μὲ ἐγγεγραμμένην γωνίαν εἰς αὐτὸ 
Α καὶ τὴν περιφέρειαν ΑΑ΄ μὲ κέν- 
τρον Δ καὶ ἀκτῖνα τὴν διάμεσον ΔΑ, 
βλέπομεν ἀμέσως ὅτι ἡ γωνία Α΄ 


ἷΝ 

εἶναι μικροτέρα τῆς γωνίας Ε, ἥτις εἶναι ἴση πρὸς τὴν Α. 
᾿Ελαττοῦται λοιπὸν ἡ γωνία ΒΑΓ ἀπὸ τῆς θέσεως Α καὶ μηδε- 
νίζεται ὅταν ἡ κορυφή της ἔλθῃ ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τῆς βάσεως. 
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2) Ἢ, διάμεσος ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς βάσεως (Σχ. 555). 
Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, τὸ τρίγωνον εἶναι ὀρθογώνιον καὶ 
ἡ γωνία Α παραμένει οταθερά. 


Σ;. 065. Σ.. 800 


3) Ἢ δϑιάμεσος εἶναι μικροτέρα τοῦ ἡμίσεος τῆς βάσεως (Σχ. 556). 
Τὸ ἰσοσκελὲς πόλιν τρίγωνον δίδει τὴν ἐλαχίστην γωνίαν Α. 


᾿Επειδὴ ΒΑ" Γ» ΒΖΓ -- ΒΑΓ Ἧ γωνία Α «αὐξάνει καὶ τείνει πρὸς 
τὰς ἀπο ἐφ᾽ ὅσον ἡ κορυφὴ πλησιάζει ἐπὶ μᾶλλον καὶ μᾶλλον πρὸς 
τὴν βάσιν. 


Πρόβλημα 357 


4. Ἐϊθύγραμμον τμῆμα ΜΝ ὀλισοθαίνει ἐπὶ μιᾶς ἀπεράτου εὖ- 
Ἑϊς ἑκάστην θέσιν αὐτοῦ, συνδέομεν δι᾽ εὐθειῶν τὰ ἄκρα τον 
-᾿ δύο σταϑερὰ σημεῖα Α καὶ Β, ἐκτὸς τῆς εὐϑδείας κείμενα. Μελε- 
τήσατε τὰς μεταβολὰς τῆς γωνίας τῶν εὐθειῶν ΑΜ καὶ ΒΜ. 
(Βλ. Μέϑοδοι, ἃ 253). 


Πρόβλημα 3387-- 1 
9885. Ἑϊς περ "αν, δίδεδαι σταϑερὰ ὃ. τρος ΔΟΕ “καὶ σημεῖον 
Α ἐκὶ τῆς ἘΠῚ ὡς αὐτῆς. Φέρομεν χορδὴν ΜΝ παράλληλον πρὸς 


τὴν Διὰ ποίων ϑέσεις τῆς χορδῆς τὸ ἄθροισμα τῶν γωνιῶν 
Μμλο αν ἾΑΟ γίνεται μέγιστον ; 


Φέροντες τ διάμετρον 
ΜΟΛ, ἀναγόμε αν εἰς ἀπ λὰ ΤῊΝ 
γούμενον θέμα ΌἋἪΐ 923, [ον). 


᾿Ἐπειδὴ ΜΆΟ - ΝΆ ο--μᾶλ, 
εἰς δὲ τὸ τρίγωνον ΜΑΛ ἡ 
βάσις ΜΛ καὶ ἡ πρὸς αὐτὴν 
διάμεσος ΟΑ διατηροῦν οτα- 
θερὰ μήκη καὶ πρὸς τούτοις 


συμβαίνει ΟΑ» -.:"Ξ ΟΑΛ, 


Γίνεται, λοιπόν, ἡ Τῶν Α 
μεγίστη διὰ τὸ ἰσοσκλελὲς 

Ἐχ. ὧΤ. τρίγωνον. ΒΑΓ (ὁπότε ἡ πα- 
ράλληλος χορδὴ ΜΝ ἀποβαίνει ἐφαπτομένη τῆς περιφερείας) καὶ 


θὰ ἔχωμεν πάντοτε ΒΆΓ-- 2(ΒΆ0)» ΜΆο- νᾷο. 


Παρατήρησις. ᾿Εὰν τὸ σημεῖον Α εὑρίσκεται ἐντὸς τῆς περιφε- 
ρεσν τον Ὄρβεσθαν τρίγωνον ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ ἐλάχιστον ἄϑροι- 
σμα ν). 
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Πρόβλημα 3388 


926. Δίδονται δύο παράλληλοι εὐθεῖαι καὶ σημεῖον Ο. Εἰς ποίαν 
ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ σημείου αὐτοῦ πρέπει νὰ φέρωμεν εὐθεῖαν ΓΔ “κά. 
ϑετον ἐπὶ τὰς παραλλήλους, ἵνα ἦ γωνία ΓΟΔ γίνῃ μεγίστη ; 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 216). 


Πρόβλημα 3388--} 


927. Δίδονται δύο παράλληλοι εὐθεῖαι καὶ σημεῖον Ο, Νὰ ἀιδῆ 
τέμνουσα ΓΔ, παράλληλος πρὸς δοθεῖσαν εὐθεῖαν ΑΒ, εἰς τρόπον, στε 
ἡ γωνία ΓῸΔ νὰ εἶναι ἡ μεγίστη. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 272). 
πρόβλημα 339 


928. Δίδονται περιφέρεια καὶ εὐθύγραμμον τμῆμα ΓΔ. Διὰ ποῖον 
σημεῖον Α τῆς περιφερείας ἣ γωνία ΓΑΔ γίνεται μεγίστη ἢ ἐλαχίστη; 


(Βλ. Μέϑοδοι, ὶ 341). 
Πρόβλημα 840 


9290. Δίδονται δύο ὁμόκεντροι περιφέρειαι καὶ ὀρϑὴ γωνία ΕΑΖ, 
μὲ τὴν κορυψὴν Α εἷς τὸ κοινὸν κέντρον. Προβάλλομεν τὰ σημεῖα Ε,, Ζ 
ἐπὶ μιᾶς σταθερᾶς διαμέτρου καὶ ἐχ τῶν σημείων Δ, Θ φέρομεν τὰς 
παραλλήλους ΔΝ, ΘΛ. Διὰ ποίαν ϑέσιν τῆς ὀρϑῆς γωνίας ΕΛΖ ἧ γω- 
νία ΛΑΝ γίνεται μεγίστη ; (Ν. Α. 1861, σ. 21). 


Τὸ μέγιστον ἀντιστοι- 
χεῖ εἰς τὸ μεγαλύτερον 


΄« ΄ΧἊΠ 

ἄθροισμα ΛΑΘ -- ΔΑΝ. 
Διὰ νὰ ἀναγάγωμεν τὸ 
πρόβλημα εἰς ἕνα ἄλλο 
γνωστόν, γράφομεν πε- 
ἰφέρειαν ἐπὶ τῆς ΔΕ ὡς 
ἰαβέτρου καὶ λαμβάνο- 
μεν ΔΜ--ΘΛ. 

Τὰ τρία ὀρθογώνια 
τρίγωνα ΘΛΖ, ΕΝΔ, 
ΔΜΕ εἶναι ἴσα, ὡς ἔ- 
χοντα τὰς ὑποτεινούσας 
σας καὶ τὰ μὲν δύο 
πρῶτα τὰς γωνίας 
ἴσας, τὸ δὲ πρῶτον καὶ 
ΤΕΙ͂ΤΟν τὴν Μ-:ΘΛ. 
“Επομένως, ΔΜ --- ΘΛΞ 
ΕΝ καὶ ἡ εὐθεῖα ΜΝ 
εἶναι παράλληλος πρὸς 
τὴν ΔΕ. 

᾿Επίσης τὰ τρίγωνα ΔΑΜ καὶ ΑΛΘ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα τὰς 
πλευρὰς ΑΔ-Ξ ΑΘ, ΔΜ--ΘΛ καὶ τὴν ἐξωτερικὴν γωνίαν τοῦ 
πρώτου ΖΘΛΑ -Ξ ΑΕΝ -- ΜΔΕ -- ἐξωτερικὴν τοῦ δευτέρου. Εἶναι, 
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΄ο ΄͵ἁὌ ΄ωἜ᾽ο ΄σ΄΄ 
ἑπομένως ΔΑΜ -Ξ- ΘΑΛ καὶ τὸ ἄθροισμα ΛΑΘ - ΔΑΝ δυνάμεθα 
΄Γς 
νὰ τὸ ἀντικαταστήσωμεν διὰ τοῦ τ ββαα ΔΆΝ. 
᾿Αλλά, κατὰ τὸ πρόβλημα τῆς. 86 925, τὸ ἄθροισμα τοῦτο γί- 


΄χ ἌἘ 
νδται μέγιστον ὅταν ἡ ΜΝ χορδὴ γίνῃ ἐφαπτομένη ἢ ΔΕΤ -- 459 
καὶ ἐπειδὴ ἡ ΕΝ θὰ μένῃ κάθετος πάντοτε ἐπὶ τὴν σταθερὰν διά- 
μετρον, ἕπεται ὅτι, εἰς τὴν θέσιν ΕΤ, ἡ γωνία ΕΑ΄ θὰ εἶναι ἴση 
πρὸς 459, “Ὥστε: 
Ἢ μεγίστη γωνία ΛΑΪΝ λαμβάνεται διὰ ϑέσιν τῆς ΑἘ σχηματίέζουσαν 
γωνίαν 459 πρὸς τὴν σταϑερὰν διάμετρον [1΄. 


9380. Παρατήρησις. Αἱ εὐθεῖαι ΛΛ΄, ΝΙΝ’ εἶναι, ὡς γνωστόν, δύο 
συζυγεῖς διάμετροι τῆς ἐλλείψεως μὲ ἡμιάξονας ΑἸ’ καὶ ΑΚ. Ἔπο- 
μένως : ᾿Εᾷἃ μεγίστη γωνία δύο συζυγῶν διαμέτρων ἐλλείψεως εὐρίόκεται 
διὰ προβολῆς (51) δύο καϑέτων διαμέτρων τῆς περιφερείας ΑἸ᾿ (53), κδκλι- 
μένων κατὰ 459 πρὸς τὴν διάμετρον []΄. 

Ἡ γωνία ΝΑΛ’ εἶναι παραπληρωματικὴ τῆς ΝΑΛ' οὕτω, εἰς 
τὴν ΡΣ μεγίστης γωνίας ἀντιστοιχεῖ καὶ ἡ θέσις ἐλαχίστης 
γωνίας. 


Εὐϑεῖαι καὶ περιφέρειαι τεμνόμεναι 


981. Εὐθεῖα καὶ στεριφέρεια. Ἢ γωνία περιφερείας καὶ τεμνού- 
σῆς αὐτὴν εἶναι ἡ γωνία τῆς εὐθείας καὶ τῆς ἐφαπτομένης τῆς 
περιφερείας εἰς ἕν τῶν σημείων τομῆς (δ 619). 

᾽Εὰν δύο περιφέρειαι εἶναι ὁμόκεντροι καὶ φέρωμεν ἐφαπτομέ- 
νας ἐπὶ τὴν ἐσωτερικὴν περιφέρειαν : 

α) Αἱ ἐπ' αὐτῶν χορδαὶ τῆς ἐξωτερικῆς περιφερείας εἶναι ἴσαι. 

β) ᾿Εκνάστη ἐφαπτομένη τέμνει τὴν ἐξωτερικὴν περιφέρειαν κατὰ σταϑε- 
θὰν γωνίαν, 

8952. Δύο περιφέρειαι. Ἢ γωνία δύο τεμνομένων περιϑερειον 
εἶναι ἡ γωνία τῶν ἀφαπτομένων αὐτῶν εἰς ἔν τῶν σημείων τομῆς 
(8. 619), ἢ ἡ παραπληρωματικὴ τῆς γωνίας τῶν ἀκτίνων εἰς τὸ ση- 
μεῖον αὐτό. 

᾿Εὰν δύο περιφέρειαι εἶναι ὁμόκεντροι καὶ θεωρήσωμεν τὰς 
περιφερείας μὲ κέντρα ἐπὶ τῆς μιᾶς ἐξ αὐτῶν, ἀκτῖνα τὴν αὐτὴν 
Ρ καὶ τεμνούσας τὴν ἄλλην: 

α) Τὸ μῆκος τῆς κοινῆς χορδῆς τῶν τεμνομένων περιφερειῶν εἶναι 
σταϑερόν. 

β) Ἡ γωνία καϑ' ἣν τέμνονται αἱ περιφέρειαι εἶναι σταϑερά. 


πρόβλημα 341 


938, Διὰ δοϑέντος σημείον Α, νὰ ἀχϑῇ εὐδεῖα τέμνουσα δοϑεῖσαν 
περιφέρειαν κατὰ ὡρισμένην γωνίαν μ. 


Εἰς τυχὸν σημεῖον Β τῆς περιφερείας σχηματίζομεν τὴν γω- 


51. Σημ. μετ, ᾿Επὶ τοῦ ἐπιπέδου τῆς ὀλλείφεως. 
δὰ. Σημ. μετ, Τοῦ πρωτεύοντος κύκλου τῆς ἐλλείφεως. 
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νίαν μ δι᾽ ἐφαπτομένης ΒΤ καὶ χορδῆς ΒΔ. Φέρομεν ἀκολούθως 
ἀφαπτομένην ΑΖΘ ἐκ τοῦ Α πρὸς τὴν περιφέρειαν μὲ ἀκτῖνα ΓΕ. 
Θὰ ἔχωμεν: 


΄ς 
μΞΞ ΑΖΚ. 


Παρατήρησις. ᾿Αντὶ τῆς ἀγωγῆς 
τῆς ἐφαπτομένης, θὰ ἠδυνάμεθα νὰ 
κατεσκευάζωμεν τὴν γωνίαν ΓΒΔ, 
συμπληρωματικὴν τῆς δοθείσης μ. 


Προόβλημα 241--} 


9984. Νὰ ἀχθῇ εὐθεῖα τέμνουσα δύο 
δοθείσας περιφερείας κατὰ δοϑείσας Σχ. 509. 
γωνίας. 

᾿Εργαζόμεθα ὅπως καὶ προηγουμένως καὶ φέρομεν κοινὴν ἐφα- 
πτομένην πρὸς τὰς δύο βοηθητικὰς περιφερείας. 


Πρόβλημα 3941--1] 


9385. Νὰ γραφῇ περιφέρεια (0) τέμνουσα τὰς πλευρὰς δοθέντος τορι. 
γώνον κατὰ τὴν αὐτὴν γωνίαν μ. 


"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένόν καὶ γωνία ΖΔΕ --μ. 
Ἰ ᾿Επειδὴ τὰ οναι ὡς τὸ τξετ 
εἶναι προφανῶς ἴσα, αἱ τρεῖς χορδαΐί, 
ΔΕ, ΔῈ ΔῈ εἶναι ἴσαι. ΓΑ πάχει λοι- 
πὸν τὸ κέντρον Ο τῆς ζητουμένης πα- 
ριφερείας ἴσον τῶν τριῶν πλευρῶν καὶ 
συμπίπτει, ἑπομένως, πρὸς τὸ κέντρον 
τῆς γγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ 
Ν αὐβηνϑανω Ἡ ἀκτὶς τῆς περιφερείας (Ο) 
εἶναι ἡ ὑποτείνουσα τοῦ ὀρθογωνίου 
τριγώνου ΟΔΛ, μὰ πλευρὰν ΟΛ τὴν 
ἀκτῖνα ρ τῆς ἐγγεγραμμένης περιφε- 
ρείας καὶ γωνίαν εἰς τὸ Δ τὴν συμπλη- 
ρωματικὴν τῆς δοθείσης μ. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ πρόβλημα ἐπιδέχεται τέσσαρας λύσεις, ἀν- 
τιστοίχους τῶν κέντρων τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ τῶν παρεγγεγραμ- 
μένων εἰς τὸ τρίγωνον περιφερειῶν. 

2) ᾿Ανάγεται εἰς ἤδη λυθὲν πρόβλημα (858 88], 881 α). 


Πρόβλημα 3942 


936. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δο- 
θείσης ἀκτῖνος 0, τῆς ὁποίας τὸ κόν- 
τρον νὰ΄εὑρίσχεται ἐπὶ μιᾶς δοϑεί- 
σῆς εὐθείας (ε) καὶ ἧ γωνία αὐτῆς 
ἐπτα δλλης δοϑείσης εὐθείας (ε7 νὰ 

χῃ ὡρισμένον μέγεθος α. 

Ὑ ποθέτοντες τὸ πρόβλημα λε- 
λυμένον, πα ἀτηήρδημῆν, τι ἡ 
ἀπόστασις ΟΡ τοῦ ζητουμένου κέντρου ἀπὸ τῆς εὐθείας (ε΄) εἶναι 


Σ)γ. ὼ 
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εὔκολον νὰ ὁρισθῇ. ᾿Αρκεῖ πρὸς τοῦτο νὰ κατασκευασθῇ τὸ τρρον 
γώνιον τρίγωνον ὅρδ' μὲ ὑποτείνουσαν ρ καὶ γωνίαν εἰς τὸ Δ 
ἴσην πρὸς τὸ συμπλήρωμα τῆς δοθείσης α. Ἡ ἐκ τοῦ Ο παράλ- 
ληλος πρὸς τὴν (ε΄) τέμνει τὴν (ε) εἰς τὸ κέντρον Γ᾽ τῆς ζητουμέ- 
γης περιφερείας. 

Πρόβλημα 2342--} 


9387. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος, τεμνομένη κατὰ γω- 
νίας φ καὶ σ ὑπὸ δύο δοϑεισῶν εὐθειῶν. 


Λύσις ὁμοία πρὸς τὴν προηγουμένην. 
Πρόβλημα 248 


988. Νὰ γραφῇ περιφέρεια (Γ) δοϑείσης ἀκτῖνος, διερχομένη διὰ δο- 
ϑέντος σημείου Α καὶ τέμνουσα δυϑεῖσαν περιφέρειαν (Β) κατὰ δοϑεῖ- 
σαν γωνίαν φ. 


Εὑρίσκομεν κατὰ πρώτον τὸν τόπον τῶν κέντρων τῶν περιφε- 
ρειῶν (Γ), τῶν τεμνουσῶν κατὰ γωνίαν 
φ τὴν δοθεῖσαν περιφέρειαν. Φέρο- 
εν πρὸς τοῦτο τὴν ἐφαπτομένην“ 
τ σχηματίζουσαν γωνίαν ΤΖΘ ἴσην 
πρὸς φ καὶ ἐπὶ τῆς καθέτου ἐπὶ τὴν 
2Θ λαμβάνομεν μῆκος ΖΔ ἴσον 
πρὸς τὴν δοθεῖσαν ἀκτῖνα. Ἡ περι- 
φέρεια μὲ κέντρον Β καὶ ἀκτῖνα ΒΔ 
εἶναι ὁ ζητούμενος τόπος. 
᾿Ακολούθως, γράφομεν περιφέ- 
βεῖαν μὲ κέντρον Α καὶ ἀκτῖνα ρ. 
ἁ κοινὰ σημεῖα αὐτῆς καὶ τῆς προ- 
ηγουμένης εἶναι κέντρα περιφερειῶν 
Σλ. 562. κατὰ τοὺς ὅρους τοῦ προβλήματος. 


Πρόβλημα 944 


, ,580. Νὰ γραφῇ περιφέρεια μὲ κέντρον δοϑὲν σημεῖον καὶ τέμνουσα 
ὀοϑογωνίως δοθεῖσαν περιφέρειαν ἢ ὅπερ τὸ αὐτό, μὲ κέντρον δοϑὲν 
σημεῖον Α, νὰ γραφῇ περιφέρεια τοιαύτη, ὥστε 
ἥ ἐκ σημείου Β ἐφαπτομένη πρὸς αὐτὴν νὰ ἔχῃ 
δοϑὲν μῆχος λ. 

᾿Αρκεῖ νὰ γραφῇ περιφέρεια ἐπὶ τῆς ΑΒ 
ὡς διαμέτρου, ὡς καὶ ἡ ἔχουσα κέντρον Β καὶ 
ἀκτῖνα λ. Τὰ κοινὰ σημεῖα Γ, Γ΄ αὐτῶν ὀρί- 
ζουν τὴν ἀκτῖνα ΑΓ -Ξ ΑΓ τῆς ζητουμένης 
περιφερείας. 


Πρόβλημα 944--1 
940. Νὰ γραφῇ περιφέρεια τοιαύτη, ὥστε αἱ ἐκ τῶν κορυφῶν 
τριγώνου ἐφαπτόμεναι πρὸς αὐτὴν νὰ ἔχουν κοινὸν μῆκος δοϑὲν λ. 


Τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περιφερείας. 
εἶναι καὶ τῆς ζητουμένης τὸ κέντρον. Προηγούμενον πρόβλημα. 
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Προόβλημα 232442--.11 


941. Κὰ γραφῇ περιφέρεια δοθείσης ἀκτῖνος τ, διερχομένη διὰ δο- 
ϑέντος σημείου Α καὶ τοιαύτη, ὥστε ἣ ἐξ ἄλλου σημείου Β ἐφαπτομένη 
πρὸς αὐτὴν νὰ ἔχῃ δοθὲν μῆκος λ. 


Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον. 

Τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΒΓΟ εἶναι 
κατασκευάσιμον᾽ ἐπειδὴ εἶναι γνωστὰ τὰ 
μήκη τῶν "τὰ καὶ ΓΟ. Τὸ σημεῖον Ο λοι- 
πὸν εἶναι τομὴ τῶν περιφερειῶν (Β, ΒΟ) 
καὶ (Α, ρ). ᾿ | 

Παρατήρηοις. Τὸ πρόβλημα τοῦτο εἶναι δὰ ἐν πϑυν 
εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς γενικωτέρου (ἐπμ,., ε Α 
8 944). Σ.. οὐ. 


Πρόβλημα 844-11] 


942. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοθείσης ἀκτῖνος καὶ τοιαύτη, ὥστε 
αἱ ἐκ δύο δοϑέντων σημείων Α καὶ Β ἐφαπτόμεναι πρὸς αὐτὴν νὰ 
ἔχουν μήκη δοϑέντα λ καὶ μ. 

Τὸ κέντρον εἶναι τομὴ τῶν περιφερειῶν (Β, ΒΟ) καὶ (Α, ΑΟ), 
ὅπου ΒΟ, ΑΟ, ὑποτείνουσαι ὀρθογωνίων τριγώνων κατασκευασί- 
μῶν κατά τὴν προηγουμένην ἄσκησιν. 

Παρατήρησις. Καὶ τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀνάγεται εἰς γενικώτερον 
ἄλλον (8 945). 


Πρόβλημα 244--.λ}.Β"Κ 


943. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἔχουσα ὡς κέν- 
τρον δοϑὲν σημεῖον Α καὶ τέμνουσα δοϑεῖσαν 
περιφέρειαν (Β) κατὰ δοϑεῖσαν γωνίαν μ. 

Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
΄ὀ 
Γ-ξμ. 
᾿Επειδὴ αἱ ἐφαπτόμεναι εἰς τὸ Γ εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὰς ἀκτῖνας 
εἰς τὸ σημεῖον αὐτό, ἡ γωνία ΑΓΒ -- 1809 ---μι Τὸ σημεῖον Γ, 
ἐπομένως, εἶναι τομὴ τῆς περιφερείας (Β) καὶ τοῦ τόξου 
(Α, Β, 1809 -- μ). ΑΓ εἶναι ἡ ἀκτὶς τῆς ζητουμένης περιφερείας. 


" 


Σ.. 580. 


Πρόβλημα 2456 


μ 
θ44. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δο- ᾿ -- ΖΞ 
ϑείσης ἀκχεῖνος ἡ καὶ τέμνουσα δο- Ὡς 
ϑεῖσαν περιφέρειαν (Β) κατὰ γω- 
νίαν μ᾽ καὶ δοθεῖσαν εὐθεῖαν ΔΕ 
κατὰ γωνίαν ν. 


“Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον Ῥ 
καὶ (Α) ἡ ἐν λόγῳ περιφέρεια. 
α) Τὸ τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι κα- Ζ 
τασκευάσιμον, ἐπειδὴ ἡ ΒΓ εἶναι 
ἡ ἀκτὶς τῆς δοθείσης περιφε- Σχ 806. 
ρείας (Β), ΑΓ "Ξ καὶ ἡ γωνία 
ΑΓΒ -- 1809 ..-- μ' ὁρίζεται, ἐπομένως τὸ μῆκος ΒΑ καὶ τὸ κέν- 


Γεωμετρία 27 
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τρον Α θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφερείας (Β, ΒΑ). 

β) Κατασκευάζομεν γωνίαν ΡΝΔεεν καὶ εἰς τὸ σημεῖον δ 
ἐψοῦμεν κάθετον ἐπὶ τὴν ΡΝ τμῆμα ΝΛ ἴσον πρὸς τὴν ἀκτῖνα ρ. 
Ἢ ἐκ τοῦ Δ παράλληλος πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΔΕ τέμνει τὴν πε- 
ριφέρειαν (Β, ΒΑ) εἰς τὸ κέντρον τῆς περιφερείας (ΑἹ. 


Πρόβλημα 246--1 


94δ. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος καὶ τέμνουσα δύο δο- 
ϑείσας περιφερείας κατὰ. γωνίας μ καὶ ν, ἀντιστοίχως. 


Τὸ πρόβλημα λύεται κατὰ τὸν προηγούμενον τρόπον. 


Εἰδικὴ περίπτωσις. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος καὶ τέ- 
μνουσα ὀρϑογωνίως δύο δοϑείσας περιφερείας (8 942). 


᾿Εφαπτόμεναι καὶ συναρμογαὶ γραμμῶν (5) 


946. Ἢ συναρμογὴ εὐθειῶν γραμμῶν ἢ κυκλικῶν τόξων ἀνά- 
γεται εἰς προβλήματα ἀναφερόμενα εἰς περιφερείας καὶ ἐφαπτο- 
μένας αὐτῶν. 

Τὰ Στοιχεῖα τῆς Γεωμετρίας παρέχουν εὐκόλως τὰς λύσεις 
τῶν ἑπομένων προβλημάτων : 

Συναρμογὴ δύο εὐθειῶν γραμμῶν (88 197,200). 

Συναρμογὴ εὐθείας καὶ κυκλικοῦ τόξον (58 179,201). 

Πολλῶν προβλημάτων τοῦ εἴδους αὐτοῦ δὲν δυνάμεθα νὰ ἐπι- 
ληφθῶμεν παρὰ μετὰ τὴν κατοχὴν τοῦ |Π| Βιβλίου. 


Πρόβλημα 246 


947. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος καὶ ἐφαπτομένη : 


α) Δύο εὐϑειῶν. 
β) Εὐϑείας καὶ περιφερείας. 
ν᾿ Δύο περιφερειῶν. 
ἃ διερευνηθϑῇ ἡ τελευταία περίπτωσις. 
Τὸ πρόβλημα (γ) συνίσταται εἰς τὴν εὕρεσιν σημεΐου κειμένον εἰς 
δοϑεῖοαν ἀπόστασιν α ἀπὸ δύο εὐθειῶν ἢ περιφερειῶν. 
(Βλ.- Διερευνήσεις, 8 252). 


Πρόβλημα 247 


9485. Νὰ γραφῇ περιφέφεια διερχομένη διὰ δύο δοϑέντων σημείων 
Α καὶ Β καὶ ἐφαπτομένη δοϑείσης εὐδείας ΧΥ. 


Ἕστω ΑΒΓ ἡ ζητουμένη Ἐξβιφερεια καὶ Ε τὸ συμμετρικὸν τοῦ 
δηβε 8 πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΧΥ͂. Ζητήσωμεν τὴν τιμὴν τῆς γω- 
νίας . 


ὃ8. Σημ. μετ. Συναρμογὴ (τδεςοτάειπεπί) δύο γραμμῶν (ΑΒ) καὶ 
(ΓΔ) εἶναι ἡ ἕνωσις δύο περάτων αὐτῶν Α, Γ διὰ γραμμῆς (Κ) ἐχούσης 
εἰς τὰ Α χαὶ Γ ἔφαπτομένας συμπιπτούσας πρὸς τὰς ἐφαπτομένας τῶν 
γραμμῶν (ΑΒ). (ΓΔ) εἰς τὰ σημεῖα αὐτά. 


Ἔχομεν 
΄΄Ῥ᾿"ε ΄«-.- ΄ »“"“ς" ΄“. ΄“΄ς' ΄΄ΜΝ 
ΑΓΕ Ξ ΑΓῪ Ἡ ΔΓΕ Ξ-- Αγ ἜΔΓΒ -ΞΑΓΥ - ΔΑΓ, 


καὶ ἐπειδὴ ἡ γωνία Ατυ δᾶ εἶναι 
παραπληρωματικὴ τῆς γωνίας Δ, 


΄΄λῬἊ “΄»οῬΦΗΨ 
ΑΓΕ -Ξ 1809 -- Δ. 
Τὸ σημεῖον, ἄρα, Γ εἶναι τομὴ τῆς 


ΧΥ καὶ τοῦ τόξου (Α, Ε, 1809 -- Δ). 
(Ε. Ιεπιοΐπο, 1. Μ. Ε. 1879, σ. 21). 


πρόβλημα 347--1 Σχ. 607. 


949. Νὰ ἐγγραφῇ περιφέρεια εἰς δοϑέντα χυκλικὸν τομέα. 


Ὑποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμέ- 
νον, παρατηροῦμεν εὐκόλως, ὅτι ἀρκεῖ 7 
νὰ φέρωμεν τὴν ἐφαπτομένην εἰς τὸ ἐιθερις 
μέσον Γ τοῦ δοθέντος τόξου ΒΓΔ καὶ 
νὰ ἐγγράψωμεν περι φλβείαν εἰς τὸ ἰσο- 
σκελὲς τρίγωνον ΖΕ. 


Παρατήρησις. 'Ομοίως ἐργαζόμεθα 
διὰ τὴν ἐγγραφὴν περιφερείας εἰς τὸ 
εἰκτόγραμμον τρίγωνον ΛΑΗ. 


«Πρόβλημα 348 


9δΟ. Δίδεται περιφέρεια (Α) καὶ ζητεῖται νὰ γραφῇ περιφέρεια, ἔχουσα 

σημεῖον Β καὶ τοιαύτη, ὥστε τὸ τμῆμα κοινῆς ἐφαπτομένης τῶν 

δύο περιφερειῶν, τὸ περιεχόμενον μεταξὺ τῶν 
“σημείων ἐπαφῆς, νὰ ἔχῃ δοθὲν μῆκος λ. 

Ἔστω ΓΔ λ. Ἐκ τοῦ ὀρθογωνίου 
παραλληλογράμμου ΑΓΔΕ λαμβάνομεν 
ἈΕ--λ. Ἑπομένως : 

Ἐπὶ τῆς ΑΒ ὡς διαμέτρου γράφομεν 
περιφέρειαν καὶ τέμνομεν αὐτὴν κατὰ τὸ 
σημεῖον Ε διὰ τῆς περιφερείας (Α, λ). ᾿Επὶ 
τῆς ΒΕ λαμβάνομεν τμῆμα ΕΔ ἴσον πρὸς 
τὴν ἀκτῖνα τῆς δοθείσης περιφερείας. ΒΔ 
εἶναι ἡ ἀκτὶς τῆς ζητουμένης περιφερείας. 


Παρατήρησις. ᾽Εὰν τὸ τμῆμα ΕΔ εἶναι 
ὁμόρροπον τοῦ ΒΕ, ἡ κοινὴ ἐφαπτομένη 
εἶναι ἐξωτερική' ἄλλως, εἶναι ἐσωτερική. Σε. δύ9. 


ΣΣ. 585, 


Προόβλημα 848--1 
951. Ὁμοία ἐκφώνησις ἀλλὰ αἱ κοιναὶ ἐφαπτόμεναι νὰ τέμνωνται 
πατὰ γωνίαν δοθεῖσαν 9 φ. 


Τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΕ εἶναι πάλιν κατασκευάσιμον, 
ἀφοῦ ἡ ΑΒ εἵναι γνωστὴ καὶ ἡ γωνία ΒΑΕ -- φ. 
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Πρόβλημα 8349 


5962. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος ἡ καὶ τοιαύτη, ὥστε αἱ 
ἐκ δύο δοθέντων σημείων Α καὶ Β ἐφαπτόμεναι πρὸς αὐτὴν νὰ σχημα- 
τίζουν γωνίαν ὥμ, ἧ δὲ διαφορὰ τῶν 
μηκῶν των νὰ εἶναι ν μῆχος λ. 


Ἕστω τὸ πρόβλημα λελυμένον 


΄"΄ς 
καὶ ΑΓ -- ΒΔ --λ, Ἀπ τσα τὶ 
Ἂν λάβωμεν ἐπὶ εν ΕΒ τμῆμα 
ΕΖ-Ξ ΕΑ, θὰ ἔχωμεν: ΒΖ -ΞᾺλ, 
ΑΖΒ -Ξ 180. .-- ΑΖΕ -- 
ΞΞ 1809 --- (909 -- Φ) Ξε 909 -μ 
καὶ τὸ τρίγωνον ΑΒΖ θὰ εἶναι κα- 
τασκευάσιμον, ἀφοῦ γνωρίζομεν δύο 
πλευρὰς καὶ μίαν γωνίαν αὐτοῦ. 
ἱλετὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ τριγώ- 
νου αὐτοῦ, προεκτείνομεν τὴν ΒΖ 
πλευρὰν μέχρι τῆς συναντήσεώς τῆς 
Ε μετὰ τοῦ κυκλικοῦ τόξου (Α.Β, 2μ) 
κὰν ἐγγράφομεν, κατὰ τὸν ὑποδη- 
λούμενον εἰς τὸ σχῆμα τρόπον, 
περιφέρειαν (Ο, ρ) ἐντὸς τῆς γω- 
νίας ΒΕΑ. 


Πρόβλημα 349--] 
963. Δοθϑέντων τριῶν σημείων Α, 
Ε Β, Γ, νὰ γραφῇ περιφέρεια μὲ χέντρον 
Α τοιαύτη, ὥστε αἱ ἐκ τῶν Β καὶ Γ 
᾿ ἐφαπτόμεναι πρὸς αὐτὴν νὰ σχηματί- 
ἴουν δοθεῖσαν γωνίαν φ. 
Γ ὁ Γράφομεν τὸ κυκλ. τόξον (Β,Γ,Φ) 
Σχ. δ. καὶ φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΑΔ εἰς τὸ 
μέσον του Δ. Αἱ ἐκ τοῦ Α κάθετοι 
ΑΖ, ΑΘ ἐπὶ τὰς ΔΒ, ΔΓ, εἶναι ἴσαι, ἀφοῦ ἡ ΔΑ εἶναι διχοτόμος 
τῆς γωνίας ΒΔΓ. Τὸ κοινὸν 
μῆκος των ὁρίζει τὴν ἀκτῖνα 
τῆς ζητουμένης περιφερείας. 


Πρόβλημα 2360 


Θδ4. Νὰ γραφῇ περιφέρεια 
ἐφαπτομένη δοϑείσης εὐθείας ΓΔ 
καὶ τέμνουσα" δοϑεῖσαν περιφέ- 
ρειαν, εἰς δοϑὲν σημεῖον Α αὖ- 
τῆς, κατὰ γωνίαν α. 

Εἰς τὸ σημεῖον Α φέρομεν 
τὴν ἐφαπτομένην ΑΒ τῆς δο- 
θείσης περιφερείας καὶ κατα- 
σκευάζομεν γωνίαν ΒΑΓ -Ξα. 
᾿Επειδὴ ἡ ΑΓ θὰ εἶναι ἐφα- 


πτομένη τῆς ζητουμένης περιφερείας, τὸ κέντρον της Ο θὰ εύρί- 
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σκεται εἰς τὴν τομὴν τῆς καθέτου εἰς τὸ Α ἐπὶ τὴν ΑΓ καὶ τῆς 
διχοτόμου τῆς γωνίας τῶν εὐθειῶν ΔΓ καὶ ΑΓ. 


Πρόβλημα 260--Ἰ 


9δδ. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἐφαπτομένη δοθείσης περιφερείας (Ε) 
(Σχ. 6712) καὶ τέμνουσα ἄλλην (2), εἰς δοθὲν αὐτῆς σημεῖον Α, κατὰ 
γωνίαν α. 

Ὡς καὶ προηγουμένως, ἀλλὰ ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τώρα τῆς 
ἀκτῖνος ΟΑ, λαμβάνομεν μῆκος ΑΘ ἴσον πρὸς τὴν ἀκτῖνα τῆς 
περιφερείας (Ε) καὶ ὑψοῦμεν κάθετον εἰς τὸ μέσον τῆς ΕΘ. 


Πρόβλημα 260--Π 


966. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀκτῖνος ο, ἐφαπτομένη δοϑεί- 
σης περιφερείας (Α) καὶ τέμνουσα ὀρϑογώνίως δοθεῖσαν ἄλλην (Β). 

"Ἔστωσαν α, βὶ αἱ ἀκτῖνες τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν καὶ Ο τὸ 
κέντρον τῆς ζητουμένης. 

Ἢ ἀπόστασις ΑΟ τῶν κέντρων τῶν ἐφαπτομένων περιφερειῶν 
εἶναι α-ΕἘρ. 

Ἢ ἀπόστασις ΟΒ τῶν ὀρθογωνίως τεμνομένων περιφερειῶν 
εἶναι ἡ ὑποτείνουσα ἀρθογωνίου τριγώνου μὲ πλευρὰς τῆς ὀρθῆς 
γωνίας β καὶ ρ. 


Πρόβλημα 9651 


967. Νὰ συναρμοσθοῦν δύο εὐθϑύγραμμοι ἢ κυχλικαὶ γραμμαὶ διὰ 
χυκλικοῦ τόξου δοθείσης ἀκτῖνος ο. 


Δι᾿ ἑκάστην τῶν δοθεισῶν γραμμῶν, γράφομεν τὸν τόπον τῶν 
κέντρων τῶν περιφερειῶν ἀκτῖνος ρ καὶ ἐφαπτομένων τῆς γραμ- 
μῆς. Τὰ κοινὰ σημεῖα τῶν δύο τόπων ὁρίζουν τὰ κέντρα τῶν ζη- 
τϑυμένῶν τόξων. 

ὰ οημεῖα συναρμογῆς ὁρίζονται ὑπὸ τῶν ποδῶν τῶν καθέτων 
ἐκ τοῦ εὑρεθέντος κέντρου ἐπὶ τὰς γραμμάς. 


968. Παρατήρησις. Ἢ συναρμογὴ γραμμῶν εἶναι μεγάλης χρη- 
σιμότητος εἰς ὅλα τὰ πρακτικὰ προβλήματα, ἄτινα ἐμφανίζονται 
εἰς τὸ γραμμικὸν σχέδιον. ᾿Εξαιρετικὸν ἐπίσης ἐνδιαφέρον παρου- 
σιάζει κατὰ τὰς ἐργαοίας ἀπρδξεως ὁδῶν. Ἔν τούτοις, ἡ ἀπίλυ- 
σις τῶν σχετικῶν προβλημάτων ἀπαιτεῖ πολλάκις γνώσεις πολὺ 
μᾶλλον ἐκτεταμένας τῶν στοιχειωδῶν. 


Προόβλημα 362 


969. Νὰ συναρμοσϑοῦν δύο εὐϑεῖαι διὰ τόξων ἐφαπτομένων ἀλλή- 
λων, ἐχόντων ἀκτῖνας α καὶ β καὶ ἴσας ἀντιστοίχους ἐπικέντρονς γωνίας. 


“Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ τὴ γωνίαν ΑΔΗΞΕΞΒΕΗ. 

Ενεκα τῶν ἴσων γωνιῶν, τὸ τρίγωνον ΖΟΚ εἶναι ἰσοσκελὲς καὶ 
ἑπομένως ἡ διάκεντρος ΕΔ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν διχοτό- 
μον τῆς γωνίας Ο τῶν δοθεισῶν εὐθειῶν. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, αἱ ἀποστά- 
σεις τῶν κέντ ὧν Δ καὶ Ε ἀπὸ τὰς ἰδίας εὐθείας εἶναι γνωσταί, 
καθὼς καὶ ἡ ἀπόστασις ΕΔ, ἴση πρὸς τὸ ἄθροισμα ἢ τὴν διαφο- 
ρὰν τῶν ἀκτίνων α καὶ β. 

Εκ τῶν παρατηρήσεων αὐτῶν ἀγόμεθα εἰς τὴν᾿ ἀκόλουθον κα- 
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τασκευήν : φέρομεν τὰς παραλλήλους πρὸς τὰς δοθείσας εὐθείας, 
εἰς ἀποστάσεις α καὶ β ἀντιστοίχως ἀπ’ αὐτῶν, καὶ τὴν διχοτό- 


μον τῆς γωνίας Ο. "Ἂν Γ εἴ- 
γαι ἡ τομὴ μιᾶς τῶν ἀχθει- 
οῶν παραλλήλων καὶ τῆς δι- 
ἔϑσδεου, λαμβάνομεν τμῆμα 

Θ--ΔΕ καὶ σχπματίζομεν 
τὸ παραλληλόγραμμον ΔΓΘΕ. 
Αἱ κορυφαὶ Δ καὶ Ε τούτου 
εἶναι τὰ κέντρα τῶν ζητουμέ- 
νὼν τόξων καὶ οἱ πόδες Α καὶ 
Β τῶν ἐκ τῶν σημείων Δ, Ε 
καθέτων ἐπὶ τὰς δοθείσας εὐ- 
θείας τὰ σημεῖα συναρμογῆς. 


Πρόβλημα 8δ2--] 


960. Νὰ συναρμοσδοῦν δύο 
εὐθδεῖαι διὰ κχυκλικῶν τόξων 
ἐφαπτομένων ἀλλήλων, ὅταν εἶ 
ναι γνωστά: 


α) Τὰ σημεῖα ἐπαφῆς, ἡ ἀκτὶς α καὶ ἡ γωνία ΑΔΗ͂ (Σχ. 579). 

β) Τὰ σημεῖα ἐπαφῆς καὶ μία ἐφαπτομένη τῆς. γραμμῆς συναρμογῆς. 

Ὑ) Τὸ σημεῖον συναρμογῇς Η καὶ αἱ δύο ἀκτῖνες. 

δ) Τὰ σημεῖα ἐπαφῆς καὶ ὁ λόγος τῶν ἀκτίνων (Βλ. ἐπμ. 8 1655 β). 


πρόβλημα 862--1 


, 961. Νὰ συναρμοσδϑοῦν δύο εὐθεῖαι διὰ τόξων ἀντιϑέτων (πόρε 
τήτων καὶ χωριζομένων ἀπ' ἀλλήλων διὰ εὐθυγράμμου τμήματος 


μῆχους λ. 


962. Σημείωσις. Τὰ προηγούμενα προβλήματα, 68 960, 96], ἐμ- 


ΣΙ. 5}4. 


φανίζονται συχνότατα κατὰ τὴν χάρα- 
ξιν τῶν ὁδῶν καὶ τῶν σιδηροδρομικῶν 
γραμμον. Εἰς τὰς περιπτώσεις μεγάλης 
σπουδαιότητος, ὁ χειρισμός τῶν γίνεται 
διὰ τῆς ᾿Αναλύσεως. (Βλ. σχετικῶς Αν- 
ρεπίαρε, Ιευό ἀε ρίαηε, Νιυεϊϊοηνεηῖ, 
ὑπὸ Ρ. Ο. Μ., 3η, 4η, δ5η ἔκδ., π’ 613-618). 

᾿Ενταῦθα, θὰ περιορισοθῶμεν νὰ δώ- 
δῶμεν τοὺς κυριωτέρους μόνον τύπους. 

Συναρμογὴ διὰ κυκλινῶν τόξων ἀνίσον 
ἀνοίγματος καὶ ἐφαπτομένων ἐσωτερικῶς ἀλ- 
λήλων (Σχ. 574). 

1) Μεταξὺ τῶν ἀκτίνων χ, ν τῶν 
τόξων καὶ τῶν στοιχείων τοῦ τριγώνου 
ΑΒΓ, ὑπάρχει ἡ σχέσις : 


γίχημα -ἘΣ ημΒ)--2χν συν» Ἐ- τας, 
γραφομένη καὶ εἰς τὴν μορφὴν 


(αχ ἜΒβ»)ημΓ --2χσ συν» τ. 


Υ 
2 
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2) ᾿Εὰν τὰ τόξα ἐφάπτωνται ἐξωτερικῶς, ἡ σχέσις εἶναι 
Γ 3 
γίχημ α Ἔχ ημ Β) ἘΖΧΥ ἡμ' τ τε ὅ-: 
3) Κατὰ τὴν χάραξιν τῶν σιδηρογρομικῶν γραμμῶν, δύο τόξα 
ἀντιϑέτων καμπυλοτήτων ὀφείλουν νὰ χωρίζωνται δι' εὐθϑυγράμμον τμήμα- 
τος μήκους λ (Σχ. 575). 


Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, ὁ τύπος εἶναι 
Β Γ γ᾽ -- 3 
γί ἣμ Α Ἔγ ημ Β) τ 2χν ημ' -- - --ς--' 


4) Τὸ ἐλάχιστον τοῦ λόγου τῶν ἀκτίνων χ, γΥ (Σχ. 574), ἀντι- 
στοιχεῖ εἰς τὴν περίπτωσιν, καθ᾽ ἣν ἡ ἐφαπτομένη τῶν τόξων 
δ ΡΕΡΥῊΣ εἰς τὸ κοινὸν αὐτῶν σημεῖον Δ εἶναι παράλληλος τῆς 

ορδῆς : 

ἡ "τὰς ἀκτῖνας δυνάμεθα νὰ εὕρωμεν καὶ διὰ γραφικῆς κατα- 
σκευῆς. ᾿Επίσης, εἰς τὴν περίπτωσιν τόξων ἀντιθέτων καμπυλοτή- 
τῶν, δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν γραφικῶς δύο κυκλικὰ τόξα 
ἐφαπτόμενά τῆς αὐτῆς ἀκτῖνος. Εἶναι ὅμως πάντοτε προτιμότε- 
βὸν νὰ ἀνατρέχωμεν εἰς τὸν Λογισμόν. (Επάτἐθ9, Μαπμοὶ ἀδὲ ὥοη- 
ἀμοίοιν ἀ68 ροπὶθ οἱ εἰαυιβό68, τόμ. ἰἱ, πο 103, 107, Τγαὶϊὲ ἀ6 Οόο- 
ἐδδίε, ρατ Ο. Οδβἱεοῖ, ποβ 1253, 1254). 


968. Σπουδὴ ἐπὶ τῆς συναρμογῆς δύο εὐθειῶν ΑΧ, ΒῪ διὰ κυκλικῶν 
τόξων. 


1) Ἔστωσαν ΑΜ, ΒΜ δύο κυκλικὰ τόξα κέντρων α καὶ β, ἐφα- 
πτόμενα ἀλλήλων εἰς τὸ Μ καὶ τῶν ΑΧ, ΒΥ εἰς τὰ Α καὶ Β ἀν- 


τιστοίχως. 
Ἔκ τῆς κοινῆς ἐφαπτομένης τῶν ΔῈ λαμβάνομεν 
(1) ΔΑΞ- ΔΜ, ΕΜΞ:ΞΕ ΕΒ. 


ΑἹ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν ΑΔΜ, ΒΕΜ τέμνονται εἰς τὸ σημεῖον 
Ι, κέντρον τῆς παρεγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ τρίγωνον 
ΓΔΕ καὶ κείμενον ἐπὶ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας ΔΓΕ. Ἡ περιφέ- 
ρεια αὕτη (γ) ἐφάπτεται τῶν πλευρῶν ΓΔ, ΓΕ, ΔΕ εἰς τὰ σημεῖα 
Α,, Β,, Μ,, καὶ ἑπομένως 


(2) ΔΑ, -Ξ ΔΜ, ΕΒ, ΞΞΕΜ,, 
Ἔκ τῶν (1) καὶ (2) λαμβάνομεν ἀμέσως : 
ΜΜι-εαα, - ΒΒ,-- ΓΑ Ξ ΓΒ, 


2 
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καί, ἑπομένως, ἐὰν Η, Κὶ εἶναι τὰ σημεῖα τομῆς τῶν Αα, Ββ καὶ 
τῆς διχοτόμου ΓΙ, θὰ ἔχωμεν 


ΙΗ Ξε ἱΚ. 


Ἧ σχέσις αὕτη δεικνύει, ὅτι τὸ σημεῖον ἱ, μέσον τοῦ τμήματος 

ΗΚ, εἶναι σταϑερὸν σημεῖον. Ἐπο- 

᾿ν μένως: ὁ κύκλος (γ), κέντρου 

Ι καὶ ἐφαπτόμενος τῶν ΓΑ 

καὶ ΓΒ καθὼς καὶ τῆς ΔΕ, 

εἶναι εἷς σταθερὸς κύκλος. 
Ἢ ἄλλως: 

Ἢ περιβάλλουσα τῆς κοινῆς 
ἐφαπτομένης ΔΕ τῶν δύο τόξων 
συναρμογῆς εἶναι περιφέρεια (γ), 
ἐφαπτομένη τῶν ΓΑ καὶ ΓΒ. 

᾿Αφ' ἑτέρου, τὰ ὀρθογώνια 
τρίγωνα ΙΑΑ,, ΙΒΒ,, ΙΜΜ,, 
εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα τὰἀς πλευ- 
ρὰς τῆς ὀρθῆς γωνίας ἴσας 
ἀντιστοίχως᾽ ἑπομένως 


ΙΑΞΞΙΒ ξει ᾿'Μ, 


ἪὋ τόπος τοῦ σημείον ἐπαφῆς 
ΜΟ εἶναι περιφέρεια πένερον ἢ, 
διερχομένη διὰ τῶν σημείων Α 
καὶ Β. 


Σχ, 816, Ἢ ἀπόστδοις, τέλος, {Π’ 
τῆς διακέντρου αβ ἀπὸ τοῦ ση- 
μείου Ι εἶναι ἴση πρὸς ΜΜ, -- βενξς 15 ,. Ὥστε: 
Ἢ περιβάλλουσα τὴς διακέντρον αβ εἶναι περιφέρεια (ε), κέντοου Ϊ καὶ 
. ΓΑ -Ὸ ΓΒ 
ἀκτῖνος ----- ----. 


2 


Ἔξ ἑκάστου τῶν σημείων Α καὶ Β δυνάμεθα νὰ φέρωμεν πρὸς 
τὴν περιφέρειαν (ε) μίαν δευτέραν ἐφαπτομένην' ἔστωσαν ὕ καὶ ν 
τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῶν ΑΣ καὶ ΒΣ μετὰ τῆς περιφερείας αὐτῆς, 
δ ν΄, τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῶν δευτέρων ἐφαπτομένων ἐκ᾽ τῶν 
καὶ Β. 
ἝΑἼΑαν τὸ σημεῖον ἐπαφῆς τῆς περιφερείας (ε) καὶ τῆς διακέν- 
τρου αβ εὑρίσκεται ἐπὶ τοῦ ἑνὸς τῶν τόξων Ἐὺ’ ἢ γ᾽ν΄, τὰ τόξα 
Μ, ΒΜ ἐφάπτονται ἐσωτερικῶς" εἰς τὴν τρτῖν τερίττώσινι τὸ 
σημεῖον Μ εἶναι ἐσωτερικὸν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ καὶ ἐξωτερικὸν εἰς 
τὴν δευτέραν. 
᾿Εὰν τὸ σημεῖον ἐπαφῆς τῆς αβ εὑρίσκεται ἐπὶ ἑνὸς τῶν τό- 
ξων δ΄ ἢ ν΄, στὰ τόξα ΑΜ, ΒΜ ἐφάπτονται ἐξωτερικῶς. 
Ἑπομένως : 
Τὸ σημεῖον ἐπαφῆς τῆς αβ καὶ τῆς περιφερείας {ε) εὑρίσκεται ἐπὶ τὸ 
τόξου ν ν΄, 
Τὸ τμῆμα αβ τῆς ἐφαπτομένης πρὸς τὴν περιφέρειαν (ε), τὸ 
πέριλαμβαγόμενον μεταξὺ τῶν εὐθειῶν ΣΑ καὶ ΣΒ, ἰσοῦται πὶ 
τὴν διαφορὰν τῶν ἀκτίνων τῶν τόξων συναρμογῆς" τὸ τμῆμα 
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τοῦτο γίνεται ἐλάχιστον ὅταν ἡ εὐθεῖα αβ σχηματίζῃ μετὰ τῶν 
ΣΑ καὶ ΣΒ τρί γονον ἰσοσκελές, δηλ. ὅταν εἶναι παράλληλος πρὸς 
τὴν διχοτόμον ΓΙ. ᾿Εκ τούτων: 


Ἢ συναρμογὴ ἐπιτυγχάνεται διὰ δίο κυχλικῶν τόξων μὲ τὴν ἐλαχίστην 
διαφορὰν ἀντιστοίχων ἀκτίνων, φέροντες ἐφαπτομένην πρὸς τὴν περιφέρειαν, 
(ε), παράλληλον πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας ΑΓΒ καὶ τοιαύτην, ὥστε 
τὸ σημεῖον ἐπαφῆς τῆς νὰ εὑρίσκεται μεταξὺ τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν ἐφα- 
πιομένων τῶν ἀγομένων πρὸς τὴν περιφέρειαν {ε}, ἐξ ἐκείνου τῶν δίο ση- 
μείων Α καὶ Β, τὸ ὁποῖον εὑρίσκεται πλησιέστερον τοῦ σημείου Γ, 


968 «. Σημείωσις. Ἢ ἀνωτέρω γεωμετρικὴ σπουδὴ τοῦ προβλή- 
ματος 960 ὀφείλεται εἰς τὸν Μ. Ὁ Οςαρης, ὅστις τὴν ἐδημοσίευσεν 
εἰς Δόμυ, ἥνπαί. ἀ6 Μαιλιέγνι, τὸ 1898. 


Κατασκευὴ ἰσοσκελῶν ἢ ὀρθογωνίων τριγώνων 


964. Διὰ τὴν κατασκευὴν ἑνὸς τριγώνου, πρέπει νὰ εἶναι γνω- 
στὰ τρία στοιχεῖα αὐτοῦ καὶ μεταξὺ τῶν ὁποίων ἕν, τοὐλάχιστον, 
πρέπει νὰ εἶναι γραμμικόν. 

Τὸ γραμμικὸν στοιχεῖον δύναται νὰ εἶναι πλευρά, διάμεσος, 
ὕψος κλπ., τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ δύο τῶν γραμμῶν αὐτῶν, 
ἡ ἀκτὶς τοῦ ἐγγεγραμμένου ἢ περιγεγραμένου εἰς τὸ τρίγωνον 
κύκλου κλπ. 

Τὰ προβλήματα τὰ ἀναφερόμενα εἰς τὴν κατασκευὴν τριγώνων 
εἶναι τόσον πολυάριθμα καὶ διαφόρων μορφῶν, ὥστε παρίσταται 
ἀνάγκη χρησιμοποιήσεως τοῦ πλείστου μέρους τῶν θεωρημάτων 
καὶ προβλημάτων, ἅτινα μέχρι τοῦδε ἐμελετήσαμεν. 

Διὰ τοῦτο, καθίσταται ἀδύνατον νὰ ἀκολουθήσωμεν μίαν γενι- 
κὴν μέθοδον ἐπιλύσεως τῶν προβλημάτων αὐτῶν. 


Πρόβλημα 3568 


966. Νὰ κατασκενασθῇ ἰσόπλευρον τρίγωνον γνωστοῦ ὄντος : 


1) Τοῦ ὕψονς. 
2) Τῆς ἀκεῖνος τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας. 
3) Τῆς ἀκτῖνος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. 


Προόβλημα 364 


966. Νὰ κατασκευασϑῇ ἰσοσκελὲς τρίγωνον γνωστῶν ὄντων: 


1) Τῆς βάσεως καὶ τοῦ ἐπ' αὐτὴν ὕψους. 
2) Τῆς βάσεως καὶ μιᾶς τῶν ἴσων γωνιῶν. 
3) Τῆς βάσεως καὶ τῆς γωνίας εἰς τὴν κορυφήν. 


Πρόβλημα 264--1 


967. Νὰ κατασκευασϑῇ ἰσοσκελὲς τρίγωνον γνωστῶν ὄντων: 


1) Τῆς βάσεως καὶ τῆς ἀκτῖνος τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας. 
2) Τῆς βάσεως καὶ τῆς ἀκεῖνος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. 
3) Τοῦ ὕψους καὶ μιᾶ: τῶν ἴσων γωνιῶν. 
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πρόβλημα 8655 


068. Νὰ κατασκενασϑῇ ἰσοσχελὲς τρίγωνον ἐκ τῆς περιγεγραμμένης 
περιφερείας καὶ τῆς θέσεως τοῦ μέσου τῆς βάσεως ἢ μιᾶς τῶν ἴσων 
πλευρῶν. 

1) Φέρομεν κάθετον ΑΔΓ ἐκ τοῦ δ8ο- 
θέντος σημείου Δ ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα ΟΔ. 

2) Ἔστω Μ τὸ δοθὲν μέσον μιᾶς τῶν 
ἴσων πλευρῶν. Ἡ κάθετος ΑΒ ἐπὶ τὴν 
ΜΟ εἴναι ἣ τὰ τῶν ἸΘῸΥ πλευρῶν καὶ 

᾿συμμετρικὴ αὐτῆς πρὸς τὴν διάμετρον 
δδὰ εἶναι ἡ ἄλλη. ἡ ' ἘΠ ΕΣ 


Προόβλημα 2δ8--1 


Σ:. 571. 969. Νὰ κατασχευασθῇ ἰσοσκελὲς τρίγω- 
νὸν ἐκ τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας, τῆς 
κορυφῆς Α καὶ γνωστοῦ ὄντος, ὅτι τὸ μέσον 

τῆς βάσεως εὑρίσκεται ἐπὶ δοϑείσης εὐθείας ΧΥ͂. 

Ἐπὶ τῆς ΑΟ (Σχ. 577) ὡς διαμέτρου, γράφομεν περιφέρειαν--- 
τόπον τῶν μέσων τῶν χορδῶν τῶν διερχομένων διὰ τοῦ σημείου 
Α.--ἩἩ τομὴ αὐτῆς καὶ τῆς ΧΥ ὀρίζει τὸ σημεῖον Δ κλπ. 

Τὸ σημεῖον Δ΄ δίδει μίαν δευτέραν λύσιν. 


Πρόβλημα 266 


970. Νὰ κατασκευασϑῇ ὀρϑογώνιον τρίγωνον ἐκ μιᾶς τῶν πλευρῶν 
τῆς ὀρϑῇς γωνίας καὶ τοῦ ἀϑροίσματος ἢ τῆς διαφορᾶς τῆς ὑποτεινού- 
σης καὶ τῆς ἄλλης πλευρᾶς. 

1) Δίδεται τὸ ἄθροισμα λ. 

"Ὑποθέσωμεν τὸ τρίγωνον κατεσκευασμένον, ΑΒ τὴν δοθεῖσαν 
πλευρὰν καὶ ΒΓ ἜΓΑ --λ. 

Διὰ νὰ σχηματίσωμεν τὸ ἄ- 
θροισμα (Σχ. 578), φέρομεν τὴν 
ΒΓ ἐπὶ τῆς προεκτάσεως ΓΔ τῆς 
ΑΓ. Τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΒΑΔ 
εἶναι ὡρισμένον, ἐφ᾽ ὅσον ΑΔ-ξλ, 
καὶ ἀρκεῖ, ἑπομένως; μετὰ τὴν 
κατασκευὴν τοῦ τριγώνου αὐτοῦ, 
νὰ ὑψώσωμεν κάθετον ΕΓ εἰς τό 
μέσον Ε τῆς ὑποτεινούσης του. 

ὁ σημεῖον Γ εἶναι ἡ τρίτη κο- 
Σλ. 5:8. Σχ. 579. ρυφὴ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 
2) Ἔστω ὃ ἡ δοθεῖσα διαφορὰ 
Σχ' 579} συλλογιζόμενοι ἀναλόγως, λαμβάνομεν μῆκος ΑΔ--ὃ 
πὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ Α ἐπὶ τὴν ΒΑ καὶ ὑψοῦμεν κάθετον εἰς τὸ 
μέσον Ε τῆς ΒΔ. Θὰ ἔχωμεν 


ΒΓ -- ΑΓ--ΑΔ-Ξ-ὅ. 
Πρόβλημα 26δ6--1 


971. Νὰ κατασκευασϑῇ ὀρθογώνιον τρίγωνον ἐκ τῆς ὑποτεινούσης 
καὶ τοῦ ἀϑροίσματος ἢ τῆς διαφορᾶς τῶν πλευρῶν τῆς ὀρϑῆς γωνίας. 
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Τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀνάγεται εἰς τὴν εὕρεσιν σημείου ἐπὶ δοϑεί- 
σης ἡμιπεοιφερείας τοιούτον, ὥστε τὸ ἄϑροισμα ἢ ἢ διαφορὰ τῶν ἀποστά- 
σεών του ἀπὸ τῶν ἄχρων τῆς διαμέτρου νὰ εἶναι 
δοϑὲν μῆκος ὁ (8 921). 

Δυνάμεθα νὰ ἐργασθῶμεν καὶ μὲ τὸν ἀκό- 
λουθον τρόπον: 

Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
ΑΒΈΛΓπΞλ. Μεταφέροντες τὸ μῆκος ΑΓ 
ἐπὶ τῆς ΑΔ, παρατηροῦμεν ὅτι τὸ τρίγωνον 
ΓΑΔ εἶναι ἰσοσκελὲς ὀρθογώνιον, τὸ μῆκος 
ΒΔ --Ὑ καὶ ἡ εὐθεῖα ΔΕ κατασκευάσιμος, 


Σὰ. ϑζὼω 


΄Ν 
ἀφοῦ Δ -- 459, ᾿Αρκεῖ, λοιπόν, νὰ κατασκευα- 
οθῇ ἡ εὐθεῖα αὐτὴ καὶ νὰ θεωρήσωμεν τὰς τομάς της Γ, Γ' μετὰ 
τῆς περιφερείας (Β, ΒΓ). 
Ὁμοία κατασκευὴ καὶ ἐὰν δοθῇ ἡ διαφορὰ τῶν πλευρῶν ἀντὶ, 
τοῦ ἀθροίσματος᾽ ἀλλὰ τότε ἡ γωνία Δ -Ξ 1809 -- 45 --- 1350 


Πρόβλημα 267 
972. Νὰ κατασχενώ «ἢ ὀρϑογώνιον τρίγωνον : 
1) "Ἔκ τῶν ἀκτίνων ο καὶ Ἡ τοῦ ἐγγεγραμμένου καὶ τοῦ περιγεγραμμέ- 
γου κύκλοι. 


Ἢ ὑποτείνουσα -- 2Κ καὶ τὸ ἄθροισμα τῶν πλευρῶν τῆς ὀρθῆς 
γόνος ἴσον πρὸς 2 -Ἐ2ρ (8 741) ἀναγόμεθα ἑπομένως εἰς τὴν 
8.971. 


2) 'Εκ μιᾷς τῶν ὀξειῶν γωνιῶν καὶ τῆς ἀκτῖνος ρ. 
Πρόβλημα 36567--] 
9738. Νὰ κατασχευασϑῇ ὀρϑογώνιον τρίγωνον : 


1) ᾿Εκ μιᾶς τῶν πλευρῶν τῆς ὀρϑῆς γωνίας καὶ τῆς ἀκτῖνος ρ. 
2) ᾿Εκ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν πλευρῶν τῆς ὀοϑῆς γωνίας καὶ τοῦ μήκους ο. 


Πρόβλημα 267 --11 


974. Νὰ κατασκενασϑῇ ὀρϑογώνιον τρίγωνον : 

1) '᾿Εκ μιᾶ; πλευρὰς τῆς ὀρϑῆς γωνίας καὶ ἐκ τοῦ ἐπὶ τὴν ὑποτείνοιυ- 
σαν ὕψους. 

2) Ἔκ μιᾶς τῶν ὀξειῶν γωνιῶν καὶ τοῦ ἀϑροίσματος ἢ τῆς διαρορῆς 
τῶν πλευρῶν τῆς ὀρϑῆς γωνίας. 

3) Ἔκ τοῦ ὕνους καὶ τῆς διωαμέσου ἐπὶ 
τὴν ὑποτείνουσαν. 


Πρόβλημα 268 


976. Νὰ κατασκενασϑῇ ὀρϑογώνιον τρί- 
γωώνον ἐκ τῆς κορυφῆς Α, τοῦ μήχους α 
τῆς ὑποτεινούσης καὶ γνωστοῦ ὄντος, ὅτι 
αἱ κορυφαὶ Β καὶ Γ' εὑρίσκονται ἐπὶ δύο 
δοϑεισῶν ὀρϑογωνίων εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓́. 


"Ἔστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον. Σὰ. 981. 
Τὸ τετράπλευρον ΓΟΑΒ εἶναι ἐγ- 
γράψιμον, ἀφοῦ αἱ γωνίαι ΓΟΒ, ΓΑΒ εἶναι ὀρθαὶ καὶ ἡ διάμε- 
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σος ΟΔ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΓΟΒ ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ 


α - ; 
ὌΝ τῆς ὑποτεινούσης α. 


Τὸ σημεῖον ἄρα Δ εἶναι τομὴ τῶν περιφερειῶν (ο, 5) καὶ 
(ν, 5) καὶ ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον τὸ σημεῖον αὐτὸ καὶ ἀκτῖνα 


Ξ. τέμνει τὰς εὐθείας ΟΧ, ΟΥ̓ εἰς τὰς κορυφὰς Β καὶ Γ᾽ τοῦ ζη- 
τουμένου τριγώνου. 


ατασκεναὶ τριγώνων οἰωνδήποτε 


Πρόβλημα 269 
976. Νὰ κατασκενασθῇ τρίγωνον ἐκ τῶν μέσων τῶν πλευρῶν. 


Εἶναι τὸ τρίγωνον τῶν παραλλήλων ἐξ ἑκάστου μέσου πρὸς 
τὴν εὐθεῖαν τὴν ὁριζομένην ὑπὸ τῶν δύο ἄλλων μέσων. 


Πρόβλημα 26δ9--Ἰ 


9877. Νὰ κατασκευασθῇ τρίγωνον ἐκ δύο πλευρῶν α, β καὶ τῆς προ- 
βολῆς τῆς τρίτης ἐπὶ μίαν τῶν δοϑεισὼν. 


Πρόβλημα 259-- 


978. Νὰ κατασκευασθϑῇ τρίγωνον ἐκ τῶν κέντρων Δ, ΚΕ, Ζ,. τῶν πα΄ 
ρεγγεγραμμένων εἰς αὐτὸ περιφερειῶν. 


'ῶς γνωστόν, τὰ κέντρα τῶν παρεγ- 
γεγραμμένων περιφερειῶν εἰς τρίγωνον 
εἶναι αἱ κορυφαὶ τριγώνου ἔχοντος τὰ 
ὕψη ἐπὶ τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων τοῦ 
τριγώνου (8 662). Φέρομεν λοιπὸν τὰ 
ὕψη τοῦ τριγώνου ΔΕΖ καὶ οἱ πόδες 
Α, Β, Γ αὐτῶν ἐπὶ τῶν ἀπέναντι πλευ- 
ρῶν εἶναι αἱ κορυφαὶ τοῦ ζητουμένου 
τριγώνου. 


πρόβλημα 2δ95--111 


978 α. Νὰ κατασκενασϑῇ τρίγωνον : 

1) ᾿Εκ μιᾶς πλευρᾶς α, τῆς διαφορᾶς τῶν 
δύο ἄλλων καὶ τῆς ἀκτῖνος ο τῆς ἐγγεγραμμὲ- 
νης περιφεοείας. 

2) Ἔκ μιᾶ; πλευρᾶς, τῆς ἀπέναντι αὐτῆς γωνίας καὶ τῆς ἀκτῖνος τῆς 
ἐγγεγραμμένης περιφερείας ἢ τῆς παρεγγεγραμμένης καὶ ἐφαπτομένης τῆς 
δοϑείσης πλευρᾶς. 

Ἔχοντες ὑπ᾽ ὄψιν τὰς παρατηρήσεις τῆς 8 743, ἀγόμεϑα εἰς 
τὰς ἀκολούθους κατασκευάς: 

1) Γράφομεν τὸν κύκλον ([) μὲ ἀκτῖνα τὴν δοθεῖσαν ρ, ἐπὶ 
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μιᾶς ἐφαπτομένης αὐτοῦ λαμβάνομεν τμῆμα ΜΖ -Ξβ -- γ καὶ ἑκα- 
τέρωθεν τοῦ μέσου Ο τοῦ τμήματος τούτου τμήματα 


α 
ΟΒΞΟΓ-ς-. 


Αἱ ἐφαπτόμεναι ΒΆΛΑ, ΓΝΑ τερματί- 
ζουν τὴν κατασκευὴν τοῦ ζητουμένου τρι- 
γώνου. 

2) ΚΚατασκευάζομεν τὴν γωνίαν Α, ἐγ- 
γράφομεν εἰς αὐτὴν τὴν περιφέρειαν (ἰ, ρ) 
καὶ λαμβάνομεν τμήματα ΛΕ Ξ ΝΗ -α 
ἐπὶ τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας Α. Οὕτω 
ὁρίζεται ἡ παρεγγεγραμμένη εἰς τὴν γω- 
νίαν Α περιφέρεια (Κ) καὶ ἡ κοινὴ ἐφα- 
πτομένη ΒΓ τῶν περιφερειῶν ([) καὶ (Κ) 
καθορίζει τὸ ζητούμενον τρίγωνον. 

(θλ. ἐπίσης Μέϑοδοι, 5. 262, 3ον). 


Πρόβλημα 269--}γ 


978 β' Νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον ἐκ τῶν τις μ 
ἀκτίνων ρ, ρα καί: 


1) Τῆς πλευρᾶς α. 
2) Τῆς διαφορᾶς β --- γ.--- Ὁ. 


1) Λαμβάνομεν ΛΕ -Ξα (Σχ. 583) καὶ εἰς τὰ ΔΛ καὶ Ε ὑψοῦμεν 
καθέτους ΛΙ ΞΕ ρ, ΕΚ Ξξεἠρα κλπ. 

2) Γράφομεν τὴν περιφέρειαν (Ϊ, ρ), ἐφαπτόμενον πρὸς αὐτὴν 
τμῆμα ΜΖ-Ξβ -- γ-εὰλ καὶ ἐπὶ τῆς καθέτου εἰς αὐτὸ καὶ εἰς τὸ 
σημεῖον Ζ λαμβάνομεν τμῆμα ΖΚ -ερα κλπ. 


Πρόβλημα 260 


979. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκχ τῶν ποδῶν Ἅ, Εὶ, Ζ τῶν 
τριῶν ὑψῶν. 

Ὥς γνωστὸν (8 662), τὰ ὕψη τοῦ τρι- Α 
γώνου ΑΒΓ κεῖνται ἐπὶ τῶν διχοτόμων ἣ 
τοῦ ποδικοῦ του ΔΕΖ. Φέρομεν λοιπὸν 
τὰς διχοτόμους τοῦ δευτέρου τούτου τρι- 
γώνου καὶ εἰς τὰς κορυφάς του τὰς καθέ- 
τους ἐπ᾽ αὐτάς. 

Αἱ τομαὶ των εἶναι αἱ κορυφαὶ τοῦ ζη- 
τουμένου τριγώνου. 


ῃ 
Πρόβλ 261 
ρόβλημα ἀοδα 


980. Νὰ κατασχενασϑὴ τρίγωνον ΑΒΓ: 

1) Ἔκ δύο πλευρῶν ΑΒ, ΒΓ καὶ τῆς διαμεέσον ΑΔ ἐπὶ μίαν ἐξ αὐτῶν. 

2) ᾽'Εκ δύο πλευρῶν ΑΒ, ΑΓ καὶ τῆς ὑπ᾽ αὐτῶν περιεχομένη: διαμὲές- 
οι" ΑΔ. 


3) "Ἐκ μιᾶς πλευρᾶς ΒΓ καὶ τῶν ἐκ τῶν ἄκρων τῆς διαμέσων ΒΕ 


καὶ ΓΖ. 


430 


4) ᾿Εκ δύο διαμέσων ΑΔ, ΒΕ καὶ τῆς πλευρᾶς ΒΓ ἢ ΓΑ. 
5) ᾽Εκ τῶν τριῶν διαμέσων. 


Αἱ λύσεις τῶν τεσάρων πρώτων τροβοηκατων δὲν παρουσιά- 

ζουν δυσκολίας" διὰ τὸ πέμπτον, 
καταοκευάζομεν τὸ παραλληλό- 
γραμμον ΒΘΓΗ, ἔχον ὡς ἀπέ- 


ναντι πλευρὰς τὰ τ τῶν ἐκ τῶν 
Β καὶ Γ διαμέσων καὶ διαγώνιον 
τὰ "ξ τῆς ἐκ τοῦ Α διαμέσου. 


Τούτου ἡ δευτέρα διαγώνιος ΒΓ 
53 εἶναι ἡ μία τῶν πλευρῶν τοῦ 
.επ΄ ζητουμένου τριγώνου. καὶ τοῦ 


ἘΠΡΡ Ν ὁποίου ἧ ἀπέναντι κορυφὴ Α 
ΓᾺ ὁρίζεται διὰ τοῦ τμήματος 
δι. 885 ΘΑ--26Δ. 


Πρόβλημα 261--Ἰ 


981. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ τῆς βάσεως ΑΒ, τῆς διαφορᾶς 
φ τῶν προσκειμένων εἰς αὐτὴν γωνιῶν καὶ τῆς διαφορᾶς λ τῶν ἄλλων 
πλευρῶν. 
΄ν. ΄“΄.- 
Β-Α φ 


᾿Επειδὴ ἡ γωνία ΑΒΔ (σχ. 587) εἶναι ἴση πρὸς 5 5 


καὶ ἡ ΑΔ ἴση πρὸς τὴν διαφοράν ΑΓ -- ΓΒ -Ξλ, τὸ τρίγωνον ΑΒΔ 
εἶναι κατασκευάσιμον, ἀφοῦ εἶναι γνωστὴ καὶ ἡ πλευρά του ΑΒ’ 
Ἡ κάθετος εἰς τὸ μέσον Ε τῆς ΒΔ τέμνει τὴν εὐθεῖαν ΑΔ εἰς τὴν 
τρίτην κορυφὴν Γ τοῦ ζητουμένου τριγὠώνου.---Διὰ τὴν δυνατότητα 


τῆς κατασκευῆς του θὰ πρέπει ΑΒ»δὴ»»ΑΒημ Σ . 
Πρόβλημα 262 


982. Νὰ κατασχενασϑὲ τρίγωνον ΑΒΓ. 

1) ᾿Εκ δύο πλευρῶν ΑΒ, ΒΓ καὶ τοῦ ἐπὶ μίαν ἐξ αὑτῶν ὕψους ΑΔ. 

2) Ἔκ δύο πλευρῶν ΑΒ, ΑΓ καὶ τοῦ μεταξὺ αὐτῶν ὕψους ΑΔ. 
πρόβλημα 262--Ἰ 


9838. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγων ΑΒΓ, 
1) Ἔκ τῆς πλευρᾶς ΒΓ καὶ τῶν ἐκ τῶν ἄκρων τῆς ὑψῶν ΒΕ, ΓΖ. 
2) ᾿Εκ δύο ὑψῶν ΑΔ, ΒΕ καὶ τῆς πλευρᾶς ΒΓ. 


Πρόβλημα 363 


984. Νὰ κατασκευσϑῦ τρίγωνον ἐκ μιᾶς πλευρᾶς, τῆς ἀπέναντι γω- 
νίας καὶ τοῦ ἐπὶ τὴν δοϑεῖσαν πλευρὰν ὕψους. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 105). 


431 


Πρόβλημα 268--1 
9885. Νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ: 


1) "Εκ τῆς γωνίας Β, τῆς πλευρᾶς ΒΓ καὶ τοῦ ὕψους ΒΕ. 
2) "Ἔκ τῆς γωνίας Β καὶ τῶν ὑψῶν ΑΔ, ΓΖ. 
29) ᾿Εκ τῆς γωνίας Β, καὶ τῶν ὑψῶν ΒΕ καὶ ΑΔ. 


Ποόβλημα 363--11 
986. Νὰ κατασκενασϑή τρίγωνον ΑΒΓ: 


1) “Ἔκ τῆς πλευρᾶς ΒΓ, τῆς γωνίας Β καὶ τῆς διαμέσον ΑΔ. 
2) ᾿Εκ τῆς πλευρᾶς ΒΓ, τῆς γωνίας Β καὶ τῆς διαμέσον ΓΖ. 


Πρόβλημα 864 


987. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ τῆς περιμέτρου καὶ τῶν γωνιῶν ; 


Γράφομεν τεῆμα ΔΕ 
ἴσον πρὸς τὴν δοθεῖσαν 
περίμετρον καὶ κατα- 
σκευάζομεν εἰς τὰ ἄκρα 
του γωνίας Δ καὶ Ε, 
ἴσας πρὸς τὰ ἡμίση δύο 
ἐκ τῶν δοθεισῶν γωνιῶν. 
Οὕτω ὁρίζεται τὸ τρίγω- 
νον ΑΔΕ, τοῦ ὁποίου ἡ 
κορυφὴ Α καὶ αἱ τομαὶ ᾿ 
Β, Γ, τῆς πλευρᾶς του ΔΕ μετὰ τῶν καθέτων εἰς τὰ μέσα τῶν 
ΑΔ καὶ ΑΕ, εἶναι αἱ κορυφαὶ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 


Πρόβλημα 8865 


988, Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐχ μιᾶς πλευρᾶς, μιᾶς τῶν προ- 
σκειμένων εἰς αὐτὴν γωνιῶν καὶ τοῦ ἀ- 
ϑροίσματος ἢ τῆς διαφορᾶς τῶν ἄλλων 
πλευρῶν. 

Ἔστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον, ΑΒ Ξεγ ἡ 
δοθεῖσα πλευρά, Α ἡ δοθεῖσα γωνία 
καὶ λ ἡ διαφορὰ ε τὸ ἄθροισμα τῷν 
πλευρῶν ΓΑ καὶ ΓΒ. 

᾿Επὶ τῶν πλευρῶν μιᾶς γωνίας ἴσης 
πρὸς τὴν Α λαμβάνομεν μήκη ΑΒ -ξγ 
καὶ ΑΔ--ελ καὶ ὑψοῦμεν κάθετον εἰς 
τὸ μέσον Ε τῆς ΒΔ. Ἧ τομὴ τῆς εὐ- 
θείας αὐτῆς καὶ τῆς εὐθείας ΑΔ εἶναι 
ἡ τρίτη κορυφὴ Γ τοῦ ζητουμένου τρι- 
γώνου. 


Σχ. 867. 3 


Πρόβλημα 266 


989. Νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῆς πλευρᾶς ΒΓ -Ξα, 
τῆς ἀπέναντι αὐτῆς γωνίας Α καὶ α) τοῦ ἀϑροίσματος ἢ β) τῆς διαφορᾶς 
λ τῶν ἄλλων πλευρῶν. 


Ἔστω ΑΒΓ τὸ ζητούμενον τρίγωνον. 
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1) Προεκτείνοντες τὴν ΒΑ (Σχ. 568) καὶ λαμβάνοντες ἐπ᾽ αὐτῆς 
τμῆμα ΑΔεἭεξαγ, σχηματίζομεν τρίγωνον ΔΑΓ ἰσοσκελὲς καὶ τοῦ 
ὁποίου ἡ γωνία Δ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς γωνίας Α τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 

΄ἅν-Ἅ. 

Κατασκευάζομεν λοιπὸν γωνίαν Δ -- " καὶ ἐπὶ μιᾶς τῶν 
πλευρῶν της λαμβάνομεν τμῆμα ΔΒ ἴσον πρὸς τὸ δοθὲν ἄθροι- 
σμα ΑΒ ΑΓ -Ξλ, Ἡ τομὴ τῆς ἑτέρας πλευρᾶς μετὰ τῆς περιφε- 
ῥρείας (Β,ΒΓ -Ξ αἡὴ δίδει τὴν κορυφὴν Γ τοῦ ζητουμένου τριγώνου 


Σ., 588. ΣΣ, 989 


καὶ τοῦ ὁποίου ἡ κορυφὴ Α εἶναι τομὴ τῆς εὐθείας ΒΔ μετὰ τῆς 
καθέτου εἰς τὸ μέσον Ε τῆς ΓΔ. 

2) Λαμβάνοντες ἐπὶ τῆς ΑΒ τμῆμα ΑΔ -Ξ ΑΓ (Σχ. 589) σχημα- 
τίζομεν τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΓΔ, τοῦ ὁποίου ἡ γωνία ἱ εἶναι 
ἴση πρὸς τὸ συμπλήρωμα τοῦ ἡμίσεος τῆς γωνίας Α. 

Κατασκευάζομεν λοιπὸν καὶ πάλιν γωνίαν Δ ἴσην πρὸς τὴν ἱ 
καὶ ἐπὶ τῆς προεκτάσεως μιᾶς τῶν πλευρῶν τῆς λαμβάνομεν 
τμῆμα ΔΒ ἴσον πρὸς τὴν διαφορὰν ΑΒΞΑΓ--λ. Ἡ τομὴ τῆς 
ἑτέρας πλευρᾶς μετὰ τῆς περιφερείας (Β,ΒΓ -- α) δίδει τὴν κορυ- 
φὴν Γ΄ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. Ἢ κορυφή του Α εἶναι ἡ τομὴ 
τῆς εὐθείας ΒΔ καὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ μέσον Ε τῆς ΔΓ. 

Παφατήρησις. Γράφοντες ἐπὶ τῆς δοθείσης πλευρᾶς ΒΓ τόξον 
ΒΑΓ, μὲ ἐγγεγραμμένην γωνίαν εἰς αὐτὸ ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν 
Α, ὀδηγούμεθα καὶ εἰς τὴν ἀκόλουθον διατύπωσιν τοῦ προβλή- 
ματος : 

Νὰ διαιρεϑῇ κυκλικὸν τόξον ΒΑΓ εἰς δύο μέρη τοιαῦτα, ὥστε τὸ ἄϑροι- 
σμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν ἀντιστοίχων χορδῶν νὰ εἶναι δοϑὲν μῆκος ἃ. 

Ἡ εἰς τὴν 8 921 ἀπ᾽ εὐθείας λύσις τοῦ προβλήματος τούτου 
δίδει ἕνα δεύτερον τρόπον κατασκευῆς τριγώνου μὲ τὰ ὡς ἄνω 
δεδομένα. 

(Βλ. ἐπίσης Μέϑοδοι, 8. 115). 


Πρόβλημα 267 


990. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ μιᾶς πλευρᾶς, τοῦ ἀϑυροίσματος 
τῶν δύο ἄλλων καὶ τῆς διαφορᾶς τῶν προσκειμένων γωνιῶν εἰς τὴν δο- 
ϑεῖσαν πλευράν. 

Ἔστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον, ΑΒ τεγ ἡ δοθεῖσα πλευρά, 


ΓΑΈΓΒ-:λ καὶ Α -ὀ-Β Ξ. 
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Προεκτείνομεν τὴν πλευρὰν ΑΓ κατὰ τμῆμα ΓΔ-- ΓΒ. Θὰ 
ἔχωμεν ΑΔ -ΞᾺ καὶ 
ΔΓΒ 


γωνία ΑΒΔΕΒΈΓΒΔΕΞΒ- 50 -- --- - -- 


-- Β.90...- ΔΕΒ. 90... Δ: 8. 90... .Φ, 


[4 


Εἶναι λοιπὸν γνωστὴ ἡ γωνία αὐτὴ 
καὶ δυνάμεθα νὰ τὴν κατασκευάσωμεν. 
"Επὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν της λαμβάνομεν ἐοτς 
τμῆμα ΒΑ ΞΞα καὶ τέμνομεν τὴν ἑτέραν ΕΣ: 
διὰ τῆς περιφερείας (ἀν ΑΔΞ λ). Ἂν Δ ΠΕ ἘΣ ΔΝ 
εἶναι ἕν τῶν σημείων τομῆς, ἡ κάθετος ῃ πον 
εἰς τὸ μέσον τοῦ τμήματος ΒΔ τέμνει τὴν , ἊΝ " 
εὐθεῖαν ΑΔ κατὰ τὴν τρίτην κορυφὴν τοῦ ΔπΞΞ Σὺ 
ζητουμένου τριγώνου. ᾿ ὶ 

Παρατήρησις. Διὰ τὴν δυνατότητα τῆς 
κατασκευῆς, θὰ πρέπει νὰ ἔχωμεν 


ΑΔ-ΞΧ» ΑΒ Ξα. 
Τὸ σημεῖον Δ΄ ἀντιστοιχεῖ εἰς δεύτερον 
τρίγωνον ΑΒΓ΄ ἴσον πρὸς τὸ πρῶτον.. 


“Ἄλλη κατασκευή. Εϊς τόπος τοῦ σημείου 
ΑΔελ. 

"Ἔστωσαν χ, γΥ αἱ παρὰ τὸν πόδα ! 
τῆς διχοτόμου ΓΙ γωνίαι. ᾿Επειδὴϊ 


χΧ Ἔν Ξε 1809, τ-- π Ξξ φὶ τς 


ἕπεται χ-- ΑΒΔ'Ξ 80 .-- ΕΣ ἔὰ 
καὶ οὕτω ὁρίζεται ἡ εὐθεῖα 8Δ ὡς δεύτε- 
ρος τόπος τοῦ σημείου Δ. Ἡ τομὴ τῶν 
δύο αὐτῶν τόπων ὁρίζει τὸ σημεῖον Δ κλπ. 


Πρόβλημα 267--] 


991. Νὰ καιασχευασϑῇ τρίγωνον ἐκ μιᾶς 
πλευρᾶς, τοῦ ἀϑροίσματος τῶν προσκειμένων 
εἰς αὐτὴν γωνιῶν καὶ τῆς διαφορᾶς τῶν ἅλ- 
λῶν πλευρῶν. 

"Ἀνάγεται εἰς τὸ γνωστὸν ἤδη πρόβλημα: Νὰ κατασκευασϑῇ τρί- 
γωνον ἐκ μιᾶς πλευρᾶς, τῆς ἀπέναντι αὐτῆς γωνίας καὶ τῆς διαφορᾶς τῶν 


ἄλλων πλευρῶν (8 989, 2). 
Πρόβλημα 268 
992. Νὰ κατασκενασθῇ τρίγωνον ἐχ μιᾶς πλευρᾶς, τῆς εὐθείας 


ἐφ’ ἧς κεῖται αὕτη, τῆς ἀπέναντι τῆς δοϑείσης πλενρᾶς γωνίας καὶ δύο 
σημείων κειμένων ἐφ᾽ ἑκάστης τῶν ἄλλων πλευρῶν. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 108). 
Γιωμετρία 29 
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Πρόβλημα 2360 


998. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ τῆς περιμέτρον, μιᾶς γωνίας. 
καὶ τοῦ ὕψους ἐκ τῆς χορυφῆς τῆς δοϑείσης γωνίας. 
(Βλ. Μέϑοδοι, δ 134). 
πρόβλημα 270 


994. Νὰ κατασκενασθῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῆς ΑΒ, τῆς διαφορᾶς φ 
τῶν προσχειμένων εἰς αὐτὴν γωνιῶν 
καὶ μιᾶς εὐθείας ΧΥ͂ ἐφ᾽ ἧς εὐρίσκεται 
ἡ κορυφὴ Γ. 

"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον 
καὶ Ζ τὸ συμμετρικὸν τοῦ σημείου Β 
πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΧΥ͂. 

“Ἂς λάβωμεν ἐπὶ τῆς ΓΑ τμῆμα 
ΓΔ ΓΒ. ᾿Εκ τοῦ ἰσοσκελοῦς τρι- 
γώνου ΓΔΒ ἔχομεν ἀμέσως 


΄. »“- 
΄-ς 
ΓΒΔ -- 5 
καὶ ἑπομένως 
Δα, Β-Ά 
ΑΒῈ --Β -τθλ--5-. Δ. 5. 


Δυνάμεθα λοιπὸν νὰ κατασκευάσωμεν τὴν εὐθεῖαν ΒΔΕ καὶ νὰ 
γνω; ἰσώμεν τὴν γωνίαν ΒΕΖ. 
Ἀφ’ τέρου τὸ τετράπλευρον ΕΔΓΖ εἶναι ἐγγράψιμον, ἐπειδὴ 
γῶν, ἘΖΓ -ΞΕΒΓ-- ΓΔΒΈΞΕΔΑ 


εἶναι, ἄρα, ἡ γωνία ΑΓΖ παραπληρ᾿ υματικὴ τῆς κατασκευασθεί- 
σης ΒΕΖ καὶ κατ᾽ ἀκολουθίαν γνωστὴ ΞΞ φ', .᾿Ἑπομένως : 

Τέμνομεν τὴν εὐθεῖαν ΧΥ διὰ τοῦ κυκλικοῦ τόξου (Α, Ζ, φ᾽) 
Ἕκαστον τῶν σημείων τομῆς δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς ἡ τρίτη κο- 
ρυφὴ Γ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 


Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα εὑρίσκεται εἰς τὸ ἔργον: 
Ονοϑίϊοτιδ μνοροϑόοβ ἀδ ἀἐοπιόίνὶε. ὑπὸ σοτηραρποι, σ. 34, πὸ 158. 


Πρόβλημα 270--1 


995. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ τοῦ 
ὕψους καὶ τῆς διχοτόμου, τῶν ἐκ τῆς αὐτῆς 'κο- 
ουφῆς ἀγομένων καὶ τῆς ἀκτῖνος 0 τῆς ἐγ- 
γεγραμμένης περιφερείας. 

Ἔστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον. ᾿Επειδὴ τὰ 
τμήματα ΓΔ, ΓΗ, ΟΕ εἶναι γνωστά, δυ- 
νάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν τὸ ὀρθογώ- 
νιον τρίγωνον ΔΓῊ καὶ νὰ ὁρίσωμεν ἐπὶ 
τῆς ΓΔ σημεῖον Ο, εἰς ἀπόστασιν ΟΕ Ξξερ 
ἀπὸ τῆς ΑΒ. Αἱ ἐκ τῆς κορυφῆς Γ ἐφα- 
πτόμεναι πρὸς τὸν κύκλον, (Ο), τερματί- 
ζουν τὴν κατασκευὴν τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 
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πρόβλημα 270--01ΠῚ 


996. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῆς γωνίας Γ καὶ τῶν ἐκ 
τῆς κορυφῆς της ὕψους καὶ διχοτόμου. 

Κατασκευάζομεν τὴν γωνίαν (Σχ. 593) καὶ τὴν διχοτόμον της 
καὶ ἐπὶ ταύτης λαμβάνομεν τμῆμα ΓΔ ἴσον πρὸς τὴν δοθεῖσαν δι- 
χοτόμον. ᾿Ακολούθως, γράφομεν περιφέρειαν ἐπὶ τῆς ΓΔ ὡς δια- 
μέτρου καὶ τέμνομεν αὐτὴν εἰς Η διὰ τῆς περιφερείας κέντρου Γ 
καὶ ἀκτῖνος ἴσης πρὸς τὸ δοθὲν ὕψος ΑἩ. Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν 


ΔΗ κλπ. 
Προόβλημα 271 


957. Νὰ ἀδτάσμενοσνῃ τρίγωνον ἐκ μιᾶς πλενρᾶς, τῆς ἀπέναντι γω- 
νίας καὶ τῆς ἀκτῖνος τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 88 262, 3 καὶ 972 α, 2). 


Πρόβλημα 271-- 


998. Νὰ κατασκενασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῆς διαμέσου ΑΜ, τῆς 
συμμετροδιαμέσον ΑΣ καὶ τῆς ἀποστάσεως ΜΣ τῶν ποδῶν των, 


'Ὑποθέτοντες τὸ πρόβλημα λε- ; 
λυμένον καὶ παρατηροῦντες ὅτι ἡ νοι ὑβε 
διχοτόιιος ΑΙ διέρχεται διὰ τοῦ ὰ ἣν 
μέσου τοῦ τόξου ΒΚΓ τῆς περιγε- 
γραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περι- 
{με μους καὶ ὅτι εἶναι ϑιχοτόμος 

πίσης τῆς γωνίας ΜΑΣ (8 899), 
ἀγόμεθα εἰς τὴν ἀκόλουθον κα- 
τασκευήν : 

Κατασκευάζομεν τὸ τρίγωνον 
ΑΜΣ, φέρομεν τὴν διχοτόμον του 
ΑΙ καὶ προεκτείνομεν αὐτὴν μέ- ἘΠ κῶς πρὸ δ 

ι τῆς συναντήσεώς τῆς Κ μετὰ Ὲ- οὐὐνεύει χειονς α λα ΥΣ 
ΖΕ καθέτου εἰς τὸ ἐπὶ τὴν ἷ 
ΜΣ. ᾿Ακολούθως, ὁρίζομεν ἐπὶ Σγ. 554 
τῆς ΜΙ σημεῖον Ο ἴσον ἀπέχον ἊΣ 
τῶν Α καὶ Καὶ καὶ γράφομεν τὴν 
περιφέρειαν (Ο, ΟΑἹ). Αἱ τομαὶ αὐτῆς καὶ τῆς ΜΣ εἶναι αἱ δύο 
ἄλλαι κορυφαὶ Β καὶ Γ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 


Πρόβλημα 271--11 
999. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ τῶν διαμέσου, συμμετροδιαμέ- 
σου καὶ ὕψους, τῶν ἀγομένων ἐκ τῆς αὐτῆς κορυφῆς. 


Ἡ κατασκευὴ τῶν ὀρθ. τριγώνων ΑΜ, ΑΗΣ (Σχ. 594), μᾶς 
ὁδηγεῖ εἰς τὸ προηγούμενον πρόβλημα. 


Πρόβλημα 271--Π|͵ 
1000. Δίδεται γωνία Α. Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα τῶν πλενρῶν της ΒΓ 
εἰς τρόπον, ὥστε τὸ τρίγωνον ΑΒΓ ἔχῃ δοϑεῖσαν περίμετρον 3τ καὶ 
1) ἡ πλευρὰ ΒΓ νὰ διέρχεται διὰ δοϑέντος σημείου Ὁ. 
Γνωρίζομεν, ὅτι ἐὰν μία περιφέρεια ἀφάπτεται τῶν πλευρῶν 
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γωνίας Α, πᾶσα ἐφαπτομένη αὐτῆς, ὡς ἡ ΒΓ, ὁρίζει τρίγωνον 
ΑΒΓ σταθερᾶς περιμέτρου 2 ΑΔ (8 739). 
Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ λάβωμεν 


ΑΔΙΞΑΕ-ετ, 


νὰ κατασκευάσωμεν τὰς καθέτους ΔΟ, 
ΕΟ ἐπὶ τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας καὶ νὰ 
φέρωμεν ἐκ τοῦ τὴν ἐφαπτομένην ΡΒΓ 
πρὸς τὴν περιφέρειαν (0). 

2) Δοϑεῖσαν ἀκτῖνα ρ τῆς ἐγγεγραμμένης πε- 
ριφερείας. 

᾿Εγγράφομεν εἰς τὴν γωνίαν Α δευτέ- 
ραν περιφέρειαν (Ϊ) ἔχουσαν ἀκτῖνα ρ 
Α καὶ φέρομεν τὴν κοινὴν ἐσωτερικὴν ἐφα- 

1: 865, πτομένην ΒΓ τῶν δύο περιφερειῶν (Ο) 
καὶ ()). 

3) εΙοϑὲν ἐκ τοῦ Α ὕψος. (Βλ. 8. 134). 

Γράφομεν τὴν περιφέρειαν κέντρου Α καὶ ἀκτῖνος ἴσης πρὸς τὸ 
δοθὲν ὄψος καὶ φέρομεν κοινὴν ἐσωτερικὴν ἐφαπτομένην ΒΓ τῆς 
περιφερείας ταύτης καὶ τῆς (Ο). 

4)ὴ Δοϑεῖσαν διχοτόμον τῆς γωνίας Α. 

Τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀνάγεται εἰς τὸ τῆς 8 998, ὡς ἐπίσης καὶ 
ἀν ἐδίδετο τὸ ἐκ τῆς κορυφῆς Β ὕψος. Ἂν ἐδίδετο ἡ γωνία Β, 
θὰ ἀναφερώμεθα εἰς τὴν 58 999. 


Προόβλημα 271--.2}» 
1001. Νὰ κατασκενασθῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῆς γωνίας Α, τοῦ ὕψους 
Αδες:ν καὶ τοῦ ἀϑροίσματος ἃ τῶν πλευρῶν β καὶ γ. 


Ὑποθέτοντες τὸ τρίγωνον κατεσκευασμένον, εὐκόλως ὁδηγού- 
μεθα εἰς τὴν ἀκόλουθον κατασκευήν: 
Λαμβάνομεν ἐπὶ τῶν πλευρῶν τῆς 


γωνίας Α τμήματα ΑΗ -Ξ ΑἹ -Ξ' 


φέρομεν τὰς καθέτους ΗΕ, [Ε ἐπ’ 
αὐτὰ καὶ γράφομεν πέριφερειαν ἐπὶ 
τῆς ΑΕ ὡς διαμέτρου. Τὸ πρόβλημα, 
οὕτω, ἀνάγεται εἰς τὸ καλούμενον 
πρόβλημα τοῦ Ἐναποαὼν (5 320) καὶ 
οὐνιστάμενον εἰς τὴν ἀγωγὴν εύ- 
θείας ΕΖΘ εἰς τρόπον, ὥστε τὸ 
τμῆμα ΖΘ νὰ ἔχῃ μῆκος υ. Ἡ ἐκ 
τοῦ σηι!είου Ζ παράλληλος πρὸς 
τὴν ΑΘ τέμνει τὰς πλευρὰς τῆς γω- 
νίας Α κατὰ τὰς κορυφάς Β καὶ Γ. 
Σγ. 598 τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 

Πράγματι, τὰ τετράπλευρα ΒΕΖΗ 

καὶ ΓΙΕΖ εἶναι ἐγγράψιμα, τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΒΗΕ καὶ ΕΓ 


ἴσα καὶ ἑπομένως 
ΑΒ-ΚΑΓΞΕ ΑΗ -Αἱ Ξελ. 


Παρατήοησις. Τὸ βοηθητικὸν πρόβλημα (8 320) ἀνήκει εἰς τὸ ΠῚ 
Βιβλίον. 
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1002. Σημείωσεις. 1) Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα ἐπιδέχεται πολλὰς 
λύσεις (Μαίμιοδῖθ, 1905, σ. 79, πὸ 1471). Εἰς τὰ Οιιοϑίϊοτις ἀδ Οέο- 
γηόινὶς τοῦ Ὄεβρονεϑ, εὑρίσκονται λύσεις καὶ μὲ τὰ δεδομένα 


δ᾽. 
βΞ-Έγ, βγ, Υ̓ 


2) Τὸ τρίγωνον ΒΕΓ εἶναι ὅμοιον τοῦ ἰσοσκελοῦς ΗΕ (8 677). 

3) ΑἹ εὐθεῖαι, ὡς ἡ ΒΓ, αἱ ὁρίζουσαι ἐπὶ τῶν ΑΗ, ΑΙ τμήματα 
ΗΒ -ΞΊΓ, περιβάλλουν παραβολήν, ἔχουσαν τὸ σημεῖον ὡς 
ἑστίαν καὶ ἐφαπτομένην τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας Α εἰς τὰ σημεῖα 
Η καὶ 1 (6., η9 1015). 


Προόβλημα 272 


1008, Νὰ ἐγγραφῇ εἰς περιφέρειαν τρίγωνον, τοῦ ὁποίου δύο πλευ- 
φαὶ νὰ εἶναι παράλληλοι πρὸς δύο δοθείσας εὐθείας καὶ ἡ τρίτη νὰ 
διέρχεται διὰ δοϑέντος σημείου. 


Ἔστωσαν Α, ΥΧ, ΥΖ τὸ σημεῖον καὶ αἱ εὐθεῖαι, ΔΒΓ δὲ τὸ 
ζητούμενον τρίγωνον. ᾿Επειδὴ ἡ ἐγ- 
γεγραμμένη γωνία Δ εἶναι ἴση πρὸς 
τὴν γωνίαν ΧΥΖ, ἡ ἀντίστοιχος 
αὐτῆς χορδὴ ΒΓ ἔχει ὡρισμένον μῆ- 
κος καὶ ἐφάπτεται ἑπομένως καταλ- 
λήλου περιφερείας, ὁμοκέντρου τῆς 
δοθείσης. 

᾿Ἐὰν λοιπὸν ἐκ τοῦ σημείου 
φέρωμεν ἐφαπτομένην ἐπὶ τὴν περι- 
φέρειαν ταύτην, καὶ ἐκ τῶν σημείων 
Β καὶ Γ, καθ᾽ ἃ ἡ εὐθεῖα αὕτη Σα. 891, 
τέμνει τὴν δοθεῖσαν περιφέρειαν, ΤΑΣ ᾿ 
γράψωμεν τὰς παραλλήλους ΓΔ, ΒΔ πρὸς τὰς εὐθείας ΥΧ καὶ 

Ζ, ἀντιστοίχως, τὸ σημεῖον Δ θὰ κεῖται ἀναγκαίως ἐπὶ τῆς δο- 


΄᾿ν ΄ς. 
θείσης περιφερείας, ἀφοῦ Δ -- ΧΥ͂Ζ, καὶ τὸ τρίγωνον ΔΒΓ θὰ εἶναι 
τὸ ζητούμενον. 


Πρόβλημα 272--Ἰ 


1ΟΌ4. Δίδονται δύο σημεῖα Α, Β καὶ περιφέρεια. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ 
᾿ῆς γραμμῆς αὐτῆς σημεῖον Γ΄ τοιοῦτον, 
ὥστε αἱ εὐθεῖαι ΓΑ καὶ ΓΒ νὰ ὁὀρίζουν 
«πὶ τῆς περιφερείας χορδὴν ΔῈ δοϑέντος 
ήκους λ. 

"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
ΔΕ--λ. ᾿ΕἘπειδὴ τὸ μῆκος τῆς χορδῆς 
ΔΕ εἶναι ὡρισμένον, θὰ εἶνα. ὡρισμέ- 
νον καὶ τὸ μέγεθος τῆς γωνίας Γ, ἴσης 
πρὸς τὴν γωνίαν χορδῆς ΜΝ -Ξλ καὶ 
ἐφαπτομένης ΜΤ. 

Τὸ σημεῖον Γ᾽, ἑπομένως, εἶναι τομὴ 
τῆς δοθείσης περιφερείας καὶ τοῦ τό- 

΄ὔ"αςῬ- 


ξου (Α, Β, Γ). 
Παρατήρησις. Ὑ πάρχουν δύο λύσεις, μία ἢ καμμία. 
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Πρόβλημα 278 


1006. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑέντα κύκλον (Ο) τρίγωνον ἔχον τὰς πλευ- 
ρἀς παραλλήλους πρὸς τρεῖς δοϑείσας εὐθείας. 

1) Ἕστω αβγ τὸ τρίγωνον τῶν τριῶν δοθεισῶν εὐθειῶν. ᾿Εγ- 
γράφομεν εἰς τὴν περιφέρειαν (Ο) γωνίαν Δ, ἴσην πρὸς τὴν γὼω- 
νίαν α τοῦ τριγώνου τούτου, καὶ βαίνουσαν ἐπὶ χορδῆς ΕΖ. Τὸ 
μῆκος τῆς χορδῆς ταύτης ἰσοῦται πρύφανος πρὸς τὸ μῆκος τῆς 

πλευρᾶς ΑΒ τοῦ ζητουμένου 
τριγώνου. 

Εἶναι, λοιπόν, ἡ ΒΓ ἐφα- 
πτομένη παράλληλος τῆς βγ 
περιφερείας; ὁμοκέντρου τῆς 
δοθείσης καὶ ἐφαπτομένης τῆς 
ΕΖ. ᾿Εὰν δὲ ἐκ τοῦ ἄκρου 
αὐτῆς φέρωμεν χορδὴν ΒΑ 
παράλληλον πρὸς τὴν βα, τὸ 
τρίγωνον ΑΒΓ θὰ εἶναι τὸ 
ζητούμενον. ᾿Επειδὴ 


΄“. ΄΄ἷΨ 
Ατξα, ΑΒ᾿αβ 


καὶ ἑπομένως αὐ ΑΓ. 

2) Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ θεωρήσωμεν τὸ ἀντίστροφον πρόβλημα, 
νὰ 'περιγράψωμεν περιφέρειαν εἰς τὸ τρίγωνον αβγ καὶ ἐκ τοῦ 
κέντρου Ο τῆς δοθείσης νὰ φέρωμεν ἀκτῖνας παραλλήλους πρὸς 
τὰς οα, οβ, ογ. 

3) Ἐπίσης, νὰ ὀρίσωμεν τὸ μῆκος μιᾶς πλευρᾶς, ὡς ἐν 


Πρόβλημα 278--Ἰ 


1006. Δίδονται δύο σημεῖα Α, Β καὶ περιφέρεια. Νὰ εὖ; ση- 
μεῖον Γ ἐπ’ αὐτῆς τοιοῦτον, ὥστε αἱ εὐθεῖαι ΓΑ καὶ ΓΒ νὰ ὁρίζουν 
ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν περιφέρειαν τρίγωνον ΓΔῈ ἔχον μίαν γωνίαν 
δοθέντος μεγέθους. 


΄΄ς 

"Ἔστω Δ ἡ ὡρισμένη γωνία. ᾿Επειδὴ ἡ χορδὴ ΓΕ θὰ ἔχῃ ὦρι- 
σμένον μῆκος, θὰ ἐφάπτεται καταλλήλου πε- 
ριφερείας, ὁμοκέντρου τἧς δοθείσης. ᾿Αρκεῖ, 
λοιπόν, ἐκ τοῦ σημείου νὰ φέρωμεν ἐφα- 
πτομένην ΒΕΓ τῆς περιφερείας αὐτῆς καὶ νὰ 
συνδέσωμεν τὸ Ε μετὰ τοῦ σημείου Δ, καθ᾽ 
ὃ ἡ ΑΓ τέμνει τὴν δοθεῖσαν περιφέρειαν, 


Παρατηρήσεις. 1) ᾿Επειδὴ ἐκ τοῦ σημείου Β 
δυνάμεθα νὰ φέρωμεν δύο ἐφαπτομένας πρὸς 
τὴν γραφεῖσαν περιφέρειαν, ὑπάρχουν δύο 
λύσεις τοῦ προβλήματος, καὶ δύο ἄλλαι, φυ- 
σικά, ἐὰν τὴν δοθεῖσαν γωνίαν τοποθετήσω- 
᾿ Β μὲν εἰς τὸ Ε. . 

Σχ. (κι, 2) Ἑὰν ἡ δοθεῖσα γωνία εἶναι εἰς τὸ Γ, 
ἐργαζόμεθα ὡς ἐν 5 1004, “Ὥστε, ἐν ὅλῳ, 
ἔχομεν ἕξ λύσεις τοῦ προβλήματος. 


Πρόβλημα 374 


᾿ς 7ΟΟΥ͂. Νὰ κατασκενασθῇ τρίγωνον ΛΉΝ τοιοῦτον, ὥστε αἱ πλευραί 
του νὰ διέρχωνται διὰ τριῶν δοϑέντων σημείων Α, Β, Γ, αἱ κορυφαὶ 
Μ, Ν νὰ κεῖνται ἐπὶ δοθείσης περιφερείας, διερχομένης διὰ τῶν ση- 
μείων Α καὶ Β, καὶ ἡ γωνία Λ νὰ ἔχῃ δοθὲν μέγεϑος. 


"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον. ᾿Επειδὴ ἡ γωνία Λ μετρεῖται 
ὑπὸ τοῦ ἡμιαθροίσματος τῶν τόξων. ΑΒ καὶ ΜΝ, τὸ δεύτερον 
τοῦτο τόξον ἢ Καὶ ἡ χορδή του δύναται 
νὰ γνωσθῇ. Πρὸς τοῦτο, δι’ ἐφαπτομένης Ν δ 
ΑΤ καὶ χορδῆς ΑΔ σχηματίζομεν γωνίαν 
ΤΑΔ --Λ' ἡ χορδὴ ΒΔ θὰ εἶναι ἴση πρὸς 
τὴν ὑποτείνουσαν τὸ τόξον ΜΝ. 

Γράφομεν, ἀκολούθως, περιφέρειαν ὁ- 
μόκεντρον τῆς δοθείσης καὶ ἐφαπτομένην 
τῆς ΒΔ καὶ ἐκ τοῦ Γ φέρομεν ἐφαπτομέ- 
νὴν ΓΜΝ πρὸς αὐτήν. Ἢ τεμὴ τῶν εὐ- 
θειῶν ΑΝ καὶ ΒΜ ὁρίζουν τὴν τρίτην κο- 
ρυφὴν Λ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 


Παρατήρησις. Ἔκ τοῦ Γ ἄγονται δύο ἐφαπτόμεναι" εἰς τὴν μίαν 
τούτων ἀνιιστοιχεῖ γωνία Λ ἴση πρὸς τὴν δοθεῖσαν καὶ εἰς τὴν 
ἄλλην παραπληρωματικὴ αὐτῆς. 


Πρόβλημα 2574-- 1 


1008. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑεῖσαν περιφέρειαν τοίγωνον ΑΒΓ΄, τοῦ 
ὁποίου ἡ γωνία Α εἶναι ὡρισμένη, αἱ δὲ πλευραὶ ΑΤ᾽ καὶ ΒΓ ἐφάπτον- 
ται δύο ἄλλων δοϑεισῶν περιφερειῶν. 


"Ἔστωσαν Ο, Δ, Ε, τὰ κέντρα τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν. 

᾿Επειδὴ ἡ γωνία Α εἶναι ὡρισμένη, 
τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὸ τόξον 
καὶ τὴν χορδὴν ΒΓ, ἴσα, ἀντιστοίχως, 
πρὸς τὸ τόξον καὶ χορδὴν ΜΝ τῆς γω- 
νίας ΤΜΝ τοῦ σχήματος. “ὥστε: 

Ἢ χορδὴ ΒΓ εἶναι κοινὴ ἐφαπτο- 
μένη τῆς περιφερείας (Δ) καὶ τῆς ὁμο- 
κέντρου δὴ τῆς (Ο) καὶ ἐφαπτομένης 
τῆς ΜΝ, ἡ δὲ ΓΑ ὁρίζεται διὰ τῆς ἐκ 
τοῦ σημείου Γ ἐφακτομένης ΓΑ πρὸς 
τὴν περιφέρειαν (Ε). 


Παρατήρησις. Ἐϊς μίαν κοινὴν ἐφα- 
πτομένην ὉΓ ἀντιστοιχοῦν δύο λύσεις" 
εἰς τὰς τέσσαρας, ἐν γένει, ἑπομένως, κοινὰς ἐφαπτομένας τῶν 
περιφερειῶν (Δ) καὶ (Ο΄) ἀντιστοιχοῦν ὀκτὼ λύσεις τοῦ προ- 
βλήματος. 


Πρόβλημα 275 


1000. Δοθεισῶν δύο ὁμοκέντρων περιφερειῶν, νὰ κατασχευασϑῇ 
τρίγωνον, ἔχον δοθείσας τὰς γωνίας καὶ τοῦ ὁποίον ἡ μία κορυφὴ κεῖ- 
ται ἐπὶ τῆς μιᾶς περιφερείας, αἱ δὲ δύο ἄλλαι ἐπὶ τῆς ἄλλης. 

Ὑποθέσωμεν λελυμένον τὸ πρόβλημα, ΑΒΓ τὸ ζητούμενον τρί- 
γῶνον καὶ Δ τὴν τομὴν τῆς εὐθείας ΒΑ μετὰ τῆς ἐξωτερικῆς πε- 
ριφερείας. 
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᾿Επειδὴ ἡ χορδὴ ΓΔ εἶναι ὠρισα νηὶ ὡς σχηματίζουσα μετὰ 
ἐφαπτομένης ΓΤ γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν δο- 
θεῖσαν Β τοῦ τριγώνου, ἡ κορυφὴ Α αὐτοῦ 
εὑρίσκεται, ὡς τομὴ τῆς ἐσωτερικῆς περιφε- 
ρείας καὶ τοῦ κυκλικοῦ τόξου, τοῦ διερχομέ- 
νου διὰ τῶν Γ, Δ καὶ ἔχοντος ἐγγεγραμμέ- 
νὴν γωνίαν εἰς αὐτὸ ἴσην πρὸς τὴν παρα- 
πληρωματικὴν τῆς δοθείσης γωνίας Α. 


Παρατήρησις. ἘῤΠῤς τὰ δύο, ἐν γένει, κοινὰ 
σημεῖα Α, Α΄ τοῦ τόξου (Γ, Δ, 1809 --- Α) καὶ 
τῆς ἐσωτερικῆς περιφερείας, ἀντιστοιχοῦν δύο 
λύσεις τοῦ προβλήματος. 

Ἐπειδὴ δὰ τὸ μέγεθος τῆς εἰς τὸ Γ γωνίας δύναται νὰ ἐναλ- 
λαχθῇ πρὸς τὰ τῶν δύο ἄλλων γωνιῶν, γίνεται φανερὸν ὅτι δυ- 
νάμεθα νὰ ἔχωμεν ἔξ λύσεις τοῦ γενικοῦ προβλήματος. 

Ἔξ ἄλλας λύσεις λαμβάνομεν ὑποθέτοντες τὴν μίαν κορυφὴν 
ἐπὶ τῆς ἐξωτερικῆς περιφερείας καὶ τὰς ἄλλας ἐπὶ τῆς ἐσωτερικῆς. 


Σημείωσις. Τὸ πρόβλημα εὑρίσκεται εἰς Οοικν5 οογηρίοί ἀ6 νιαΐδά- 
πιαξφοϑ γιενε8 τοῦ Ῥτδαυσαουτγ, τόμ. . 


Πρόβλημα 376 


1010. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τρίγωνον ἄλλο ἴσον πρὸς δοϑέν. 


Θεωροῦντες τὸ ἀντίθετον πρόβλημα, ὁδηγούμεθα εἰς τὸ ἐπό- 
μενον: 


Προόβλημα 376--1 


Διὰ τριῶν δοϑέντων σημείων, νὰ ἀχϑοῦν τρεῖς εὐϑεῖαι σχηματίζον- 
σαι τρίγωνον ἴσον πρὸς δοϑέν. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8 215). 
Πρόβλημα 276--11 


1011. Ἑἰϊς δοθὲν τρίγωνον ΑΒΓ νὰ περιγραφῇ τὸ μέγιστον ἰσόπλευρον. 

᾿Επὶ τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου γρά- 
φομὲεν τόξα ἐγγεγραμμανον γωνιῶν 
ἴσων πρὸς 609, σχηματίζομεν τὸ τρίγω- 
νον ΔΕΖ τῶν κέντρων των καὶ διὰ τῶν 
κορυφῶν τοῦ δοθέντος τριγώνου φέρο- 
μεν παραλλήλους πρὸς τὰς πλευρὰς 
τοῦ ΔΕΖ (8 8799). 


πρόβλημα 3976--11] 
1012. Ἑϊς δοϑὲν ἐῤῤρνεσ α μὲ τρίγωνον, 


νὰ περιγραφῇ τετράγωνον ἔχον μίαν κο- 
ουφὴν κοινὴν μετὰ τοῦ τριγώνου. 


᾿Επὶ ἑκάστης πλευρᾶς τοῦ τριγώνου, 


ὡς διαμέ ,. γρά 
ἐξωτερικῶς αὐτοῦ, κλπ. ΣΈ ετροῦ, γράφομεν, ἡμικεριψερείας 
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Πρόβλημα 276--}ν 


1018, Νὰ ἐγγραφῇ εἰς τετράγωνον ἰσόπλευρον τρίγωνον, ἔχον μίαν 
κορυφὴν κοινὴν μετὰ τοῦ τετραγώνου. 


Εἴναι τὸ ἀντίθετον τοῦ προηγουμένου προβλήματος. 


ατασκεναὶ τετραπλεύρων 


1014. ᾽᾿Επειδὴ αἱ κατασκευαὶ παραλληλογράμμων ἀνάγονται 
κρκύλος εἰς ἐκείνας τῶν τριγώνων, ἐλάχιστα θὰ ἀσχοληθῶμεν μὲ 
αὐτάς. 

Αἱ κατασκευαὶ τῶν τραπεζίων ὁδηγοῦν εἰς ἐνδιαφέροντα προ- 
βλήματα, ἰδιαιτέρως ὅταν γίνεται χρῆσις καὶ τοῦ [Π] Βιβλίου" τὸ 
αὐτὸ ἰσχύει καὶ διὰ τὰ ἀναφερόμενα εἰς τὰ ἐγγράψιμα τετρά- 
πλευρα ἢ καὶ εἰς τὰ τυχόντα τετράπλευρα. 


Πρόβλημα 277 


1016. Ἑϊς δοϑὲν τετράγωνον νὰ ἐγγραφῇ ἀλλο, ἔχον ὡς πλευρὰν ὃο- 
ϑὲν μῆκος λ. Ποῖα τὰ ὅρια τῆς μεταβολῆς τοῦ ἃ; 


]1ος Τρόπος. Γράφομεν περιφέρειαν ἔχουσαν ὡς κέντρον τὸ ση- 
μεῖον τομῆς τῶν διαγωνίων τοῦ δοθέντος τετραγώνου καὶ ἀκτῖνα 


γξ᾽ Τὰ σημεῖα τομῆς αὐτῆς καὶ τῶν πλευρῶν 
τοῦ τετραγώνου -- λαμβανόμενα κατ᾽ ἀρτίαν ἢ 
περιττὴν τάξιν -- εἶναι αἱ κορυφαὶ τοῦ ζητου- 
μένου τετραγώνου. 


ὅζος Ἰρόπος. Φέρομεν τὴν διχοτόμον ΑΡ τῆς 
γωνίας ΒΑΕ καὶ τέμνομεν αὐτὴν εἰς Ζ διὰ τῆς 
περιφερείας (Β, λ). "Εκ τοῦ Ζ καταβιβάζομεν κά- 
θετον ΖΗ ἐπὶ τὴν ΑΒ, ἐκ τοῦ Η φέρομεν παράλ- 
ληλον ΗΘ πρὸς τὴν ΖΒ καὶ εἰς τὰ Η καὶ Θ τὰς 
καθέτους ΗΛ, ΘΜ ἐπὶ τὴν ΗΘ. Τὸ τετράπλευ- 
ρον ΗΘΜΛ εἶναι τὸ ζητούμενον τετράγωνον. 

Πράγματι, ΘΗ-ΞΒΖ καὶ ΑΗ-ΞΞΗΖ-ΞΒΘ' ἑπομένως, ΒΗ:ΞΞ-ΓΘ, κλπ. 

Τὸ μῆκος ΒΖ --Ξλ δύναται νὰ μεταβάλλεται μεταξὺ ΒΑ καὶ τῆς 
καθέτου ΒΡ -- ΑΒ: ΞΞ ΑΒΥ͂Ζ - 

γ2 2 

1016. Σημείωσις. .Ὃ 2ος τρόπος εὑρίσκεται εἰς τὸ ἔργον τοῦ 

Νν. (οΙῖπβ, Κὰν (ὁ οιρογοΐοο8 οα Εποϊϊα᾿ς Εἰσηιενίς οὗ (δογθίνη, σ. 20. 


πρόβλημα 2578 


1017. Νὰ κατασκευασϑῇ τετράγωνον ἐκ τοῦ ἀϑροίσματος ἢ τῆς δια- 
φορᾶς τῆς διαγωνίου καὶ τῆς πλευρᾶς τοῦ τετραγώνου. 

1) Διὰ τὸ ἄθροισμα Βλ. Μέϑοδοι, 8 41. 

2) "Ἔστω ΑΒ ἡ δοθεῖσα διαφορά. 

'Ὑποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ φέροντες κάθετον 
ΒΗ ἐπὶ τὴν ΑΔ; παρατηροῦμεν ὅτι τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΗ 


Σχ. 5. 
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΄ς 
εἶναι ἰσοσκελές, ἀφοῦ ΒΑΗ -- 459, τὸ δὲ τετράπλευρον ΗΓΔΒ 
συμμετρικὸν πρὸς τὴν ΗΔ. ᾿Επειδὴ τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΗΒΔ, 
ΗΓΔ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα κοινὴν τὴν ὑπο- 
Γ Δ τείνουσαν καὶ ΔΒ -- ΔΙ, Ἑπομένως 


ΗΓ -- ΒΗ --᾿ΑβΒ.' 


Θὰ πρέπει, λοιπόν, νὰ κατασκευάσωμεν: 
ὀρθὴν γωνίαν ΓΑΕ καὶ τὴν διχοτόμον της 
καὶ νὰ μεταφέρωμεν τὴν δοθεῖσαν διαφορὰν 

λ Ἢ 1 το υδα τῆς ΤΣ ΤΙΣ ΡΒ ἥ- τὴν ΒΗ καὶ ἀπ᾿ 
ἫΝ αὐτῆς εἰς τὴν . Ὑψοῦμεν ἀκολούθως κά- 
δοδῶ θετον ΓΔ ἐπὶ τὴν ΑΓ, κλπ. 


Ποόβλημα 279 


1018. Νὰ ἐγγραφῇ τετράγωνον ἐντὸς τοῦ κοινοῦ μέρους δύο ἴσων 
τεμνομένων κύκλων. 


Διὰ τοῦ μέσου τῆς διακέντρου φέρομεν δύο χορδὰς τοῦ κοινοῦ 
μέρους τῶν κύκλων, κεκλιμένας κατὰ 45. πρὸς τὴν διάκεντρον. 
ἡ ἔναι εἶναι αἱ διαγώνιοι τοῦ ζητουμένου τετραγώνου. 


Προόβλημα 279--1 


1010. Ἑὶϊς τετράγωνον, νὰ ἐγγραφοῦν τέσσαρες χύκλοι ἴσοι, ἐφαπτό- 
μενοι ἀλλήλων καὶ ἕκαστος δύο πλευρῶν τοῦ τετραγώνου. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ 
ἀκτίς των συναρτήσει τῆς πλευρᾶς τοῦ τετραγώνου. 


Εἶναι οἱ ἐγγεγραμμένοι εἰς τὰ τέσσαρα ἴσα τετράγωνα, εἰς ἃ 
διαιρεῖται τὸ τετράγωνον. Ἢ ἀκτίς τῶν εἶναι τὸ τέταρτον τῆς 
πλευρᾶς τοῦ τετραγώνου. 


Προόβλημα 280 


1080. Νὰ περιγραφῇ τετράγωνον εἰς δοϑὲν τετράπλευρον. 


"Ἔστω ΑΒΓΔ τὸ δοθὲν τετράπλευρον καὶ ᾿ΗΕΘΖ τὸ ζητούμε- 
νον τετράγωνον. Αἱ κορυφαὶ Ε ἘΜ} Ζ 
τοῦ τετραγώνου θὰ εὑρίσκωνται ἐπὶ 
τῶν περιφερειῶν τῶν ἐχουσῶν ὡς δια- 
μέτρους τὰς ΑΒ καὶ ΓΔ πλευρὰς τοῦ 
τετραπλεύρου, ἡ δὲ διαγώνιος ΕΖ τοῦ 
τετραγώνου, ὡς διχοτομοῦσα τὰἀς γω- 
νίας Ε καὶ Ζ αὐτοῦ, θὰ διέρχεται διὰ 
τῶν μέσων, Ν καὶ Μ, τῶν τόξων ΑΝΒ 
καὶ ΔΜΓ τῶν περιφερειῶν αὐτῶν. 
᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ ἀχθῇ ἡ εὐθεῖα ΜΝ 
διὰ νὰ ὁρισθῇ ἡ διαγώνιος ΕΖ τοῦ ζη- 
τουμένου τετραγώνου, ἄρα καὶ τοῦτο 
τὸ τετράγωνον. 
Παρατηρήσεις. 1) Τὸ πρόβλημα ἐπιδέχε- 
ται τέσσαρας λύσεις. "Ἔστωσαν, πράγματι, Μ, Μ' τὰ μέσα τῶν δύο 
ἡμιπεριφερειῶν διαμέτρου ΑΒ καὶ Ν, Ν΄ τὰ ὅμοια σημεῖα διὰ τὰς 


ἡμιπεριφερείας ΓΔ. 
ΤΙΣΙ ϑεόντες ἕκαστον τῶν σημείων Μ, ΜΔ' πρὸς ἕν τῶν Ν, Ν', 


Σχ. 801. 
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λαμβάνομεν εὐθεῖαν συναντῶσαν ἑκάστην τῶν ἄλλων ἡμιπεριφε- 
ρειῶν κατὰ σημεῖα δυνάμενα νὰ ληφθοῦν ὡς ἄκρα διαγωνίου ἑνὸς 


ἐκ τῶν ζητουμένων τετραγώνων. Εὑρίσκομεν, οὕτω, τέσσαρας λύ- 
σεις, ἀντιστοίχους τῶν διαγωνίων ΡΠ, Ρ΄ Π’, ΕΣ, Ε΄Σ΄. 

2) ᾿Βὰν αἱ διαγώνιοι τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ εἶναι ἔσαι καὶ ὀρϑογώ- 
νιοὶ, δυνάμεϑα νὰ περιγράψωμεν εἰς αὐτὸ ἀπειρίαν τετραγώνων. 

Διότι, διὰ τῶν Α καὶ Γ δυνάμεθα νὰ φέρωμεν δύο παραλλή- 
λοὺς πρὸς τυχοῦσαν διεύθυνοιν καὶ ἐκ τῶν Β καὶ Γ τὰς καθέτους 
ἐπ᾿ αὐτάς. Τὸ τετράπλευρον τῶν τεσσάρων τούτων εὐθειῶν εἶναι 
Ἐτράγονον. 

) Εἰς τὴν περίπτωσιν τῶν ἴσων 
ταὶ ὀρθογωνίων διαγωνίων, αἱ τέσ- 
γζαρες περιφέρειαι, αἱ ἔχουσσι ὡς 
ὀιαμέτρους τὰς πλευρὰς τοῦ τετρα- 
πλεύρου ΑΒΓΔ, διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου, τοῦ σταϑεροῦ κέντρου 
ὁμοιότητος τῶν τεσσάρων περιγεγραμ- 
μένων τετραγώνων (δ 2476). 

4) Τοῦ ἀνωτέρω προβλήματος 
ὑπάρχει καὶ ἡ ἀκόλουθος ἁπλου- 
στάτη λύσις: 

Ἔκ μιᾶς κορυφῆς Β τοῦ δοθέν- 
τος τετραπλεθρου φέρομεν τὴν κά- -Σ .. 608. 
θετον ΒΡ ἐπὶ τὴν διαγώνιον ΑΓ, 
λαμβάνομεν ἐπ᾽ αὐτῆς τμῆμα ΒΛΈΞΑΓ καὶ φέρομεν τὴν εὐθεῖαν 
ΔΛ. Ἡ εὐθεῖα αὐτὴ ὁρίζει τὴν διεύθυνσιν εις τῶν πλευρῶν τοῦ 
ζητουμένου τετραγώνου. (Μαϊιε5ὶ8, 1881, σ. 8, Βἰαπάδιτζοτ), 
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Πρόβλημα 281 


1022. Ἑϊς παραλληλόγραμμον νὰ ἐγγραφῇ τετράγωνον. 


"Ἔστω ΖΕΗΘ τὸ τετράγωνον καὶ τοῦ ὁποίου τὸ κέντρον συμπί- 
πτει, προφανῶς, πρὸς τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαγωνίων τοῦ πα- 
ραλληλογράμμου. 

Φέρομεν τἀς καθέτους ΟΛ καὶ ΖΜ ἐπὶ τῆς ΑΒ καθὼς καὶ τὴν 
κάθετον ΟΝ ἐπὶ τὴν ΖΜ. Τὰ 
ὀρθογώνια τρίγωνα ΟΛΕ, 
ΟΝΖ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα 
ἴσας τὰς γωνίας καὶ τὰς 
ὑποτεινούσας πράγματι, 
ΟΕ -- ΟΖ, αἱ δὲ γωνίαι 
ΛΟΕ καὶ ΝΟΖ ἔχουν τὰς 
πλευράς των καθέτους, ἀν- 
τιστοίχως. “ὥστε 


ΟΝ -Ξ ΟΛ, 


καὶ οὕτω ὁδηγούμεϑα εἰς τὴν ἀκόλουθον κατασκευήν : 

Ἔκ τοῦ κέντρου Ο τοῦ παραλληλογράμμου, ἄγομεν κάθετον 
ΟΛ ἐπὶ τὴν ΑΒ, λαμβάνομεν τμῆμα ΛΜ ἐπὶ τῆς ΑΒ ἴσον πρὸς τὸ 
ΟΛ καὶ εἰς τὸ σημεῖον Μ ὑψοῦμεν κάθετον ΜΖ ἐπὶ τὴν ΑΒ. Τὸ 
σημεῖον Ζ εἶναι ἡ μία κορυφὴ τοῦ τετραγώνου. 

᾿Ακολούθως, ἐκ. τοῦ κέντρου Ο φέρομεν κάθετον ΟΝ ἐπὶ τὴν 
ΖΑ καὶ μεταφέρομεν τὸ τμῆμα ΖΝ εἰς τὸ ΛΕ ἐπὶ τῆς ΑΒ. Τὸ ση- 
μεῖον Ε εἶναι ἄλλη κορυφὴ τοῦ ζητουμένου τετραγώνου κλπ. 


Παρατήρησις. Ἢ διερεόνησις τοῦ προβλήματος εἶναι πολὺ ἐν- 
διαφέρουσα ἀλλὰ ᾿καὶ πολὺ ἐκτενής" χρησιμοποιεῖ ἄλλωστε καὶ 
τὴν Τριγωνομετρίαν. (Βλ. Ν. 4π. ἀε Μαϊμένιαϊἰφιιε5, 1859, ο. 451--- 
459, 1. Ματεπί). 


Προόβλημα 281--] 


1023. Ἑϊς δοϑὲν τετράγωνον νὰ ἐγγραφῇ ἄλλο, τοῦ ὁποίον μία 
πλευρὰ νὰ διέρχεται διὰ δοϑέντος σημείου Α. 


Συνδέομεν τὸ κέντρον Ο τοῦ δοθέντος τετραγώνου μετὰ τοῦ 
σημείου Α, φέρομεν εὐθεῖαν ΟΧ κάθετον ἐπὶ τὴν ΟΑ καὶ ἐπὶ ταύ- 
τῆς λαμβάνομεν τμῆμα ΟΒ Ξε ΟΑ. 

Ἡ περιφέρεια διαμέτρου ΑΒ τέμνει μίαν πλευρὰν τοῦ τετρα- 
γώνου ἢ τὴν προέκτασιν αὐτῆς εἰς δύο σημεῖα ἢ ἐφάπτεται αὐτῆς 
ἢ δὲν τὴν συναντᾷ" εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν ὑπάρχουν δύο λύ- 
σεις τοῦ προβλήματος, εἰς τὴν δευτέραν μία--καὶ εἰς αὐτὴν ἀντι- 
στοιχεῖ τὸ ἐλάχιστον ἐγγεγραμμένον τετράγωνον --- καὶ εἰς τὴν 
τρίτην καμμία (59). 


Παρατήρησις. Δυνάμεθα νὰ ἐπιληφθῶμεν καὶ ἀλγεβρικῶς τοῦ 


δά. Σημ. μετ. Ἔστω, πράγματι, ΓΔΕΖ τὸ τετράγωνον καὶ Μ ὃν τῶν 
σημείων τομῆς τῆς περιφερείας ΑΒ καὶ τῆς πλευρᾶς ΓΔ. ΑΓ ΑΜ, ΒΜ 
πέμνουν τὰς πλευρὰς ΓΖ καὶ ΔῈ τοῦ τετραγώνου εἰς τὰ σημεῖα Ν καὶ Σ, 
Ν, ΜῚῸΣ εἶναι τρεῖς κορυφαὶ ἑνὸς ἔκ τῶν ζητουμένων τετραγώνων. 

Ἐπειδὴ ἡ ΟΜ εἶναι διχοτόμος τῆς γωνέας ΝΗΝΣ, τὸ ΜΟΣΔ ἐγγράφι- 
βον τετράπλευρον καὶ. τὸ τρίγωνον ΜΟΣ ὁρ' ογώνιον ἰσοσκελὲς κλπ. 
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προβλήματος, ὁπότε ἀγόμεθα εἰς ἐξίσωσιν δευτέρου βαθμοῦ’ τὰ 
ἀποτελέσματα εἶναι τὰ ἴδια ἀλλὰ ἡ ἐργασία ἐπίπονος. 
Πρόβλημα 982 

1024. Νὰ κατασχενασϑῇ ὀρθογώνιον : 

1) Ἔκ τῆς περιμέτρου καὶ τῆς γωνίας τῶν διαγωνίων. 

᾿Επειδὴ ἐκ τῆς γνώσεως τῆς γωνίας Ο γνωρίζεται καὶ ἡ γωνίᾳ 
ΒΑΟ, ἀγόμενα εἰς τὴν κατασκευὴν ὀρθογωνίου 
τριγώνου ΒΑΓ, τοῦ ὁποίου εἶναι γνωσταὶ αἱ 
γωνίαι καὶ ὡρισμένον τὸ ἄθροισμα τῶν πλευρῶν 
τῆς ὀρθῆς γωνίας (8 974, 2). 

2) 'Εκ τῆς γωνίας τῶν διαγωνίων καὶ τῆς διαφο- 
ρᾶς δύο παρακειμένων πλευρῶν. 

Ἔστω ΑΕ ἡ διαφορὰ αὕτη. Τὸ τρίγωνον 
ΑΕΔ εἶναι κατασκευάσιμον, ἀφοῦ εἶναι γνω- 
στὴ ἡ πλευρὰ ΑΕ καὶ αἱ προσκείμεναι εἰς αὐ- 
τὴν γωνίαι᾽ πράγματι, 

ΑΟΓ 


γων ΔΑΕ -- 90..- , ΑΈΔ ---90..-}.450--- 1350. 


3) 'Ἔκ τῆς περιμέερον καὶ διαγωνίου. 

᾿Αναγόμεθα εἰς κατασκευὴν ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΓΔ, τοῦ 
ὁποίου δίδονται ἡ ὑποτείνουσα καὶ τὸ ἄθροισμα τῶν πλευρῶν τῆς 
ὀρθῆς γωνίας (5 989). 

Θὰ ἠδύνατο, ἐπίσης, νὰ ἐδίδοντο ἡ διαγώνιος καὶ ἡ διαφορὰ 
τῶν προσκειμένων πλευρῶν. 


Προόβλημα 282--} 
103δ. Νὰ κατασχευασθῇ ρόμβος, ἐκ τῆς πλευρᾶς καὶ τοῦ ἀϑροίαμα- 
τος ἢ τῆς διαφορᾶς τῶν διαγωνίων αὐτοῦ. 


Καὶ εἰς τὰς δύο περιπτώσεις, ὁδηγούμεθα εἰς κατασκευὴν ὀρ- 
θογωνίου τριγώνου ἐκ τῆς ὑποτεινούσης καὶ τοῦ ἀθροίσματος ἢ 
τῆς διαφορᾶς τῶν ἄλλων πλευρῶν αὐτοῦ. 


Προόβλημα 288 


1026. Νὰ εὑρεθῇ σημεῖον Μ ἐπὶ τῆς- ὑποτεινούσης ὀρϑογωνίον τρι- 
γώνου ΑΒΓ τοιοῦτον, ὥστε, ἂν ἐξ αὐτὸῦ ἀχϑοῦν παράλληλοι πρὸς τὰς 
πλευρὰς τῆς ὀρϑῆς γωνίας, τὸ σχηματιζόμενον ὀρϑογώνιον : 

1) Νὰ ἔχῃ δοθεῖσαν περίμετρον (88 99α καὶ 874). 

2) Διαφορὰν παρακειμένων πλευρῶν δοθεῖσαν (88 99 καὶ 584). 

3) Νὰ εἶναι τετράγωνον (8 99 β, 2). 

4) Νὰ ἔχῃ τὴν ἐλαχίστην διαγώνιον. Αὕτη ἰσοῦται πρὸς τὸ ἐκ τοῦ Αὶ 
ὕψος τοῦ τριγώνου. 

Πρόβλημα 8984 
1027. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς περιφέρειαν ὀρϑογώνιον, τοῦ ὁποίου : 


1) Ἢ περίμετρος νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆκος (8. 100 αὐ). 
2) Η διαφορὰ τῶν πλευρῶν νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆκος (8 100 β). 
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πρόβλημα 8384--] 


1028. Νὰ κατασχενασϑὴ παραλληλόγραμμον : 


1) "Εκ μιᾶ; πλευρᾶς καὶ τῶν» διαγωνίων. 

2) 'Ἔκ δύο πλευρῶν καὶ μιᾶς διαγωνίου. 

3) ᾿Εκ δύο παρακειμένων πλευρῶν καὶ τῆς ;ωνίας αὐτῶν. 

4) ᾿Εκ τῶν διαγωνίων καὶ τῆς γωνίας αἰτῶν. 

1) Δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν τὸ τρίγωνον ΒΟΓ, ἐκ τῆς 
γνωστῆς πλευρᾶς καὶ τῶν ἡμιδιαγω- 
νίων. Αἱ προεκτάσεις τῶν ΟΒ καὶ ΟΓ 
κατὰ ἴσα, ἀντιστοίχως, μήκη, παρέχουν 
τὰς κορυφὰς Α καὶ Δ τοῦ παραλλη- 
λογράμμου. 

2) Κατασκευάζεται τὸ τρίγωνον 
ΑΒΓ καὶ ἐκ τῶν Α, Γ φέρομεν παραλ- 
λήλους πρὸς τὰς ΒΓ, ΒΑ. 

3) Ὁμοίως. 

4) Γράφομεν δύο εὐθείας τεμνομένας κατὰ τὴν δοθεῖσαν γω- 
νίαν εἰς τὸ ὃ καί, ἑκατέρωθεν τοῦ σημείου αὐτοῦ, λαμβάνομεν 
ἐφ᾽ ἑκάστης εὐθείας τμήματα ἴσα πρὸς τὰ ἡμίση τῶν μηκῶν τῶν 
δοθεισῶν διαγωνίων. Τὰ ἄκρα τῶν τμημάτων εἶναι αἱ κορυφαὶ 
τοῦ παραλληλογράμμου. 


Δ 


Σιε, ὁ}. 


Πρόβλημα 285 


1029. Νὰ κατασκευασϑῇ τραπέζιο. ΑΒΓΔ ἐκ τῶν τεσσάρων πλευρῶν. 


Ἔστω λελυμένον τὸ πρόβλημα 
καὶ ΓΕ παράλληλος καὶ ἴση πρὸς 
τὴν πλευρὰν ΔΑ τοῦ τραπεζίου. Τὸ 
τρίγωνον ΓΒΕ εἶναι κατασκευάσι- 
μον, ἐπειδὴ αἱ πλευραὶ ΓΒ καὶ ΓΕ 
εἶναι γνωσταὶ ἐκ τῶν δεδομένων τοῦ 
προβλήματος καὶ ἡ ΒΕ ἴση πρὸς τὴν 
διαφορὰν τῶν βάσεων τοῦ τραπε- 
ζίου. Μετὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ τρι- 
γώνου αὐτοῦ, φέρομεν ἐκ τῆς κορυ- 
φῆς Γ τμῆμα ΓΔ, παράλληλον πρὸς 
τὴν ΒΕ καὶ ἴσον πρὸς τὴν μικροτέ- 


ραν βάσιν τοῦ τραπεζίου. 
Πρόβλημα 388--] 
1080. Νὰ κατασκενασθῇ τραπέζιον, ἐκ τῶν βάσεων καὶ διαγωνίων. 


Κατασκευάζομεν τὸ τρίγώνον ΑΓΖ (Σχ. 613) ἔχον ὡς βάσιν τὸ 

με ρρτη φὰὶ ΑΖ τῶν βάσεων τοῦ τραπεζίου 

8: Γ κ' καὶ ἄλλας πλευρὰς τὰς διαγωνίους αὐτοῦ. 
Ν 


Πρόβλημα 2386 


; Ἀ 1031. Νὰ κατασχευασθῇ τραπέζιον, ἐκ τῆς 
ἜΣ ἃ. ἀκεῖνος τοῦ ἐγγεγραμμένον κύκλον καὶ τῶν 
ΘΑ δ. μὴ παραλλήλων πλευρῶν. 


ΣΕΘΕ: Γράφομεν τὴν περιφέρειαν (Ο), φέρο- 


μὲν παραλλήλους ἐφαπτομένας αὐτῆς καὶ -- κατὰ τὴν ὑπὸ τοῦ 
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σχήματος δηλουμένην κατασκευὴν --- τάς, ἴσας πρὸς τὰς δοθείσας 
πλευράς, ἐφαπτομένας ΑΒ καὶ ΓΔ. 


πρόβλημα 3586-.-1 


1082. Νὰ κατασκευασϑὲ τραπέζιον, ἐκ τῆς ἀκεῖνος τῆς ἐγγεγραμμέ- 
νῆς περιφερείας, μιᾶς βάσεως καὶ μιᾶς τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν. 


Μετὰ τὴν ἀγωγὴν τῆς ΑΒ (Σχ. 614), λαμβάνομεν ἐπὶ μιᾶς τῶν 
παραλλήλων τμῆμα ΒΓ ἴσον πρὸς τὴν δοθεῖσαν βάσιν καὶ ἐκ τοῦ 
Γ φέρομεν ἐφαπτομένην ΓΔ πρὸς τὴν περιφέρειαν. 


Πρόβλημα 386--11 


1038. Νὰ κατασκευασθῇ τραπέζιον ἐκ τῶν βάσεων καὶ γωνιῶν. 


Λαμβάνομεν τὰ δοθέντα μήκη ἐπὶ τῶν ΑΒ 
καὶ ἊΓ, κατασκευάζομεν εἰς τὰ Α καὶ Β γω- 
νίας ἴσας πρὸς τὰς δοθείσας καὶ ἐκ τοῦ Γ φέ- 
ρομεν παράλληλον ΓΖ πρὸς τὴν πλευρὰν ΑΔ 
ξοῦ κατασκευασθέντος τριγώνου ΑΒΔ. Θὰ ἔχω- 
μεν ΕΖΞΑΓ. 


Πρόβλημα 386-- ΠῚ 


1084. ᾿᾽Ομοίως, ἐκ τῶν γωνιῶν, τῆς βάσεως ΑΒ 
καὶ μιᾶς τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν ΑΕ ἢ μιᾶς 
τῶν διαγωνίων ΑΖ (Σχ. 615). 


Πρόβλημα 386--1 ΓΚ 


1086. 'Ομοίως, ἐκ τῆς βάσεως ΑΒ, τῆς γωνίας Β, τῆς διαγωνίον 
ΑΖ καὶ τῆς πλευρᾶς ΑἙ (Σχ. 615). 


Προόβλημα 2386--Κὶ 


1036. Νὰ κατασκενασδϑῇ τετράπλευρον ἐκ τῶν μέσων τριῶν πλενρῶν 
καὶ τμήματος παραλλήλου καὶ ἴσου τὴν τέτάρτην πλευράν. 


Ἔστω ΑΒΓΔ τὸ τετράπλευρον' τὰ μέσα Ε, Ζ, Θ, Η τῶν πλευ- 
ρῶν αὐτοῦ εἶναι κορυφαὶ παραλληλογράμ- 
μου (8 542). 

Τὸ παραλληλόγραμμον τοῦτο δύναται 
νὰ κατασκευασθῇ καὶ νὰ ὀρισθῇ οὕτῳ τὸ 

ἐσον Η τῆς τετάρτης πλευρᾶς. ᾿Ακολού- 
ὡς, φέρομεν ἐκ τοῦ Η καὶ ἑκατέρωθεν 
αὐτοῦ τμήματα ΗΑ, ΗΔ ἴσα καὶ παράλ- 
ληλα πρὸς τὸ ἥμισω τοῦ δοθέντος τμήμα- 
ἴος μα καθὼς καὶ τὰ τμήματα ΑΒ, ἊΓ, 
ἴχοντα ὡς ἄρμο τὰ σημεῖα Ε καὶ Θ ἀντι- 
ποίχως. Τὸ τετράπλευρον ΑΒΓΔ εἶναι 
ὁ ζητούμενον. 


ΣΣ. 616. 


Πρόβλημα 8487 


1037. Νὰ κατασχενασθῇ τετράπλενρον ΑΒΓΔ ἐκ τῶν τεσσάρων πλευ- 
ὧν καὶ τῆς εὐθείας ΕΘ, τῆς συνδεούσης τὰ μέσα δύο ἀπέναντι πλευρῶν. 


“Ἑστω τὸ πρόβλημα λελυμένον, Ε, Ζ, Θ, Ἡ, τὰ μέσα τῶν πλευ- 
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οῶν, 1, Κὶ τὰ μέσα τῶν διαγωνίων. Θεωρήσωμεν τὰ τετράπλευρα 
ΕΙΘΚ, ΗΙΖΚ. 

“Ἕκαστον τούτων εἶναι παραλληλόγραμιον' πράγματι, αἱ ἀπέ- 
ναντι πλευραὶ ΕΚ, [Θ τοῦ πρώτου λ. Χ εἶναι ἴσαι καὶ παράλλη- 
).οι, ὡς συνδέουσαι τὰ μέσα Ε, Καὶ καὶ ἱ, Θ τῶν πλευρῶν ΒΑ, ΒΔ 
καὶ ΓΑ, ΓΔ τῶν τριγώνων ΔΒΑ καὶ ΔΓΑ, 
ἀντιστοίχως, μὲ κοινὴν βάσιν ΑΔ. Ὁμοίως 
ἀποδεικνύεται, ὅτι καὶ τὸ δεύτερον τετρά- 
πλευρον εἶναι παραλληλόγραμμον. 

Τὸ παραλληλόγραμμον ΕἸΘΚ εἶναι κα- 
τασκευάσιμον, ἐπειδὴ γνωρίζομεν τὰς πλευ- 
ρὰς του καὶ τὴν διαγώνιον ἘΘ. Δύναται 

οιπὸν νὰ ὁρισθῇ θέσει ἡ ἄλλη διαγώνιός 

του Ιἴὶ καὶ νὰ κατασκευασθῇ, ἑπομέ- 

νως, καὶ τὸ δεύτερον παραλληλόγραμμον 

ΗΙΖΙ, τοῦ ὁποίου θὰ γνωρίζωμεν τὰς 

ΣΥΚΤΤ πλευράς του πάλιν καὶ μίαν διαγώνιον. 

Οὕτω ὁρίζονται καὶ τὰ τέσσαρα μέσα 

Ε, Θ, Η, Ζ τῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου, ἄρα καὶ τὸ τετρά- 

πλευρον. Ἐπειδὴ ἐδόθησαν τὰ μήκη τῶν πλευρῶν του καὶ αἱ διευ- 

θύνσεις τῶν εἶναι παράλληλοι πρὸς τὰς πλευρὰς τῶν θεωρηθέν- 
των παραλληλογράμμων. 

1087 α. Σημείωσις. Βλ. . ἀ. ΜἩ. τοῦ χυϊδετῖ, 1892, σ. 93, πὸ 
2887, ἢ Τμόονῥηιο8 οἱ βγοδίὀνιθϑ (δὰ (ἐξογιέϊνϊο τοῦ (αίαϊαπ, δη ἔκδο- 


σις, Ρ. ΠῚ, σ. 14. 
'Επίσης .4.ὄ ἀ. 6., τόμ. 1], 1811 - 1812, σ. 32. Λύσεις ὑπὸ 1ῳ81]}- 


Ἰες, Ἐοομαΐί, Ριϊδίο. 


πρόβλημα 387-- 


1038. Νὰ κατασκευνασθῇ ἐγγράψιμον τετράπλευρον ἐκ τῶν διαγω- 
νίων, τῆς γωνίας αὐτῶν καὶ τῆς ἀκτῖνος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. 

᾿Επειδὴ εἰς ἐγγράψιμον τετράπλευρον αἱ ἀπέναντι γωνίαι εἶναι 
παραπληρωματικαί, ἡ γνῶσις τῶν διαγωνίων 
συνεπάγεται τὴν γνῶσιν καὶ τῶν τεσσάρων 
γωνιῶν τοῦ τετραπλεύρου καί, ἑπομένως, τὸ 
δοθὲν πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν κατασκευὴν 
τετραπλεύῤου, τοῦ ὁποίου γνωρίζομεν τὰς 
γωνίας, τὰς διαγωνίους καὶ τὴν γωνίαν 
αὐτῶν. 

Γράφομεν περιφέρειαν διὰ τῆς δοθείσης 
ἀκτῖνος καὶ λαμβάνομεν δύο χορδὰς αὐτῆς 
ΑΓ, ΕΖ ἴσας πρὸς τὰς δοθείσας διαγωνίους" 

9 ἀκολούθως, γράφομεν περιφέρειαν (γ), ὁμό- 
ΞΖ. ὑ18. κεντρον τῆς πρώτης καὶ ἐφαπτομένην τῆς ἘΖ, 
καὶ φέρομεν πρὸς αὐτὴν ἐφαπτομένην ΒΔ 
κεκλιμένην κατὰ τὴν δοθεῖσαν γωνίαν μ πρὸς τὴν ΑΓ. 

᾿Επειδὴ ΔΒ ΞΞΕΖ, ὡς χορδαὶ ἴσον ἀπέχουσαι τοῦ κέντρου, τὸ 

τετράπλευρον ΑΒΓΔ εἶναι τὸ ζητούμενον. 


Πρόβλημα 2387--11 
1039. Νὰ κατασκευασϑῇ τετράπλευρον ἐγγράψιμον ΑΒΓΔ ἐκ τῶν 
γωνιῶν, μιᾶς διαγωνίου ΑΓ καὶ τῆς γωνίας αὐτῆς μ᾽ πρὸς τὴν ἄλλην 
διαγώνιον. 
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᾿Επὶ τῆς δοθείσης διαγωνίου ΑΓ (Σχ. 618), γράφομεν κυκλικὸν 
τόξον, δεχόμενον γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν ἀπέναντι αὐτῆς Δ καὶ 
συμπληροῦμεν τὴν περιφέρειαν. ᾿Εγγράφομεν ἀκολούθως εἰς αὐ- 
τὴν γωνίαν ΕΘΖ, ἴσην πρὸς μίαν τῶν ἀπέναντι τῆς ἄλλης διαγω- 
νίου γωνιῶν τοῦ τετραπλεύρου καὶ φέρομεν ἐφαπτομένην πρὸς 
τήν, προηγουμένως θεωρηθεῖσαν, ΤΕΡΊΦΕΡΕαΥ (γ) καὶ κεκλιμένην 
κατὰ τὴν δοθεῖσαν γωνίαν μ πρὸς τὴν ΑΓ. 


Πρόβλημα 287--111 


1040. Νὰ κατασχευασϑὴ ἐγγράψιμον τετράπλευρον ΑΒΓΔ ἐκ τῆς 
διαγωνίου ΑΓ, τῆς ἀπένανει αὐτῆς γωνίας Δ, τῆς γωνίας τῶν διαγω- 
νίων καὶ τῆς πλευρᾶς ΑΒ. 


Πρόβλημα 287--}κΚ" 


1041. Νὰ γατασκευασϑὴ τετράπλευρον ΑΒΓΔ, τοῦ ὁποίου δίδονται : 
1) Ἢ δια;ώνιος ΑΓ, ἡ) πλευρὰ ΑΒ καὶ αἱ 
γωνίαι. 
᾿Επὶ τῆς διαγωνίου ΑΓ, γράφομεν δύο κυ- 
κλικὰ τόξα ΑΒΓ, ΑΔΓ, δεχόμενα γωνίας ἴσας 
πρὸς τὰς δοθείσας Β καὶ Δ καὶ τέμνομεν τὸ 
πρῶτον εἰς Β διὰ τῆς περιφερείας (Α, ΑΒ). 
υμπληροῦμεν τὴν κατασκευὴν τοῦ ζητουμέ- 
νου τετραπλεύρου, σχηματίζοντες γωνιαν 
ΒΓΔ ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν Γ. 


1042. 2) Δύο παρακείμεναι γωνίαι Β καὶ Γ, 
ἡ πλευρὰ ΑΒ καὶ αἱ διαγώνιοι. 

, Κατασκευάζομεν πρῶτον τὸ τρίγωνον ΑΒΓ, 
τοῦ ὁποίου γνωρίζομεν μίαν γωνίαν Β καὶ 
δύο πλευρὰς ΑΒ καὶ ΑΓ, καὶ σχηματίζομεν 
κατόπιν γωνίαν ΒΓΕ Τ5η) πρὸς τὴν δοθεῖ- 
σαν Γ. Ἡ περιφέρεια (Β, ΒΔ) τέμνει τὴν εὖὐ- 
θεῖαν ΓΔ κατὰ τὴν τετάρτην κορυφὴν τοῦ 
ζητουμένου τετραπλεύρου. 


Πρόβλημα 288 


1043. Νὰ κατασκενασθῇ τετράπλευρον ΑΒΓΔ , 
ἐκ τῶν διαγωνίων, τῆς γωνίας αὐτῶν μ' κπὶ δύο ἀντικειμένων γωνιῶν 
Β καὶ Δ. 


“πὶ τῆς ΑΓ γράφομεν δύο κυκλικὰ τόξα δεχόμενα γωνίας ἴσας 
πρὸς τὰς δοθείοας Β καὶ Δ. ᾿Εκ τοῦ κέντρου 

τοῦ ἑνὸς τῶν τόξων τούτων, λ.χ. τοῦ ΑΒΓ, "ἫΝ 
ρομεν τμῆμα ΟΖ, ἴσον πρὸς τὴν διαγώνιον ΒΔ 
καὶ κεκλιμένον πρὸς τὴν ΑΓ κατὰ τὴν γωνίαν 
μ, καὶ γράφομεν τὴν περιφέρειαν (Ζ), ἴσην πρὸς 
τὴν (Ο). 

Ἂν ἐκ τοῦ σημείου Δ, καθ᾽ ὃ ἡ περιφέρεια 
(2) τέμνει τὸ δεύτερον τόξον ΑΔΓ, φέρωμεν πα- 
βάλληλον πρὸς τὴν 70, ἡ τομὴ αὐτῆς μετὰ τοῦ 
τόξου ΑΒΓ ὁρίζει τὴν τετάρτην κορυφὴν τοῦ 
ζητουμένου τετραπλεύρου (8 864). 

Ἄλλη κατασκευή, Κατασκευάζομεν παραλληλόγραμμον ΑΓΕΘ, 


Τεωμετροία 99 
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ἔχον ὡς πλευρὰς τὰ δοθέντα μήκη ΑΓ, ΕΘ --ΒΔ καὶ γωνίαν ΑΓΕ 
ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν μ. ᾿Επὶ τῶν ΑΓ: καὶ ΕΘ γράφομεν κυ- 
κλικὰ τόξα δεχόμενα γωνίας ἴσας ἀντιστοίχως πρὸς τὰς Β καὶ Δ. 
Ἕκαστον τῶν κοινῶν σημείων τῶν τόξων τούτων δύναται νὰ λη- 
φθῇ ὡς κορυφὴ Β ἢ Δ, ὁπότε τὸ ἕτερον ἄκρον τοῦ ἐκ τοῦ σημείου 
αὐτοῦ τμήματος, τοῦ παραλλήλου καὶ ἴσου πρὸς ΘΑ ἢ ΕΓ, θὰ 
εἶναι ἡ τετάρτη κορυφὴ Δ ἢ Β τοῦ ζητουμένου τετραπλεύρου. 


Πρόβλημα 388--Ἰ 


1049 α. Νὰ κατασκευασϑῇ τετράπλευρον, τοῦ ὁποίου δίδονται : 


1) ΑΙ πλευραὶ καὶ ἥ γωνία δύο ἀπέναντι ἐξ αὐτῶν (1, επιοΐπε, 1.ΜΕ., 
1884, σ. 103). 

2) Δύο ἀπέναντι πλευραί, αἱ διαγώνιοι καὶ ἡ γωνία αὐτῶν. 

ὩμΕὐτῶ ΑΒΓΔ τὸ τετράπλευρον καὶ ὠ ἡ γωνία τῶν πλευρῶν 
ΑΒ, ΓΔ. 

Διὰ τῶν Β καὶ Δ φέρομεν παραλλήλους ΒΕ, ΔΕ πρὸς τὰς 
πλευρὰς ΓΔ καὶ ΓΒ. Τὸ τρίγωνον ΑΒΕ κατασκευάζεται, πειδὴ ἡ 
γωνία εἰς τὸ Β εἶναι ἴση πρὸς τὴν ὠ, αἱ δὲ πλευραὶ ΒΕ καὶ ΒΑ 
ἴσαι πρὸς δύο ἀπέναντι πλευρὰς τοῦ τετραπλεύρου. 

Ἔκ τῆς κατασκευῆς τοῦ τριγώνου τούτου, ὀρίζεται εὐκόλως 
καὶ τὸ παραλληλόγραμμον ΒΕΔΓ κλπ. 

2) Τὸ δεύτερον πρόβλημα εἶναι ὅμοιον τοῦ πρώτου, ἀκόμη καὶ 
ἂν ἐδίδετο ἡ γωνία δύο ἀπέναντι πλευρῶν ἀντὶ τῆς γωνίας τῶν 
διαγωνίων. 


Προόβλημα 289 


1044. Νὰ κατασκενασϑῇ τετράπλευρον ΑΒΓΔ ἐκ τῶν γωνιῶν ἃ καὶ 
Β, τῶν διαγωνίων καὶ τῆς γωνίας αὐτῶν φ. 


Ἐπὶ τμήματος ΒΔ ἴσου πρὸς τὴν μίαν τῶν διαγωνίων γράφο- 
μεν κυκλικὸν τόξον δεχόμενον γωνίαν 
ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν ΒΑΔ. Ἕκ τοῦ 
κέντρου Ο τοῦ τόξου τούτου, φέρομεν 
. τμῆμα ΟΖ, ἴσον πρὸς τὴν ἑτέραν δια- 
Ν Δ γώνιον καὶ σχηματίζον μετὰ τῆς ΒΔ 


ἴ ΄"ὶ ΄.}ς 

: γωνίαν (ΟΖ, ΔΒ) Ξ (ΑΓ, ΔΒ)--φ, καὶ 

ὁ γράφομεν περιφέρειαν (Ζ) 15ην πρὸς 
τὴν (Ο). Πᾶσα εὐθεῖα, ὡς ἡ ΓΑ, πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν διάκεντρον ΖΟ καὶ 
περατουμένη εἰς τὴν περιφέρειαν (0), 
ἔχει μῆκος ἴσον πρὸς τὸ τῆς ΖΟ’ “ἀρκεῖ 

νὰ ἀχθῇ αὕτη κατὰ τρόπον, ὥστε ἡ γωνία ΑΒΓ νὰ ἔχῃ τὸ δοθὰν 

μέγεθος Β (8 919). : 


Πρόβλημα 3890-- 


104δ. Νὰ κατασκενασϑῇ τετράπλευρον ΑΒΓΔ ἐκ τῶν διαγωνίων, 
τῆς γωνίας των, τῆς γωνίας Α καὶ τῆς πλευρᾶς ΑΓ. 

Ὡς καὶ προηγουμένως, ἀλλὰ τὸ σημεῖον Γ ὁρίζομεν ὡς τομὴν 
τῆς περιφερείας (Ζ) καὶ τῆς (Δ, ΔΓ) (ξχ. 622). 
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Πρόβλημα 389--1] 


1046. Νὰ κατασκευασθῇ τετράπλευρον ΑΒΓΔ ἐκ τῶν διαγωνίων. 
τῆς γωνίας των καὶ τῶν ἀπέναντι γωννῶν Α καὶ Γ΄ 


Τὸ σημεῖον Γ (Σχ. 622), θὰ εἶναι ἡ τομὴ τῆς (Ζ) πάλιν καὶ 


τοῦ τόξου (Β, Δ, Ὦ. 
Πρόβλημα 290 


1047. Νὰ κατασχενασθύ τετράπλευρον ΑΒΓΔ ἐκ τῶν γωνιῶν καὶ 
διαγωνίων. 


Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον. ᾿Επὶ τῆς διαγωνίου ΔΒ 
γράφομεν τόξον δεχόμενον τὴν γωνίαν Α 
καὶ ἔστωσαν Ε, Ζ τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ον τὰ σ᾿ 
πλευρῶν ΓΒ, ΓΔ τοῦ τετραπλεύρου μετὰ Ά Ἴδο 
τῆς περιφερείας εἰς ἣν ἀνήκει τὸ τόξον 
τοῦτο. ΦΈΡΟΝΑΥ καὶ τὴν ἐφαπτομένην 
ΜΑΝ εἰς τὸ Α. 

Αἱ γωνίαι ΜΑΕ, ΝΑΖ εἶναι γνωσταί, 
ὡς ἴσαι ἀντιστοίχως πρὸς τὰς ΑΒΕ καὶ 
ΑΔΖ' ἄρα εἶναι γνωστὴ ἡ χορδὴ ΕΖ τῆς 
περιφερείας ΑΒΔ. ᾿Εκ τῶν παρατηρήσεων 
αὐτῶν ὁδηγούμεθα εἰς τὴν ἀκόλουθον κα- 
τασκευήν: 

᾿Επὶ τμήματος ΒΔ, ἴσου πρὸς τὴν μίαν 
τῶν διαγωνίων, γράφομεν τόξον δεχόμενον Σλ. 623. 
γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν Α καὶ συμπληροῦμεν 
τὴν περιφέρειαν εἰς ἣν ἀνήκει, Εἰς τὸ τυχὸν σημεῖον Α τοῦ τόξου 
φέρομεν ἐφαπτομένην ΜΑΝ καὶ σχηματίξομεν τὰς γνωστὰς γω- 
νίας ΜΑΕ καὶ ΝΑΖ. ᾿Επὶ τῆς χορδῆς ΕΖ γράφομεν τόξον δεχό- 
μένον γωνίαν Γ καὶ τέμνομεν αὐτὸ εἰς Γ διὰ τῆς περιφερείας 
(Α, ΑΓ). Τὸ τετράπλευρον ΑΒΓΔ εἶναι τὸ ζητούμενον. (Πεϑϑονεθ, 
Οἰιοϑίϊοπϑ ἀθ σέογιῤίγίε, 3: ἐὰ., σ. 348). 


1048. Παραλλαγή. ᾿Επὶ τμήματος Β΄Δ΄ ἴσου πρὸς τὴν μίαν τῶν 
δοθεισῶν διαγωνίων γρά- 
φομεν τόξον δεχόμενον γω- 
νίαν ἴσην πρὸς τὴν Α, συμ- 
πληροῦμεν αὐτὸ εἰς περιφέ- 
βειαν καί, θεωροῦντες τυ- 
χὸν σημεῖον τοῦ τόξου 
ὡς τὴν κορυφὴν Α τοῦ 
ζητουμένου τετραπλεύρου, 
κατασκευάζομεν γωνίας 
ΑΒΊΓ΄, ΑΔΓ’ ἴσας ἀντι- 
στοίχως ᾿'πρὸς τὰς δοθείσας 
Β καὶ Δ τοῦ τετραπλεύρου. 
"Ἔστωσαν Μ, Ν, αἱ τομαὶ 
τῶν ΒΓ' καὶ ΔΊΓ΄ μετὰ τῆς 
γραϑείσης περιφερείας καὶ 
(ΜΓ΄ ΝΎ ἡ διὰ τῶν τριῶν σημείων Μ, ΓΝ διάρχϑμένη περιφέρεια. 

ἊΑν Γ εἶναι ἡ τομὴ τῆς περιφερείας ταύτης καὶ τῆς (Α, ΑΓ-Ξξεν) 
καὶ Β, Δ αἱ τομαὶ τῶν ΓΜ, ΓΝ καὶ τῆς πρώτης περιφερείας, τὸ 
τετράπλευρον ΑΒΓΔ εἶναι τὸ ζητούμενον. (Αἰεκαπάτο[), 
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Πρόβλημα 290-- 


1048 β. Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΑΓ δύο περιφερειῶν ΒΑΔ, ΒΓΔ (Σχ. 628), 
τοιαύτη, ὦστε τὸ μὲν μῆχος αὐτῆς νὰ εἶναι δοϑὲν λ, ἡ δὲ γωνία ΑΔΓ 
ὧρισ 

"Αλλη διατύπωσις τοῦ προηγουμένου προβλήματος: ἐπειδὴ δί- 
δονται τὰ μήκη τῶν διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ καὶ αἱ γωνίαι Α, Γ, Δ τοῦ 
τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 


Πρόβλημα τοῦ ξίοηπεί 291 


1049. Νὰ κατασκευασϑῇ πεντάγωνον ἐκ τῶν μέσων τῶν πλευρῶν, 


Ἔστω ΑΒΓΔΕ τοῦτο καὶ Ζ, Θ, Η, ΚΑ, ΔΛ, τὰ μέσα τῶν πλευ- 
ρῶν. Μία τυχοῦσα διαγώνιος ΑΔ διαι- 
ρεῖ τὸ πεντάγωνον εἰς ἕν τετράπλευ- 

ΑΒΓΔ καὶ εἰς ἕν τρίγωνον ΑΔΕ. 
Ἔστω 1 τὸ μέσον τῆς διαγωνίου 
αὐτῆς: τὸ παραλληλόγραμμον ΖΘΙΗ 
εἶναι κατασκευάσιμον, ἀφ γνωρίζο- 
μεν τὰς τρεῖς κορυφάς του Ζ, Θ, Η, 
καθώς, ἑπομένως, καὶ τὸ τρίγωνον ΚΛ. 
ἴἼΑρα καὶ τὸ τρίγωνον ΑΔΕ κατα- 
Σχ. 620. σκευάζεται, καθὼς καὶ τὸ πεντάγωνον, 
δι᾽ ἀγωγῆς τῶν ΑΖΒ, ΔΗΓ τμημάτων, 

διπλασίων ἀντιστοίχως τῶν ΑΖ καὶ ΔΗ, 


Μέγιστα καὶ ἐλάχιστα 


1060. ᾿Ελαχίστη περίμετρος. Αἱ τρεῖς πρῶται ἑπόμεναι ἀσκήσεις 
ἀναφέρονται εἰς τὸ ἰ Βιβλίον. Πᾶσα ἐλαχίστη περίμετρος, ἀνα- 
χθεῖσα εἰς τεθλασμένην γραμμὴν μεταξὺ δύο σταϑερῶν σημείων 
Α καὶ Β, θὰ πρέπει, ἢ νὰ ταυτίζεται πρὸς τὸ τμῆμα ΑΒ ἢ νὰ 
εἶναι ἡ μικροτέρα τεθλασμένη γραμμή, ἡ ἔχουσα ἄκρα τὰ σημεῖα 
ταῦτα καὶ ὑποκειμένη εἰς τὰ δεδομένα τοῦ προβλήματος. 


Μεγίστη γωνίαᾳ. Ἥ μεγίστη τιμὴ μιᾶς γωνίας τῆς ὁποίας αἱ 
πλευραὶ διέρχονται διὰ δύο σταθερῶν σημείων, εἶναι ἡ ἐγ- 
γεγραμμένη εἰς τὸ τόξον, τὸ διερχύμαγον διὰ τῶν σημείων αὐτῶν 
καὶ ἀνῆκον εἰς περιφέρειαν τῆς ἐλαχίστης, κατὰ τὰ δεδομένα τοῦ 
προβλήματος, ἀκτῖνος. Ἢ ἐλαχίστη γωνία θὰ ἀντιστοιχῇ εἰς τὴν 
μεγίστην ἀκτῖνα καὶ ἡ τιμή τῆς θὰ τείνῃ εἰς τὸ μηδέν, δηλ. αἱ 
πλευραὶ τῆς γωνίας θὰ τείνουν νὰ ἀποβοῦν παράλληλοι, ὅταν ἡ 
ἀκτὶς αὐξάνῃ εἰς ἄπειρον. 


Μέϑοδοι. Διὰ τὴν λύσιν τῶν σχετικῶν ἀσκήσεων, ἀνατρέχομεν 
εἰς τὰς μεθόδους τὰς ἤδη ὑποδειχθείσας (δ 335). 

Θὰ χρησιμοποιοῦμεν λοιπόν, ἀναλόγως τῆς περιπτώσεως, τὸν 
διπλασιασμὸν ἢ συμμετρίαν, τοὺς γεωμετρικοὺς τόπους, τὴν μέθοδον τῆς 
παραμέτρον κἈπ. 


Πρόβλημα 292 


1061. "Ἐπὶ τῆς περιμέτρον ἑνὸς τετραπλεύρου ΑΒΓΔ δίδεται σημεῖον 
Ῥ καὶ ζητεῖται νὰ εὑρεϑοῦν σημεῖα Ν, Μ, Λ ἐπὶ τῶν ἄλλων πλευρῶν 
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τοῦ σχήματος τοιαῦτα, ὥστε τὸ τετράπλευρον ῬΝΜΛ νὰ ἔχῃ τὴν ἐλαχί- 
οτὴν περίμετρον. 


Εὐρίσκομεν τὰ σημεῖα 2 καὶ Θ, συμμετρικὰ τοῦ Ρ πρὸς τὰς 
πλευρὰς ΑΔ καὶ Β΄ τοῦ τετραπλεύρου, ὡς καὶ τὸ σημεῖον Η 
συμμετρικὸν τοῦ Θ πρὸς τὴν ΑΓ. Φέρομεν τὰς εὐθείας ΖΗ, ΝΡ, 
ΜΘ ΝΣ τὸ τετράπλευρον ΡΝΜΛΑ εἶναι τὸ ζητούμενον ἐλαχίστης 
περιμέτρου, ἴσης πρὸς ΖΗ. Πράγ- 
ματι, δι᾽ ἕν οἱονθήποτε ἄλλο ση- 1: 

εἶἷον Ι τῆς πλευρᾶς ΒΓ λ.χ., θὰ : 
χῶμεν 


ΡΙ-ΕΙΜ»ΡΛΈΛΜ. 


Σ 
Παρατηρήσεις. 1) Ἣ ἀπόδειξις δὲν 
εταβάλλεται, ἐὰν ὁ δρόμος ΡΝΜ... ι 


᾿ Μ 
Ρ καὶ τ 
ρχετο ἀπὸ σημείου Ρ' καὶ κατέληγε ΝΣ 
ἱ Ἢ 


εἰς σημεῖον Σ, ἀμφοτέρων ἐντὸς τοῦ θι.:. 

τετραπλεύρου κειμένων. 
2) Ὁμοίως, θὰ ἠδυνάμεθα νὰ λύ- Σχ. δὶ 

σωμεν τὸ ἴδιον πρόβλημα δι᾽ ἕν τυ- 

χὸν πολύγωνον, θεωροῦντες τὸ συμμετρικὸν Ρι, τοῦ Ρ' πρὸς τὴν 

ΑΔ, τὸ συμμετρικὸν Ρ, τοῦ Ρ᾽ πρὸς τὴν ΔΙ, τὸ συμμετρικὸν Ρ, 

τοῦ Ρ, πρὸς τὴν ἐπομένην αὐτῆς πλευρὰν τοῦ πολυγώνου κλπ. 


Σημείωσις. Ἐἰς τὴν (Ιοιπαὶ α. λίαιι. ΕἸἰδννεπίαϊνοα τοῦ Τοπρ- 
οὔαπιρθ, ὁ (δίαϊαη προέτεινε διὰ ἀπόδειξιν τὸ ἑξῆς Θεώρημα; 
τιμὴ τοῦ ἐλαχίστον τῆς περιμέτροι' τοῦ ἐγγεγραμμένον τοτοαπλεύρου ῬΝΜΑΛ, 
εἶναι ἀνεξάρτητος τῆς ϑέσεως τοῖ Τὶ ἐπὶ τῆς περιμέτοου τοῦ ἀρχικοῦ τετρα- 
πλεύρου ΑΒΓΔ, ἐὰν τοῦτο εἶναι ἐγγράψιμον. Ἢ ἀπόδειξις ἐδημο- 
σιεύθη τὸ 1891] εἰς τὸ ἴδιον περιοδικὸν (σ. 139, 5011 Ἐπ εϊπβ ἢ). 


Πρόβλημα 296--1 


1061 α. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τοῦ ὕψους ἰσοσχελοῦς τριγώνον σημεῖον, τοῦ 
ὁποίον τὸ ποδικὸν τρίγωνον νὰ ἔχῃ τὴν ἐλαχίστην περίμετρον (ϑοοπ5)͵ 


Τὸ ποδικὸν τρίγωνον σημείου Η εἶναι τὸ τρίγωνον τῶν ποδῶν 
τῶν ἐκ τοῦ σημείου αὐτοῦ καθέτων ἐπὶ 
τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου. Α 

Θὰ πρέπει τὸ ἄθροισμα ΕΔ-ΓΕΡ “ 
νὰ καταστῇ ἐλάχιστον. ῃ 

᾿Αναφερόμενοι εἰς ἤδη λυθὲν πρό- 
βλημα (8 147, α), παρατηροῦμεν, ὅτι 
ἀρκεῖ νὰ φέρωμεν τὴν κάθετον. ΔΕΡ'’ “-: 
ἐπὶ τὴν συμμετρικὴν ΑΔ΄ τῆς ΑΔ πρὸς ἁ 
τὴν πλευρὰν ΑΓ΄’ καὶ ἐπειδὴ ἡ διχοτό- 
μος ΕΗΒ τῆς γωνίας ΔΕΖ εἶναι τὸ ἐκ 
τοῦ Β ὕψος ΒΕ τοῦ τριγώνου, (8 662) 
ἕπεται ὅτι τὸ ζητούμενον σημεῖον Ἡ εἴ- 
ναι τὸ ὀρθόκεντρον τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 


Σημείωσις. Ἢ ἀνωτέρω λύσις ὑπο- ᾿ 
θέτει ὀξεῖαν τὴν γωνίαν Α' ἐὰν αὕτη Στ. υ27. 
εἶναι ὀρθὴ ἢ ἀμβλεῖα, τὸ ζητούμενον 
σημεῖον εἶναι ἡ κορυφὴ Α τοῦ τριγώνου καὶ ἡ ἐλαχίστη περίμε- 
τρος εἶναι τὸ διπλάσιον τοῦ ἐκ τοῦ Α ὕψους ἐπὶ τὴν ΒΓ. 
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Πρόβλημα 298 


1062. Ἑϊ;: δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ νὰ ἐγγραφὴ ἄλλο ΔΕΖ ἐλαχί- 
οεῆς περιμέτρου. ᾿ 
᾿ς 1}η Δύσις. Διὰ τὴν ἀπλοποίησιν τοῦ προβλήματος, ὑποθέσωμεν 
τι μία κορυφὴ Δ τοῦ ζητουμένου τριγώνου εἶναι σταθερὸν 
σημεῖον. 

Ὃ ἐλάχιστος τότε δρόμος ΔΕΖΔ εἶναι ὁ ὁριζόμενος ὑπὸ τῶν 
Ἴρμον Ε καὶ Ζ τῶν πλευρῶν ΑΒ καὶ 
ΑΓ τοῦ δοθέντος τριγώνου καὶ τῆς εὖ- 
θείας ΗΘ, τῆς ἐνούσης τὰ συμμετρικὰ 
σημεῖα, Ἡ καὶ Θ, τοῦ σημείου Δ πρὸς 
τὰς ΑΓ καὶ ΑΒ. ᾿Επειδὴ θὰ εἶναι 


ΔΕΞΕΖ-ΖΔ-- ΘΗ. 


Διὰ τὴν πλήρη λύσιν τοῦ προβλή- 
ματος, θὰ πρέπει νὰ εὑρεθῇ ἡ ἐλαχίστη 
εὐθεῖα ΗΘ. Παρατηρο ἘΠ᾿ πρὸς τοῦτο, 
ὅτι αἱ εὐθεῖαι ΘΒΟ, ΗΓΟ ἔχουν θέσιν 
ἀνεξάρτητον τοῦ Δ ἐπὶ τῆς ΒΓ, ἀφοῦ 
αἱ γωνίαι ΑΒΘ, ΑΓῊΗ εἶναι ἴσαι ἀντι- 
στοίχως πρὸς τὰς Β καὶ Γ τοῦ τριγώ- 
: νου καὶ ἀφ᾽ ἑτέρου, ἐπειδὴ ΒΘ -- ΒΔ, 
ΓΗ ΓΔ, ἡ περίμετρος τοῦ τριγώνου ΘΟῊ εἶναι ἴση πρὸς 
ΟΒ ἜΒΓ -ἘΟΓ, δηλ. σταθερά. Γίνεται, ἑπομένως, ἡ βάσις ΘΗ 
τόῦδ τριγώνου αὐτοῦ ἐλαχίστη ὅταν τοῦτο ἀποβῇ ἰσοσκελές. 

Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ λάβωμεν 


οϑ-- οη.-. ᾿β:  ΒΓΈΟΓ 
᾿, πον τῶν ττ 
νὰ φέρωμεν ἣν εὐθεῖαν ΘΕΖΗ καὶ νὰ ὀρίσωμεν τὸ Δ ὡς τὸ συμ- 
μετρικὸν τοῦ Θ ἢ πρὸς τὴν ΑΒ ἢ τοῦ Η πρὸς τὴν ΑΓ. 


2α Δύσις. Θεωροῦντες τὴν κορυφὴν Δ σταθεράν, ζητήσωμεν νὰ 
ὁρίσωμεν τὰς θέσεις τῶν δύο ἄλλων σημείων Ε, Ζ 

Ως ἜΡΟΜΕΥ προηγουμένως, ἡ εὐθεῖα τῶν, συιιμετρικῶν τοῦ Δ, 
σημείων Θ καὶ Η ὁρίζει τὸ ἐλάχιστον τῆς περιμέτρου ΔΕΖ, διὰ 
μίαν ὡρισμένην θέσιν τοῦ Δ. 

᾿Επειδὴ ὅμως; ΑΘ -- ΑΔ -- ΑΗ, τὸ τρίγωνον ΘΑῊΗ εἶναι ἰσο- 
σκελὲς καὶ ἡ γωνία ΘΑΗ εἶναι διπλασία τῆς Α τοῦ δοθέντος τρι- 
γώνου͵ δηλ. σταθερά, Γίνεται λοιπὸν ἡ ΘΗ ἐλαχίστη ὅταν κατα- 
στῇ ἐλαχίστη καὶ ἡ πλευρὰ ΑΘ -Ξ ΑΔ τοῦ ἰσοσκελ: τριγώνου" 
δηλαδὴ ὅταν τὸ Δ εἶναι ὁ ποὺς τοῦ ἐκ τοῦ Α ὕψους τοῦ ΑΒΓ 
τριγώνου. 


Πᾶαρατήρησις. Τὸ τρίγωνον ΔΕΖ εἶναι τὸ ὀρϑικὸν τοῦ ΑΒΓ. 


1062 αἅ. Ἢ πρώτη λύσις ὀφείλεται εἰς τὸν (ἰδἴαΐαπ (ΤἼδογέν 65 
οἰ ρῬγοδιένιθα ἀβ Θέορνιόίτιο Εἰἐγηιοπίαϊνεϑ, Ο. 17). Τὸ πρόβλημα ἐπε- 
κτείνεται καὶ διὰ σφαιρικὰ τρίγωνα" σχετικὴ λύσις ἐδόθη εἰς Α.Ν. 
1870, σ. 212, ὑπὸ Ἐ. 1,ἱπάεῖοί, 


Προόβλημα 398-- 1 


1063. Ἕν εὐθύγραμμον τμῆμα ΜΝ ὀλισϑαίνει ἐπὶ εὐθείας ΧΥ͂. Εὖ- 
ρετε τὴν θέσιν τοῦ τμήματος ἐπὶ τῆς εὐθείας, δι᾽ ἣν ἧ τεϑλασμένη 


ΦὉ5 


γραμμὴ ΑΔ -Ἐ ΜΝ -Ἐ ΝΒ γίνεται ἐλαχίστη, ἄν Α καὶ Β εἶναι δύο στα- 
ϑερὰ σημεῖα ἐκτὸς καὶ πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος τῆς εὐθείας ΧΥ κείμενα. 
ὋὙποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ἀναφερόμενοι εἰς 
γνωστὸν ζήτημα (8 137), εὐκόλως 
εὑρίσκομεν, ὅτι τὸ σημεῖον δ πρέ- 
πει νὰ εἶναι ἡ τομὴ τῆς ΧΥ͂ καὶ τῆς 
εὐθείας τῆς ἐνούσης τὸ συμμετρι- 
κὸν Δ τοῦ σὐξεῶον Β πρὸς τὴν ΧΥ 
μὲ τὸ σημεῖον ἴΓ, τὸ προκῦπτον ἐκ τῆς 
παραλλήλου, πρὸς τὴν ΧΥ͂, μεταφο- 
ρᾶς τοῦ Α κατὰ τμῆμα 
ΑΓΞΜΝΞ.λ. 


Πᾶσα ἄλλη τεθλασμένη γραμμὴ 
ΑΕΖΒ ἢ ΑΓΖΔ εἶναι μεγαλυτέρα τῆς ΑΓΝΒ. 


Παρατήσησις. Αἱ γωνίαι ΑΜΝ καὶ ΜΝΒ εἶναι ἴσαι. 
Πρόβλημα 293--11 


10δ4. Νὰ τοποϑετηϑῇ τὸ τμῆμα δὶΝ εἰς τρόπον, ὥστε ΑΜ -Ξ- ΒΝ 
(Σχ. 629). 
- Φέρομεν κάθετον εἰς τὸ μέσον τῆς ΓΔ. Ἢ τομή τῆς μετὰ τῆς 
ΧΥ ὁρίζει τὴν θέσιν τοῦ ἄκρου τοῦ τμήματος. 


Πρόβλημα 298--111 
10δδ. Νὰ τοποδετηϑῇ τὸ τμῆμα ΜΝ εἰς τρόπον, ὥστε 
ΑΝ τ ἢ 3 ε - » 
Βν -ν ἢ ΑΜΊΞΕΒΝ: - - κ᾿. 
Γράφομεν τοὺς τόπους τῶν σημείων, τῶν ὁποίων ὁ λόγος τῶν 
ἀποστάσεών τὼν ἀπὸ τὰ Γ, Δ εἶναι ἴσος πρὸς Ἐη διὰ τὰ ὁποῖα 


τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορά τῶν τετραγώνων τῶν ἀποοτάσεων ἀπ’ 
αὐτῶν εἶναι κ᾿. Αἱ τομαὶ τῶν γραμμῶν αὐτῶν καὶ τῆς ΧΥ καθο- 
ρίζουν τὰς λύσεις τῶν ἀντιστοίχων προβλημάτων. 


Πρόβλημα 294 


1066. ᾿Ἔκ πάντων τῶν τριγώνων. τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν βάσιν καὶ 
τὸ αὐτὸ ὕψος, ποῖον τὸ ἔχον τὴν μεγίστην γωνίαν εἰς τὴν χυορυφήν; 

Εἶναι τὸ ἰσοσκελὲς ΑΒΓ. 

“Ἕστω, πράγματι, ΑΔΓ ἕν ἄλλο τρίγω- 
νον, ἔχον τὴν κορυφὴν ἐπὶ τῆς παραλλή- 
λου ΒΔ πρὸς τὴν βάσιν. Διὰ πᾶν σημεῖον 
Δ, μὴ κείμενον ἐπὶ τῆς καθέτου ΖΕ εἰς τὸ 


΄ὌΝ 

μέσον τῆς βάσεως, τὸ τόξον (Α, Γ, Δ) 
τέμνει τὴν ΕΒ εἰς σημεῖον Ε δι᾿ ὃ ΖΕ» ΔΗ. 
᾿Αλλ’ ἡ γωνία Β εἶναι μεγαλυτέρα τῆς 
Ε, ἀφοῦ 8 -:Θ καὶ Θ--Ε Ἔ ΓΘΓΕ. “ὥστε 
γωνια Δ-Ξ ΕΞ: θ --- ΘΓΕ ΞΕΞΒ -- ΘΓΕ καὶ 
Ὑνεταὶ ϑύ τὴ μεγίστη διὰ τὴν ἐλαχίστην γωνίαν ΘΓΕ. Δηλαδὴ 

ι ΞΞΒ. 
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Προόβλημα 294--1 


1067. Ἔκ πάντων τῶν τριγώνων, τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν βάσιν ΑΓ 
καὶ τῶν ὁποίων τὸ ὀρϑόκεντρον Η κεῖται ἐπὶ εὐθείας παραλλήλον πρὸς 
τὴν βάσιν, ποῖον τὸ ἔχον τὴν ἐλαχίστην γωνίαν εἰς τὴν κορυφὴν Β 


᾿Επειδὴ ἡ γωνία Β εἶναι παραπληρωματικὴ τῆς ΑἩΓ ΞΗ, τὸ 
ἐλάχιστόν της ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ μέγιστον τῆς γωνίας Ἡ, δηλ. διὰ 
τρίγωνον ΑΗΓ ἰσοσκελὲς (8 [056), ἢ διὰ τρίγωνον ΑΒΓ ἐπίσης 
ἰσοσκελές. 


Πρόβλημα 2995 


1068. Μία σταϑερὰ γωνία στρέφεται περὶ τὴν χορυφήν της Ρ, αἱ 
δὲ πλευραὶ αὐτῆς τέμνουν δοθεῖσαν εὖ" 
θεῖαν ΟΑ κατὰ τμῆμα ΜΝ. Διὰ ποίαν 
θέσιν τῆς γωνίας τὸ μῆχος τοῦ τμήμα- 
τος τούτου γίνεται ἐλάχιστον ; 


Τὸ πρόβλημα τοῦτο εἶναι τὸ ἀν- 
τίστροφον τοῦ προηγουμένου. Οἱ 
ἑπόμενοι συλλογισμοὶ χρησιμεύουν 
ὅπως, εἰς πλείστας περιπτώσεις, 
ποριζώμεθα λύσιν ἑνὸς προβλήματος 
᾿ : ἐλαχίστου ἐξ ἑνὸς συγγενοῦς πρὸς 
αὐτὸ προβλήματος μεγίστου καὶ ἀντιστρόφως. 

Εστω ΑΡΒ τυχοῦσα θέσις τῆς κινητῆς γωνίας. Κατὰ τὸ προ- 
ηγούμενον τρόβλημα (8 1056), ἡ γωνία ΑΓΒ τοῦ ἰσοσκελοῦς 
τριγώνου ΑΓΒ, τοῦ ἔχοντος τὴν κορυφήν του Α ἐπὶ τῆς καθέτου 
εἰς τὸ μέσον ἃ τῆς ΑΒ, εἶναι μεγαλυτέρα τῆς γωνίας ΑΡΒ. Δὲν 
δύναται λοιπὸν τὸ τρίγωνον τοῦτο νὰ δίδῃ τὸ ἐλάχιστον τμῆμα 
ΑΒ. Καὶ ἐπειδὴ δι᾽ ἕν τμῆμα δοθέντος μήκους, τὸ μέγιστον τῆς 
ἀπέναντι αὐτοῦ γωνίας λαμβάνεται ὅταν ἡ διχοτόμος τῆς γωνίας 
εἶναι μεσοκάθετος τοῦ τμήματος (8. 1056), γίνεται φανερὸν ὅτι τὸ 
ἐλάχιστον τμῆμα εἶναι ἡ βάσις ΕΖ ἢ ΜΝ τοῦ. ἰσοσκελοῦς τριγώ- 
νου ΕΓΖ ἢ τοῦ ἴσου του ΜΡΝ. 


1069. Παρατήρησις. Πλεῖστα προβλήματα ἱμεγίστου ἢ ἐλαχί- 
οτου] ὁδηγοῦν εἰς τὰ ἀντίθετά των. Διὰ δοθεῖσαν βάσιν καὶ δο- 
θὲν ὕψος Δ. χ., ἡ μεγίστη γωνία ἀντιστοιχεῖ, ὡς εἴδομεν, εἰς τὸ 
ἰσοσκελὲς τρίγωνον.. 'Ε πομένως, διὰ δοθὲν ὕψος καὶ δοθεῖσαν γω- 
νίαν εἰς τὴν κορυφήν, τὸ μῆκος τῆς βάσεως γίνεται ἐλάχιστον διὰ 
τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνόν. 

᾿Αντιθέτως, ἐὰν ἡ βάσις καὶ ἡ γωνία εἰς τὴν κορυφὴν εἶναι δε- 
δομένα μεγέθη, τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον εἶναι τὸ τοῦ μεγίστου 
ὕψους. 


Πρόβλημα 2398 --1 


1060. Μεταξὺ τῶν τριγώνων τῶν ἐχόντων βάσιν ὡρισμένον μήκους 
καὶ ὄντων περιγεγραμμένων εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν, ποῖον τὸ ἔχον 
γωνίαν εἰς τὴν κορυφὴν μεγίστην ; 


Θεωρήσωμεν τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ καὶ ἕν ἄλλο οἰονδή- 
ποτε, ἐκ τῶν θεωρουμένων, ΔΕΖ τοιοῦτον, ὥστε ΑΒ -- ΔΕ ΞΞλ. 
ΑἹ διχοτόμοι τῶν παρὰ τὰς βάσεις γωνιῶν τῶν δύο τριγώνων 
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τέμνονται εἰς τὸ κέντρον Ο τοῦ κοινοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὰ 
κύκλου. ᾿Ἂφ᾽ ἑτέρου, γνωρίζομεν ὅτι (8 466) 


γῶν. ΑΟΒ τα ϑ09 Ἐξ, ΔΟΕ --90.- «2 


καὶ ἐπομένως εἰς τὴν μεγαλυτέραν γωνίαν εἰς τὸ κέντρον ἀντι- 
στοιχεῖ ἡ μεγαλυτέρα γωνία εἰς τὴν κορυ- 
φήν. Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ γίνῃ σύγκρισις “χ 
τῶν μεγεθῶν τῶν γωνιῶν ΑΟΒ καὶ ΔΟΕ. Ἵ 
Πρὸς τοῦτο παρατηροῦμεν, ὅτι, εἰς τὸ ἰσο- ν ΕΠ ! 
σκελὲς τρίγωνον ἌΟΡ, τὸ τμῆμα ΟΘ εἴναι Ἵ 
τὸ βέλος τοῦ τόξου τοῦ δεχομένου γωνίαν 
ΑΟΒ, ἐνῷ διὰ τὸ τόξον ΔΟΕ, τὸ δεχόμενον 
γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν ΔΟΕ, τὸ τμῆμα τοῦτο 
δὲν εἶναι παρὰ ἡ τεταγμένη ἑνὸς τυχόντος 
σημείου τοῦ τόξου. μλο ἔρον 
᾿ Ἔκ τούτων ἔπεται, ὅτι τὸ τόξον ΒΟΑᾺ “ἀκ 
εἶναι μικρότερον τοῦ τόδου ΕΟΔ (ἀφοῦ --. -- 
ἔχουν τὴν ἰδίαν χορδὴν ἀλλὰ βέλος μικρό- ἢ 
τερον τὸ πρῶτον ἀπὸ τὸ δεύτερον) ἢ ΘΑ͂Ο ὙΠΟΣΡΕΣΑΝΝ 
Σ.. 032. 


“ 4 δ 
ΔΟΕ «ΑΟΒ καὶ συνεπῶς Ζ «Γ. 
“Ὥστε: ἡ γωνία εἰς τὴν κορυφὴν γίνεται μεγίστη ὅταν τὸ τοίγωνον εἶνι(! 


ἰσοσκελές. 
Πρόβλημα 296 


1061. Κατακόρυφος ἱστὸς ΑΒ, μήχους α, εἶναι τοποϑετημένος ἐπὶ 
τῆς χορυφῆς πύργου ΒΓ, ὕψους β. 
Εἰς ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ πύρ- 
γου καὶ ἐπὶ τοῦ ὁριζοντίον ἐπιπέδου 
διὰ τῆς βάσεώς του ϑὰ πρέπει νὰ 
ἵσταται παρατηρητής, ὦστε νὰ βλέπῃ 
τὸν ἱστὸν ὑπὸ τὴν μεγίστην γωνίαν ; 


"Ἕστω τὸ πρόβλημα λελυμένον 
τσ 


καὶ ΑΒΔ τόξον διὰ τῶν Α καὶ 
Β καὶ δεχόμενον τὴν βεγίστην 
γωνίαν Δ. Τὸ τόξον τοῦτο πρέ- 
πει νὰ ἐφάπτεται τοῦ ὁριζον- 
τίου ἐπιπέδου ΓΔ τοῦ ἀγομένου Σ.. 643, 

διὰ τοῦ ὀφθαλμοῦ τοῦ παρατη- 

ρητοῦ' ἐπειδὴ διὰ πᾶν ἄλλο τόξον ΑΒΖ, διερχόμενον διὰ τῶν ΑΒ 
καὶ τέμνον τὴν ΓΔ εἰς τὸ Ζ, ἡ ἀκτίς του θὰ εἶναι μεγαλυτέρα τῆς 


΄“΄΄“ ἌΝ 

ΟΔ καὶ ἑπομένως Ζ « Δ. 
Τὸ πρόβλημα κατὰ ταῦτα ἀνάγεται εἰς τὴν ἀγωγὴν περιφε- 
ρείας διὰ τῶν Α, Β, ἐφαπτομένης τῆς ὁριζοντίου ΓΔ. ᾿Επειδὴ 


ἡ ἀκτὶς αὐτῆς εἶναι ΟΔ -Ξ βε-. ἡ περιφέρεια αὕτη θὰ ἔχῃ κέν- 
τρον τὴν τομὴν Ο τῆς καθέτου εἰς τὸ μέσον τῆς ΑΒ καὶ τῆς περι- 
φερείας (5, 615) Τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Δ ὁρίζει τὴν ζητουμέ- 
νην θέσιν τοῦ παρατηρητοῦ, 
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1062. Παρατηρήσεις: 1) ᾿Απὸ τὸ ὁλικὸν ὕψος τοῦ πύργου θὰ 
πρέπει νὰ ἀφαιρεθῇ τὸ ἀνάστημα τοῦ παρατηρητοῦ. 

2) Ἢ Εγ 5 ὠνία ΑΔΒ ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμιου τῆς ἐπικέν- 
τρου ΑΟΒ ἢ Δ-- ΒΟΕ. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, χρησιμοποιτῦντες τὸ [Π Βι- 
βλίον καὶ Τριγωνομετρίαν : 


ΓΔ’ --- (α 4. β)β, ΒΕ"-- τ". 


“Ὥστε: 
ΒΕ" --ν. στιν ΞΕ ΒΈΣ τα 
(6Ε.} “- “9΄(Θ0Ε)-- ἀγα Ήγ "αὶ τῇδ "δ τ αξρ᾽ 


3) Ἐὰν τὸ ἔδαφος δὲν ἧτο ὀριζόντιον, τὸ πρόβλημα θὰ ἀλύετο 
ἐπίσης ἁπλῶς: τὸ τόξον ΑΔΒ θὰ ἔπρεπε νὰ ἦτο ἐφαπτόμενον 
εὐθείας ΓΔΖ παραλλήλου πρὸς τὸ ἔδαφος (ὑποτιθεμένου ἐπιπέ- 
δου). Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν θὰ ἔχωμεν δύο λύσεις (55). 


Προόβλημα 896-- 

1068. Δίδονται δύο εὐθεῖαι καὶ περιφέρεια᾽ δι᾽ ἑκάστου σημείον 
τὴς περιφερείας φέρομεν παραλλήλους πρὸς τὰς εὐθείας. Μελετήσατε 
τὰς μεταβολὰς τοῦ ἀϑροίσματος δύο παραχειμένων πλευρῶν τῶν οὕτω 
σχηματιζομένων παραλληλογράμμων. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 340). 

Πρόβλημα 297 

2064. "Ἔχ τῶν τριγώνων. τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν βάσιν καὶ τὴν αὖ- 

τὴν γωνίαν φ εἰς τὴν κορυφήν, ποῖον τὸ μεγίστης περιμέτρου ; 


1η ᾿Απόδειξις. Τοῦτο εἶναι τὸ ἰσοσκελὲς (Σχ. 634). 
ἝἝστω πράγματι ἕν ἄλλο ΑΔΒ ἐγγεγραμμένον, φυσικά, εἰς τὸ 


αὐτὸ τόξον ΑΓΔΒ. "Ἂν λάβωμεν ΓΕ-- ΓΒ, ΔΖ -- ΔΒ, τὰ ἀθροί- 
ὅματα ΑΓ-ΈΓΒ, ΑΔ- ΔΒ, ἰσοῦνται ἀντιστοίχως πρὸς τὰ τμή- 
ματα ΑΕ καὶ ΑΖ. Καὶ ἐπειδὴ τὰ σημεῖα Ε καὶ Ζ εὑρίσκονται 
προφανῶς ἐπὶ τοῦ τόξου (.. Β, 3). τοῦ ἔχοντος κέντρον τὸ Γ 


καὶ ἀκτῖνα ΓΑ -- ΓΒ -Ξ- ΓΕ, γίνεται φανερόν, ὅτι τὸ μέγιστον τμῆ- 
μα ΑΖ εἶναι ἡ διὰ τοῦ Α διάμετρος ΑΓῈ τῆς περιφερείας ΑΕΖΒ. 


δῦ. Σμ. μετ. Ἑκατέρωθε. τοῦ πύργο» καὶ εἰς ἀνίσους αποστάσε:ς 
ἀπ᾽ αὑτοῦ. 
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Ἤτοι, τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΓΒ εἶναι τὸ τῆς μεγίστης περι- 
μέτρου, ἀφοῦ 
ΑΓ-ΈΓΒ»ΒΆΑΔ- ΔΒ. 


1066. Δευτέρα ἀπόδειξις (Σχ. 635). Ἐκ τοῦ κέντρου Ο τοῦ περι- 
Ὑ ρδυμένου εἰς τὸ ἰνοοκελὲς ΑΓΒ τόξου, φέρομεν καθέτους ΟΙΘ. 
ΟΚῊ ἐπὶ τὰς πλευρὰς ἑνὸς τυχόντος ἄλλου, ἐγγεγραμμένου εἰς 
τὸ αὐτὸ τόξον, τριγώνου ΑΔΒ. Τὸ ἄθροισμα ΑΔ- ΔΒ γίνεται 
μέγιστον ὅταν καὶ τὸ ἥμισυ αὐτοῦ Δ] - ΔΙ γίνῃ μέγιστον. 

Ἀφ᾿ ἑτέρου, τὸ τόξον ΘΔΗ εἶναι σταθερόν, ὡς ἥμισυ τοῦ ΑΓΒ 
καί, κατὰ τὰς 88 339 καὶ 340 (παρατήρησις), τὸ ἄθροισμα ΔΙ- ΔΚ 
γίνεται μέγιστον ὅταν τὸ σημεῖον Δ εἶναι σημεῖον ἐπαφῆς ἐφα- 
πτομένης τοῦ τόξου παραλλήλου πρὸς τὴν ΘΖ, δηλ, ὅταν τὸ Δ 
συμπίπτῃ πρὸς τὸ μέσον τοῦ τόξου τούτου. ᾿Αλλὰ τότε 


ΑΘ -Ξ-Ξ 9ϑΔ -ι ΔΗ Ξ ΗΒ 
καὶ τὸ Δ θὰ εἶναι τὸ μέσον Γ᾽ τοῦ τόξου ΑΓΒ. 


1066. 8ϑηὴ ᾿Απόδειξις. Ἢ μέθοδος τοῦ διπλασιασμοῦ ἢ συμμετρίας 
ὁδηγεῖ ἐπίσης πολὺ ἁπλῶς εἰς τὴν λύσιν 
τοῦ προβλήματος. 

Ἢ διχοτόμος τῆς γωνίας Δ διέρχεται 
διὰ τοῦ μέσου Θ τοῦ τόξου ΑΘΒ καὶ ἡ 
ἐξωτερικὴ διχοτόμος αὐτῆς διὰ τοῦ 
διαμετρικοῦ τοῦ Θ σημείου Γ. Ἔστω 2 τὸ 
συμμετρικὸν τοῦ Β πρὸς τὴν ΓΔ' θὰ 
ἔχωμεν 

ΓΖ:--ΓΒ καὶ ΑΖ. ΑΓΈΓΖ 
ἢ ᾿ΑΔ- ΔΒ «ΑΓ - ΓΒ. 

Παρατήρησις. “Ὅταν ἡ κορυφὴ Δ΄ πλησιάζῃ πρὸς τὸ Γ, τὸ ἄϑροι- 
ομα ΑΔ - ΔΒ-Ξ ΑΖ αὐξάνει, ἐπειδὴ καὶ ἡ γωνία ΑΓΖ αὐξάνει 
διατηροῦσα πάντοτε δύο πλευρὰς ἴσας καὶ σταθεροῦ μήκους. 


Πράγματι, γων. ΑΓΖ-Γ ΑΓΒ -Ἐ 2ΒΓΔ. 


Πρόβλημα 298 


1067. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς περιφέρειαν τὸ μεγίστης περιμέτρου τρίγωνον. 


"Ἔστω ΑΒΓ ἕν τυχὸν τρίγωνον ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν περιφέ- 
ρειαν. Θεωρήσωμεν πρὸς στιγμὴν ἕνα τῶν με- 
ταβλητῶν μεγεθῶν ὡς σταθερόν, λ. χ. τὴν Δ 
βάσιν ΑΓ. 'ῶς εἴδομεν πρσηγουμένως (8 1064), 
ἡ περίμεῖρας τῶν τριγώνων ΑΓΒ γίνεται μεγί- 
στη διὰ τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΓΔ. Ἑπομέ- 
νως͵ ἐὰν ὑπάρχουν δύο πλευραὶ μειαβληταὶ ΑΒ, ΓΒ, 
αἱ πλευραὶ αὐταὶ πρέπει νὰ γίνουν ἴσαι κατὰ τὴν θέ- 
σιν τῆς κορυφῆς Β, τὴν ἀντίστοιχον τῆς μεγί- 
οτης. περιμέτρου. 

Ὅμοιος συλλογισμὸς ἀποδεικνύει, ὅτι καὶ αἱ Σῃε. “ἢ 
πλευραὶ ΑΓ, ΑΔ πρέπει νὰ εἶναι ἴσαι εἰς τὴν 
ἡέσιν τῆς ἐλαχίστης περιμέτρου διὰ τὰ τρίγωνα μὲ σταθέράν τὴν 
βάσιν ΓΔ. Τὸ τρίγωνον ἑπομένως τῆς μεγίστης περιμέτρου εἶναι 
τὸ ἰσόπλευρον. 


Θεώρημα 298-- 


1068. Δι' ἕνα ὡρισμένον πλῆϑος πλευρῶν, τὸ κανονιχὸν εἶναι τὸ με- 
γίστης περιμέτρον πολύγωνον ἐκ τῶν ἐγγραφομένων εἰς δοθέντα κύκλον. 


Εἶναι ἄμεσος συνέπεια τῆς προηγουμένης ἀποδείξεως. ἐπειδή, 
ἂν τὰ μεγίστης περιμέτρου πολύγωνον εἶχε καὶ δύο μόνον ἀνί- 
σοὺς συνεχομένας πλευράς. θὰ ὑπῆρχε ἕν ἄλλο ἔχον μεγαλυ- 
τέραν περίμετρον᾽ ἐκεῖνο διὰ τὸ ὁποῖον αἵ πλευραὶ αὖται θὰ 


ἦσαν ἴσαι. 
Θεώρημα 298--Π| 


1069. 'Ἐκ δύο νανονικῶν πολυγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὸν αὐτὸν 
κύκλον, τὸ ἔχον τὰς περισσοτέρας πλευρὰς εἶναι καὶ τὸ τῆς μεγαλυτέρας 
περιμέτρου. 


Πράγματι, θεωρήσωμεν τὸ ἰσόπλευρον λ.χ. τρίγωνον ΑΔΓ 
(Σχ. 637) καὶ τὸ τετράπλευρον ΑΓΔΕ. Θὰ ἔχωμεν ΑΕ ,Δ»ἘΑΔ 
καὶ ἡ περίμετρος τοῦ τετραπλεύρου θὰ ἥῆτο μεγαλυτέρα τῆς τοῦ 
ἰσοπλεύρου τριγώνου. ᾿Αλλ᾽ ἀπεδείχθη προηγουμένως, ὅτι ἡ περί- 
μετροῴ τοῦ τετραπλεύρου εἶναι μικροτέρα τῆς περιμέτρου τοῦ τε- 
τραγώνου: ἤτοι ἡ περίμετρος τοῦ τετραγώνου εἶναι μεγαλυτέρα 
τῆς περιμέτρου τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου κλπ. 


Πρόβλημα 299 


1070, Νὰ ἐγγραφῇ εἰς ἡμιχύκλιον τὸ μεγίστης περιμέτρου τετρά- 
πλευρον καὶ βάσιν ἔχον τὴν διάμετρον. 


Συλλογισμοὶ ὅμοιοι πάλιν πρὸς τοὺς προηγουμένως ἐκτεθέντας, 
μᾶς πείθουν ὅτι αἱ τρεῖς μεταβληταὶ πλευραὶ τοῦ τετραπλεύρου 
πρέπει νὰ εἶναι ἴσαι εἰς τὴν θέσιν ἐλαχίστης περιμέτρου. Τὸ ζη- 
τούμενον ἑπομένως τετράπλευρον εἶναι κανονικὸν ἡμιεξάγωνον. 


Πρόβλημα 396--ἶ 


1071. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς ἡμικύκλιον τετράπλευρον, ἔχον ὡς περίμετρον 
δοϑὲν μῆχος καὶ πλευρὰν ἀπέναντι τῆς διαμέτρου ὡρισμένην λ. Ποῖον 
εἶναι τὸ μεγίστης περιμέτρου ἐκ τῶν τετραπλεύρων τούτων : 


Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ἔστω ὃ ἡ διαφορὰ 
τοῦ ἀθροίσματος 2ρ --᾿λ ἀπὸ τῆς περιμέ- 
τρου, δηλ. τὸ ἄθροισμα ΑΒ - ΓΔ (Σχ. 6328). 
. Λαμβάνοντες ΔῈ -- λ, βλέπομεν εὐκό- 

λως ὅτι ΓΔ --- ΒΕ καὶ ἑπομένως, ὅτι τὸ 
πρόβλημα συνίσταται εἰς τὴν διαίρεσιν τοῦ 
(φρίσμένοι) τόξου ΑΕ εἰς δύο τμήματα 
μὲ ἄθροισμα χορδῶν ΑΒ - ΒΕ --δ' ἤ, 
ὅπερ τὸ αὐτό, εἰς τὴν κατασκευὴν τριγώ- 
νου ΑΒΕ, τοῦ ὁποίου εἶναι γνωστὰ ἡ βά- 
σις, ἡ ἀπέναντι γωνία καὶ τὸ ἄθροισμα 
τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν (88 921, 989). 

Γράφομεν, πρὸς τοῦτο, τὴν περιφέρειαν, 
τὴν ἔχουσαν κέντρον τὸ μέσον Ζ τοῦ τόξου ΑΕ καὶ ἀκτῖνα ΖΕ, 
καὶ ᾿ς νομεν αὐτὴν εἰς Θ διὰ τῆς περιφερείας (Ε, δ). Φέρομεν καὶ 
τὴν . 

Θὰ ἔχωμεν ΑΒ ΒΕ --ΞΕθ -:ὅ. 
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ἊΑν λάβῶμεν ΔΓ --ΒΕ θὰ εἶναι καὶ ΒΓ -- ΔῈ ΞΞλ καὶ τὸ τε- 
τράπλευρον ΑΒΓΔ θὰ εἶναι τὸ ζητούμενον. 

Μέγιστον. Τοῦτο ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ μέγιστον ἄθροισμα ΑΒ - ΒΕ, 
δηλ. διὰ ἴσας χορδὰς ΑΖ, δε. Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, ἡ χορδὴ 
ΒΓ θὰ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν διάμετρον. 


Πρόβλημα 2996--Π] 


1072. Διὰ σημείου δοϑέντος εἰς τὸ ἐσωτεριχκὸν γωνίας, νὰ ἀχϑῇ 
εὐθεῖα σχηματίζουσα μετὰ τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας τρίγωνον ἐλαχίστης 
περιμέτρον. 


Ἔστω Ρ τὸ σημεῖον ἐντὸς τῆς γωνίας Α. Τὸ θεώρη"πα (8 739) 
ὀδηγεῖ εἰς τὴν ἀκόλουθον κατασκευήν; 
ράφομεν περιφέρειαν Ο διερχομένην διὰ τοῦ σημείου Ρ, ἐφα- 
πτομένην τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας καὶ φέρό- 
μὲν τὴν ἐφαπτομένην αὐτῆς ΒΡΓ εἰς τὸ ση- 
μεῖον Ρ' (8 948). 
᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ, ὅτι ἡ περίμετρος τοῦ 
τριγώνου ΑΒΓ εἶναι μικροτέρα ἐκείνης τοῦ 
τυχόντος ἄλλου ΑΕΖ καὶ τοῦ ὁποίου ἡ βά- 
σις διέρχεται διὰ τοῦ σημείου Ρ. Πράγματι, 
ἐπειδὴ ἡ εὐθεῖα ΒΡΓ εἶναι ἐφαπτομένη, ἡ 
διάφορος αὐτῆς εὐθεῖα ΕΡΖ θὰ εἶναι τέ- 
νγουσα, πρός τὴν ὁποίαν ἔστω ΗΘ ἡ παράλ- 
ηλος ἐφαπτομένη. Ἢ δὲ περίμετρος τοῦ 
τριγώνου ΑΕΖ εἶναι βεβαίως μεγαλυτέρα τῆς 
περιμέτρου τοῦ ΑΗΘ, ἴσης, ὡς γνωστόν, 
'πρὸς ἐκείνην τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. Ἑπομένως... 


Παρατήρησις. Διὰ τοῦ σημείου Ῥ ἄγονται 
δύο περιφέρειαι (0), (Ο} ἐφαπτόμεναι τῶν 
πλευρῶν τῆς γωνίας Α. ᾿Εκλέγομεν διὰ τὴν κατασκευὴν ὙκΕ τ 
διὰ τὴν ὁποίαν, εἰς μίαν τέμνουσαν αὐτῆς ΑΡΠ, τὸ σημεῖον 
εἶναι πλησιέστερον τῆς κορυφῆς Α ἢ τὸ Π. 


Προόβλημα 2399--11]1 


1078. Διὰ δοϑέντος σημείου ἐντὸς γωνίας Α, νὰ ἀχϑὴ εὐϑεῖα σχη- 
ματίζουσα μετὰ τῶν πλενρῶν τῆς γωνίας τρίγωνον, διὰ τὸ ὁποῖον ἧ δια- 
φορὰ τῆς βάσεω; ἀτὸ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας Α 
εἷναι ἡ ἐλαχίστη. 


Ἕκ τῶν δύο περιφερειῶν τῆς προηγουμένης Παρατηρήσεως ἐκλέ- 
γεται ἡ (Ο΄). 


Σχ. ν. 


Πρόβλημα 299--}»ν 


1078 α. Δίδεται ἡμιπεριφέρεια διαμέτρου ΑΒ -Ξἢ 2 ρ᾽ νὰ εὑρεθῇ ἐπ᾽ 
αὐτῆς σημεῖον Μ τοιοῦτον ὥστε, προβάλλοντες αὐτὸ ἐπὶ τῆς ΑΒ εἷς τὸ 
Ρ, νὰ ἔχωμεν ΑΡ-ΓΜΡε:μ, Ποῖον τὸ μέγιστον τοῦ ἀϑροίσματος τούτου ; 


Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὸ τῆς 8 99: 

᾽πὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ ἄκρον Α τῆς διαμέτρου ΑΒ, λαμβάνο- 
μεν τμῆμα ΑΔ-εεμ καὶ φέρομεν εὐθεῖαν ΕΔ κεκλιμένην κατὰ 459 
πρὸς τὴν ΔΑ. Ἢ εὐθεῖα αὕτη τέμνει τὴν ἡμιπεριφέρειαν: 

1) Εἰς ἐν σημεῖον Μ, ἂν μ «ΑΒ. 
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2) Εἰς δύο σημεῖα Μ. Μ΄, ἂν ΑΒ «μφρ( - 72). 
3) Εἰς δύο σημεῖα συμπίπτοντα (καὶ ἡ εὐθεῖα ΔῈ ἐφάπτεται 


τῆς περιφερείας), ἂν μ-- -ρί -ΕΥ̓Σ) ἡ τιμὴ αὕτη τοῦ μ εἶναι καὶ 
ἡ μεγίστη δυνατὴ διὰ τὸ ἄθροισμα ΑΡ ἘΜ 


4) Διὰ πᾶσαν ἄλλην τιμὴν τοῦ μὴ ρ( εἶ Τ2, δὲν ὑπάρχει λύ- 
σις τοῦ προβλήματος. 


Πρόβλημα 8500 


1074. Δίδεται κυχλιχὺν τόξον ΑὮΓ. Νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη τοῦ τό- 
ἕου τοιαύτη, ὥστε τὸ με- 
ταξὺ τῶν ἀκτίνων ΟΑ, ΟΓ 
τμῆμα αὐτῆς νὰ ἔχῃ μῆ- 
κος ἐλάχιστον. 

Τὸ σημεῖον ἐπαφῆς 
πρέπει νὰ εἶναι τὸ μέ- 
σον Β τοῦ τόξου. Πράγ- 
ματι, μία ἄλλη ἐφαπτο- 
μένη ΕΖ εἶναι μεγαλυ- 
τέρα τῆς παραλλήλου 
της ΘΒΗ' καὶ ἡ δευτέρα 
αὕτη εὐθεῖα, ὡς ἀγομένη 
διὰ τοῦ μέσου 8 τῆς βά- 
σεως ΜΝ τοῦ ἰσοσκε- 
λοῦς τριγώνου ΤΟΣ εἶναι μεγαλυτέρα τῆς ΜΝ. Κατὰ μείζονα 
ἄρα λόγον ΜΝ «Ε 


Παρατήρησι:. Τὸ ΑΎΨΕΩΣ τοῦτο δὲν διαφέρει οὐσιωδῶς τοῦ 
τῆς 8 1058. 


Σχ. Οἷ0. 


Πρόβλημα 801 


σοι. τι 
1076. .Κυκλικὸν τόξον ΑΒΓ διαιρεῖται εἰς δύο μέρη ΑΒ, ΒΓ καὶ 
ἄγονται αἱ ἐφαπτόμεναι εἰς τὰ ἄκρα του ΑΔΖ, ΓΖΕ, τεμνόμεναι διὰ τῆς 
ἀχτῖνος ΟΒ προεκτεινομένης εἰς τὰ σημεῖα Δ καὶ Ε, Διὰ ποίαν ϑέσιν 
τοῦ σημείου Β ἐπὶ τοῦ τόξου, τὸ ἄϑροισμα τῶν τμημάτων ΑΔ καὶ ΓΕ 
γίνεται ἐλάχιστον ; 


ὙὙ ποθέσωμεν τὸ σημεῖον Α πλησιέστερον τοῦ Β ἢ τὸ σημεῖον Γ καὶ 


ῃ 
Ο 
Σε. 01. Σχ, 045. 


κατ᾽ ἀκολουθίαν: γων. ΑΟΒ «ΒΟΓ, γων. ΕΔΖ» ΔΕΖ, ἀφοῦ αἱ 
δύο τελευταῖαι γωνίαι εἶναι συμπληρωματικαὶ τῶν πρώτων. Εἰς 
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τὸ τρίγωνον συνεπῶς ΕΖΔ, ἡ πλευρὰ ΔΖ θὰ εἶναι μικροτέρα τῆς 
ΖΈ καὶ θὰ ἔχωμεν 


ΑΔΈΓΕ--ΑΖ-- ΖΔΈΓΖ.ΖΕΞ-θ 
-- ΑΖΈ ΓΖΈ(Ζ -- Δ2)» Α4Ζ-ἘΓΖ. 


Ἕκ τῆς ἀνισότητος ταύτης γίνεται φανερόν, ὅτι τὸ ἐλάχιστον 
τοῦ ἀθροίσματος ΑΔ ΓΕ θὰ συμβῇ ὅταν ἡ διαφορὰ ΖΕ -- ΖΔ 
μηδενισθῇ, δηλ. διὰ θέσιν τοῦ σημείου Β συμπίπτουσαν πρὸς τὸ 
πέσον Θ τοῦ τόξου ΑΓ. 


"Αλλὴ ἀπόδειξις. Φέρομεν τὴν ἐφαπτομένην εἰς τὸ Β (Σχ. 642). 
Θὰ ἔχωμεν : 
ΒΘ-εαδ, ΒΗ-Ξ-ΞΓΕ, 


καὶ“ ἐπανερχόμεθα εἰς τὸ προηγούμενον (8 1074) πρόβλημα. 


Πασοατήοησις. Ἕκ τῶν προβλημάτων δ8 1074, 1075, ποριζόμεθα 
τὰς ἑπομένας δύο προτάσεις. 


Θεώρημα 801--1 


1076. 1) “ἵνα μία τεϑλασμένη γυαμμὴ ὡρισμένου πλήϑους πλευρῶν, 
περιγεγραμμένη εἰς τόξον καὶ περατουμένη εἰς τὰ ἄκρα του, ἔχῃ 
τὸ ἐλάχιστον μῆκος, πρέπει ἑκάστη πλευρὰ αὐτῆς νὰ ἐφάπτεται τοῦ τό- 
ξου εἰς τὸ μέσον τοῦ μήχους τῆς καὶ πᾶσαι αἱ πλευραὶ νὰ εἶναι ἴσαι. 

3) Ἕκ τῶν πολυγώνων ὡρισμένου πλήϑους πλευρῶν, τῶν περιγε- 
γραμμένων εἰς δοϑέντα κύκλον, τὸ κανονικὸν εἶναι τὸ ἔχον τὴν ἐλαχί- 
στὴν περίμετρον. 


Προόβλημα 801--1] 


1077. Διὰ σημείον Α δοθείσης περιφερείας φέρομεν χορδὴν μετα- 
βλητὴν καὶ προβάλλομεν αὐτὴν ἐπὶ σταϑερὰν εὐϑεῖαν (ε). Νὰ μελετηϑῇ 
ἧ μεταβολὴ τοῦ μήκους τῆς προβολῆς. 

Τὸ σχῆμα καθιστᾷ καταφανῆ τὸν τρόπον τῆς μεταβολῆς αὐτῆς. 
'ὋὙποθέτοντες τὴν κίνηοιν τῆς χορδῆς ἐκ 
δεξιῶν πρὸς τὰ ἀριστερά, βλέπομεν ὅτι 
τὸ μῆκος τῆς προβολῆς αὐξάνει ἀπὸ τοῦ 
μηδενὸς μέχρι τοῦ αβ, ἀντιστοίχου χορδῆς 
ΑΒ περατουμένης εἰς τὸ ἄκρον τῆς πα- 
βολλίλου πρὸς τὴν εὐθεῖαν (ε) διαμέτρου 

Β τῆς περιφερείας, καὶ (σχετικοῦ) μεγί- 
στου αὐτοῦ. ᾿Απὸ τῆς θέσεως ταύτης, τὸ 
ϑῆκος τῆς χορδῆς ἐλαττοῦται μέχρι τῆς 

ἐσεώς ΑΖ αὐτῆς, ὁπότε μηδενίζεται, καὶ 
κατόπιν ἄρχεται πάλιν αὐξανόμενον μέχρι 
τοῦ (σχετικοῦ πάλιν) μεγίστου αγ, ἄντι- 
στοίχου τῆς θέσεως ΑΓ. ᾿Απὸ τῆς θέσεως 
πάλιν αὐτῆς ἄρχεται ἐλαττούμενον μέχρι Σι. 642. 
μηδενισμοῦ του. 


Παρατήρησις. 'Εὰν εἰς τὰ μήκη τῶν προβολῶν προσδώσωμεν ση- 
μεῖον κατὰ τὰἀ ἐν δ 412, θὰ θεωρῶμεν τὰἀς πρυβολὰς αδ θετικάς, 
αὐδρδνος τὰς αε, μεγίστην τιμὴν αὐτῶν τὴν αβ καὶ ἐλαχίστην 
τὴν αγ. 


Προόβλημα 501-11] 


1078, Διὰ σημείον Α ληφϑέντος ἐντὸς κύκλου, νὰ ἀχϑῇ χορδὴ τοιαύτη, 
ὥστε ἣ διαφορὰ τῶν προβολῶν τῶν δύο τμημάτων, εἰς ἃ διαιρεῖται. 
ὑπὸ τοῦ Α, ἐπὶ δοϑεῖσαν εὐθεῖαν ΧΥ νὰ 

εἶναι ἡ μεγίστη. 


Θεωροῦντες τὴν ὁμόκεντρον τῆς δο- 
θείσης περιφέρειαν (Ο, ΟΑ), παρατη- 
ροῦμεν ἀμέσως ὅτι, ἐπειδὴ τὰ τμήματα 
ΑΒ καὶ ΔΓ μιᾶς τυχούσης χορδῆς ΒΑΓ 
εἶναι ἴσα, ἡ διαφορὰ τῶν προβολῶν 
τῶν τμημάτων ΑΓ καὶ ΑΒ εἶναι ἴση 
πρὸς τὴν προβολὴν αὃ τῆς χορδῆς ΑΔ 
τῆς περιφερείας (Ο, ΟΑ). Τὸ μέγιστον 
ἑπομένως τοῦ μήκους αὐτοῦ ἀντιστοι- 
χεῖ, κατὰ τὴν τρηπγουμένην ἄσκησιν 
(8 1077), εἰς τὴν θέσιν ΠΑΕΘ τῆς με- 
ταβλητὴς χορδῆς διὰ τοῦ σημείου Α. 

Ἢ θέσις ΑΖ τῆς χορδῆς ἀντιστοιχεῖ 
εἰς ἕν δεύτερον (σχετικὸν) μέγιστον, ἢ ἐλάχιστον (8 417) ἐὰν θεω- 
ρῶμεν τὰς προβολὰς ἀη, αβ ὡς ἐχούσας ἀρνητικὰ μήκη. 


Πρόβλημα τοῦ ἔεγπιαί 8502 


1079. Νὰ εὑρεθῇ σημεῖον τοῦ ὁποίου τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων 
ἀπὸ τῶν κορυφῶν τριγώνου εἶναι ἐλάχιστον. 


"Ἔστω Ο τὸ σημεῖον τοῦτο καὶ ΑΟ - ΒΟ -ἘΓΟ ἐλάχιστον. 

Παρατηροῦμεν κατὰ πρῶτον, ὅτι τό σημεῖον τοῦτο πρέπει νὰ 
εἶναι ἐσωτερικὸν τοῦ τριγώνου ἢ κείμενον ἐπὶ τῆς περιμέτρου του. 
Διότι ἐὰν ἦτο ἐξωτερικὸν εἰς τὴν θέσιν Ε λ.χ., ὀνομάζοντες Μ 
τὸ σημεῖον τομῆς τῆς ΒΕ καὶ τῆς πλευρᾶς ΑΓ καὶ φέροντες τὰς 
ἙΑ καὶ ΕΓ, θὰ εἴχομεν 


ἘΑ-ΓΕΓΈΕΒ»ΑΓΞΕΒ- 
--ἰ  ΜΑ ἘΜΓ-ΕΜΈΜΒ»ΜΑΞἜΜΓ.ΜΒ 


καὶ ἑπομένως τὸ σημεῖον Μ θὰ εἶχεν ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεών 
του ἀπὸ τὰς τρεῖς κορυφὰς μικρότερον 
τοῦ ἀντιστοίχου ἀθροίσματος διὰ τὸ ση- 
μεῖον Ε καὶ κατ᾽ ἀκολουθίαν τὸ τελευ- 
ταῖον τοῦτο δὲν θὰ ἦτο τὸ ἐλαχίστου 
Ἐπρο Κρσ τος 
εωρήσωμεν τώρα τὴν περιφέρειαν 
(Α, 40) καὶ τὸ ἐσωτερικὸν τῆς Ἀλδέμϑι Α 
τόξον τῆς (τ) ἐφ᾽ οὗ θὰ κεῖται τὸ σημεῖον Ο 
κατὰ τὴν προηγουμένην παρατήρησιν. ᾿᾽Ε- 
πειδὴ τὸ σημεῖον Ο ὑπετέθη τὸ ἐλαχί- 
Σιε. δι στου ἀθροίσματος, τοῦτο θὰ πρέπει νὰ 
εἶναι τὸ σημεῖον ἐκεῖνο τοῦ τόξου (τ) διὰ 
τὸ ὁποῖον τὸ ἄθροισμα ΒΟ -Ἐ ΓΟ γίνεται ἐλάχιστον. Λέγω ὅτι τὸ 
σημεῖον αὐτὸ εἶναι ἐκεῖνο διὰ τὸ ὁποῖον ἡ ἐφαπτο ἐπ ΕΟΔ τῆς 
περιφερείας εἶναι ἴσον κεκλιμένη πρὸς τὰς ΒΟ καὶ ΓΟ ἢ διὰ τὸ 
ὁποῖον αἱ γωνίαι ΑΟΒ καὶ ΑΟΓ εἶναι ἴσαι. 
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Πράγματι, διὰ πᾶν ἄλλο σημεῖον Ζ τοῦ τόξου (τ) θὰ ἔχωμεν 
ἐκ τοῦ σχήματος ᾿ 
ΒΖ. 2Γ »ΒΘ- ΘΓ»ΒΟ-ΈΟΓ 


Συλλογισμοὶ ὅμοιοι δεικνύουν ὅτι καὶ αἱ γωνίαι ΑΟΓ, ΒΟΓ ϑὰ 
πρέπει νὰ εἶναι ἴσαι. Εἶναι λοιπὸν τὸ σημεῖον Ο ἐκεῖνο ἐκ τοῦ 
ὁποίου αἱ τρεῖς πλευραὶ τοῦ τριγώνου φαίνονται ὑπὸ γωνίαν 1209 
ἢ τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν τόξων (Α, Β, 1200), (Β, Γ, 1209), (Γ, Α,, 1209). 


Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα προετάθη ὑπὸ τοῦ Εεγπιαῖ 
εἰς τὸν Τοττγίςο}1, ὅστις καὶ τὸ ἔλυσεν, καθὼς καὶ οἱ (ανεα!ἰοτ! καὶ 
Αἰἡνίαπὶ. (Α. Αὐδτν : ΕἸΜαΘ ἐϊένισηπί αἷνο δι." ἰα ἱμόονία ἀθ8. νηπακίπια 
εἰ ἐφ νἱπίθια, σ. 49). 

(Βλ. σχετ. ἡπηπαίοα εἰ (ἰογφοηηθ, ἴσια 1, 1810 - 1811, σ. σ, 285, 
297, 373 καὶ 375). 

Πρόβλημα 302--] 


1079 α. Δύο οἰκισμοὶ Α καὶ Β εὑρίσκονται πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος μιᾶς 
εὐθνγράμμου διώρυγος ΧΥ͂. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ θέσις ἑνὸς σημείου Γ τοιούτου. 
ὥστε εὐθεῖα ὁδὸς ΓΟ, κάθετος ἐπὶ τὴν διεύϑυνσιν τῆς διώρυγος, νὰ 
διέρχεται διὰ σημείου Ο μὲ ἄϑροισμα ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν κορν". 


φῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ ἐλάχιστον. 


Οἱ τρεῖς εὐθύγραμμον δρόμοι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ θὰ συναντῶνται 
ὑπὸ γωνίας 1209, ᾿Επὶ τῆς χορδῆς ΑΒ καὶ τς τὸ μέρος τῆς διώ- 
ρυγὸος γρόφομεν τόξον δεχόμενον γωνίαν 9. ἔστω Δ τὸ μέσον 
τοῦ συμπληροῦντος τὴν περιφέρειαν τόξου καὶ ΔΟ κάθετος ἐπὶ 
τὴν ΧΥ͂ τέμνουσα τὸ πρῶτον τόξον εἰς Ο. Τὸ σημεῖον τοῦτο εἶναι 
ἐκεῖνο διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ἄθροισμα ΟΑ - ΟΒ -ΟΓ ΣΖ᾿εἶναι ἐλάχι- 
στον διὰ πᾶσαν θέσιν τοῦ σημείου Γ ἐπὶ τῆς ΔΟ. 


Σημείωσις. Τὸ πρόβλημα τοῦτο διηρευνήθη ἀπὸ πάσης ἀπόψεως 
εἰς ἕν ὡραῖον ἄρθρον τῶν 45. ἀ. σεν. (ἰδῖο- 11, ἕοπιε 1, σ. 373, 
λ΄ εοἴεη). Βλ, ἐπίσης Ἡοιιϑοὶ, πἰνοδποίοη ἃ ἰὰ (ὐδοπιέί 6 διιρέγιθμνε, 


σ. 138 .- 144, 
Πρόβλημα 3908 


1080. Ἔκ τῶν τριγώνων τῶν ἐχόντων βάσιν ὠρισμένου μήκους καὶ 
περιγεγραμμένων εἰς τὸν αὐὖ- 
τὸν χύκλον, ποῖον τὸ ἐλαχί- 
στης περιμέτρου; 

Εἰς προηγούμενον πρό- 
βλημα (8 1060), εἴδομεν, 
ὅτι ἐκ τῶν τριγώνων τού- 
τῶν, τὸ ἔχον τὴν μεγίστην 
γωνίαν εἰς τὴν κορυφὴν 
εἶναι τὸ ἰσοσκελὲς ΑΒΓ, 
Λέγω ὅτι αὐτὸ εἶναι καὶ 
τὸ ἐλαχίστης περιμέτρου. 

Πράγματι, ἡ περίμετρος 
τοῦ τυχόντος ἐξ αὐτῶν 
ΕΖΔ εἶναι ; : 

ΕΡΈ ΡΖ. ΖΝ ΝΔ-Έ Σχ. δ4δ. 

-Ἐ ΔΒ -:2(ΖΝ) - 2.ΑΒ, 

ἐπειδὴ ΖΝ -- ΖΡ, ΕΡ - ΔΝ -Ξ ΔΕ -Ξ- ΑΒ. Γίνεται λοιπὸν ἡ περί- 


Γεωμετρία 80 
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μετρος ἐλαχίστη διὰ τὴν ἐλαχίστην τιμὴν τοῦ τμήματος ΖΝ. 
ῬΑλλ' εἰς τὰ ὀρθογώνια καὶ ἔχοντα τὰς καθέτους δήμιος ΟΜ, 
ΟΝ ἴσας τρίγωνα ΟΜΓ, ΟΝΖ, εἶναι γωνία ΟΖΝ « γων. ΟΓΜ, 
(8 1060), ἄρα καὶ ΖΝ » ΓΜ. 
Τὸ ἰσοσκελὲς ἑπομένως τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι τὸ ἐλαχίστης πε- 
ριμέτρου. 


1081. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ ἰσόπλευρον περιγεγραμμένον εἰς τὴν 
περιφέρειαν (Ο) τρίγωνον εἶναι τὸ ἐλαχίστης περιμέτρου" ἐπειδὴ 
τοῦτο θὰ πρέπει νὰ εἶναι ἰσοσκελές, θεωρουμένης ὡς βάσεως 
οἰαοδήποτε πλευρᾶς του. 

2) Ἔν γένει, ἡ σπουδὴ τῆς ἐλαχίστης ἢ μεγίστης περιμέτρου 
εἶναι δυσκολωτέρα τῆς διὰ τὰς ἐπιφανείας. Διὰ τοῦτο, εἰς 
πολλὰς περιπτώσεις, ἐκ τῆς μελέτης τῆς μεταβολῆς τῆς ἐπιφα- 
νείας ἑνὸς σχήματος προσπαθοῦμεν νὰ ἀχθῶμεν εἰς συμπεράσματα 
ἐπὶ τῆς μεταβολῆς τῆς περιμέτρου του (5 1694, Παρατήρησι:). 

Προτιμότερος ἐν τούτοις εἶναι ὁ ἀπ᾽ εὐθείας χειρισμὸς τῶν 
ΤΡ ημάτων τούτων καὶ ἀνεξαρτήτως ἐννοιῶν ἀναφερομένων εἰς 
τὰ ἑπόμενα Βιβλία τῆς Γεωμετρίας. 


Διάφορα ζητήματα 


Θεώρημα 804 


1082. "Ἑστωσαν Α, Β τὰ ἄχρα διαμέτρου ἡμιπεριφερείας, Γ΄ τυχὸν 
σημεῖον αὐτῆς καὶ ΒΔ. ΔῈ δύο ἴσα 
τόξα. Φέρομεν τὰς εὐθείας ΑΔ, ΒΓ, 
τεμνομένας εἷς Ζ καὶ τὰς ΔῈ, ΓΔ, 
τεμνομένας εἰς Θ. Δείξατε, ὅτι 
ἡ εὐθεῖα ΖΘ εἶναι κάϑετος ἐπὶ 

τὴν ΑΕ. 
Αἱ ἀγγεγραμμέναι γωνίαι Α 
καὶ Γ εἶναι ἔσαν, ἐγγράψιμον τὸ 
Σα. 04} τετράπλευρον ΑΓΘΖ καὶ ὀρθὴ ἡ 
γωνία ΑΓΒ. Ἄρα καὶ ἡ γωνία 

ΑΘΖ θὰ εἶναι ὀρθή. 


πρόβλημα 808 


1088. 1) Νὰ δρισϑοῦν τὰ᾿ σημεῖα τὰ ἴσον ἀπέχοντα τριῶν εὐθειῶν 
τομνομένων ἀνὰ δύο. 3) Νὰ ὀρισϑοῦν αἱ εὐδεῖαι αἱ ἴσον ἀπέχουσαι 
τριῶν δοϑέντων σημείων. 

Νὰ μελετη ἡ, κατὰ τὴν ἀρχὴν τοῦ δνασμοῦ, συσχέτισις τῶν 
δύο αὐτῶν προβλημάτων καὶ τῶν λυσεών των. 


“Ἔστωσαν Α, Β, Γ τὰ σημεῖα τομῆς τῶν εὐθειῶν τοῦ πρώτου 
προβλήματος καὶ ὑποθέσωμεν τὰ ἴδια ὡς τὰ δοθέντα σημεῖα εἰς τὸ 
δεύτερον πρόβλημα. ᾿Ας παραστήσωμεν δὲ διὰ α, β, γ τὰς πλευ- 
ρὰς τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 

1) Αἱ τομαὶ τῶν ἐσωτερικῶν καὶ ἐξωτερικῶν διχοτόμων τοῦ 
ΑΒΓ τριγώνου εἶναι τέσσαρα σημεῖα ἀπαντῶντα εἰς τὸ πρῶτον 
πρόβλημα: Τὸ κέντρον ἱ τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου καὶ τὰ τρία 
κέντρα Κὶ, Κ΄, Κ΄ τῶν παρεγγεγραμμένων εἰς τὸ τρίγωνον κύκλων. 


467 


2) Αἱ τροῖς εὐθεῖαι, αἱ ἐνοῦσαι ἀνὰ δύο τὰ μέσα τῶν πλευρῶν 
α, β, γΥ τοῦ ἰδίου τριγώνου, ἀπαντοῦν εἰς τὸ δεύτερον πρόβλημα. 


Δυαδικότης. "Ἂν ϑεώρησῶμεν θετικὰς τὰς ἀποστάσεις ΚΡ, ΚΠ, 
ὡς ἐχούσας τὴν αὐτὴν διεύθυνσιν, οἵαν καὶ αἱ ἀποστάσεις τοῦ ση- 
μείου 1 ἀπὸ τῶν ἰδίων πλευρῶν, καὶ τὴν ἀπόστασιν ΚΡ΄ ἀρνητι- 
κήν, ὡς ἔχουσαν ἀντίθετον διεύθυνσιν πρὸς τὴν ἀπόστασιν τοῦ ση- 
μείου ἱ ἀπὸ τῆς ἰδίας πλευρᾶς, δυνάμεθα νὰ συσχετίσωμεν τὸ 
σημεῖον Κὶ πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΜΝ. ᾿Επειδὴ καὶ ταύτης αἱ ἀποστά- 
σεις ἀπὸ τῶν κορυφῶν Β, Γ (ἀντιστοίχων τῶν πλευρῶν ΓΑ --β, 
ΑΒ -Ξ- γ) δύνανται νὰ θεωρηθοῦν θετικαὶ ἐνῷ ἡ ἀπόστασίς της ἀπὸ 
τῆς κορυφῆς Α (ἀντιστοίχου τῆς πλευρᾶς α) ἀρνητική. 


Σχ. θι8. 


Οὕτω δυνάμεθα νὰ συσχετίσωμεν τὰς τρεῖς πλευρὰς τοῦ τρι- 
γώνου ΛΜΝ πρὸς τὰ τρία κέντρα τῶν παρεγγεγραμμένων περιφε- 
ρειῶν εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 

Τὸ κέντρον |, τοῦ ὀποίου αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ τῶν τριῶν πλευ- 
ρῶν λογίζονται θετικαί, θὰ συσχετισθῇ πρὸζ τὴν ἐπ᾽ ἄπειρον εὐ- 
θεῖαν τοῦ ἐπιπέδου. ᾿Επειδὴ οὐδεμία εὐθεῖα εἰς πεπερασμένην 
ἀπόστασιν δύναται νὰ ἀπέχῃ ἀποστάσεις ἴσας, κατὰ μέγεθος καὶ 
σημεῖον, ἀπὸ τριῶν σημείων Α, Β, Γ μὴ ἐπ’ εὐθείας κειμένων. 


Θεώρημα 8306 


1084. ᾿Ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται εἰς τρόπον, ὥστε νὰ 
μένῃ ὅμοιον ἑαυτῷ, μία τῶν ἴσων πλευρῶν νὰ διέρχεται διὰ σταϑεροῦ 
σημείον Μ καὶ ἧ βάσις αὐτοῦ νὰ εἶναι πάντοτε χορδὴ περιφερείας δο- 
ϑείσης (0). Δείξατε ὅτι καὶ ἡ δευτέρα τῶν ἴσων πλευρῶν, διέρχεται 
διὰ σταϑεροῦ σημείου. (1. Μ. Ε., σ. 151, ᾿αανοτπαν). 


"Ἔστω ΑΒΓ μία τυχοῦσα θέσις τοῦ τριγώνου καὶ ΑΟΔ τὸ 
ὄψος ἐπὶ τὴν βάσιν αὐτοῦ. ᾿Επειδὴ ἡ γωνία α εἶναι τὸ συμπλή- 
ρῶμα τῆς σταθερᾶς γωνίας" βι,, εἶναι καὶ αὐτὴ σταθερὰ καὶ ὁ τό- 
πὸς ἑπομένως τῆς κορυφῆς Α εἵναι τὸ τόξον ΜΑΟ, δεχόμενον 
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΄" -- 
γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν α. ᾿Αλλ᾽ εἶναι α -Ξ α' ἄρα καὶ ΟΝ-Ξ-ΟΜ 
καὶ τὸ σημεῖον Ν, δι᾽ οὗ διέρχε- 
ται ἡ ΑΓ, εἶναι ὡρισμένον ση- 
μεῖον τῆς περιφερείας ΘΑΜ, τῆς 
θέσεως τοῦ μεταβλητοῦ σημείουᾳ. 


1086. Παρατηρήσεις. 1) Ἢ πε- 
ριβάλλουσα τῆς βάσεως ΒΓ εἶναι 
ἔλλειψις, ἔχουσα τὰ σημεῖα Μ 
καὶ Ν᾽ ὡς ἑστίας καὶ ἐφαπτομένη 
τῆς δοθείσης περιφερείας εἰς δύο 
οηνεῖα (8 2177). 

2) Ὁ τόπος τῶν προβολῶν Ρ 
καὶ Π τῶν σταθερῶν σημείων 
Μ, Ν ἐπὶ τῆς κινητῆς βάσεως, 
εἶναι περιφέρεια ἔχουσα κέντρον 
τὸ μέσον Λ τοῦ τμήματος. ΜΝ 
(8 1355)" ἐπειδὴ τὸ τρίγωνον 
ΜΒΡ μένει πάντοτε ὅμοιον ἑαυτῷ 
κατὰ τὴν κίνησιν τοῦ σημείου Β ἐπὶ τῆς περιφερείας (0). 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι ἁπλοποιημένη διατύπωσις 
τοῦ Ἰδου πορίσματος τοῦ Εὐκλείδου. Ὃ Ο. ὕαῖτγ (“. Μ. Ε-., 1890, 
σ. 35 καὶ 83), ὑπέδειξε τὸ πόρισμα τοῦτο, ὡς δυνάμενον νὰ ὀδηγήσῃ 
εἰς ἀνεύρεσιν πολλῶν ἰδιοτήτων τῶν σημείων καὶ κύκλου τοῦ Βγοσανά. 

᾿Αργότερον, ὁ νἱχατγὶέ ἀπέδειξεν τὴν ὀρθότητα τῆς παρατηρή- 
σεως ταύτης. 


Τόστος 3507 


1086. Διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου Δ δύο περιφερειῶν φέρομεν μεταβλη- 
τὴν τέμνουσαν ΑΔΒ καὶ εἰς τὰ ἄκρα τῆς ἐὐωμμὰ γωνίας ΔΑΓ, 
ΔΒΓ δοθείσας. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείου Γ᾽; 


᾿Επειδὴ αἱ γωνίαι Α καὶ Β εἶναι σταθεραί, τὰ τόξα ΔΣΕ καὶ 
ΔΣΖ εἶναι ἐπίσης σταθερά. 
Αἱ πλευραὶ ἑπομένως τῆς 
γωνίας Γ διέρχονται διὰ 
τῶν σταθερῶν σημείων Ἔ, 
Ζ. Καὶ ἐπειδὴ τὸ μέγεθός 
της εἶναι σταθερόν, ὡς πα- 
ραπλήρωμα τοῦ ἀθροίσμα- 
μεν βῖς Ἔ δ᾽ ἐπεταὶ ἀμέσως 
τι ἡ κορυφή τῆς Γ γράφειτ 
τόξον (Ε, Ζ, 180.-- (Α-Ἐ8Β}}. 

1087 Παρατηρήσεις, 1) Ἡ 
περιφέρεια ΕΓΖ διέρχεται 
διὰ τοῦ σημείου Σ’ ἐπειδὴ 
γων. ΕΣΖ-Ξ 309 -- ΔΣΕ -- 
-- ΔΣΖ, δηλ. εἶναι παρα- 
Ἀληροματικῃ τῆς γωνίας Γ. 

2) Τὸ μέγιστον τρίγωνον 
ΑΔΒ Ἡπε μεθα διὰ θέσιν τῆς ΑΒ παράλληλον πρὸς τὴν διάκεν- 
τρον ΜΝ (ὡς εἰς τὸ σχῆμα), ὁπότε καὶ τὸ μέγεθός της γίνεται 
μέγιστον, ΑΒ -Ξ2ΜΝ. Τὸ ἐλάχιστον ἀντιστοιχεῖ εἰς θέσιν ΔΣ τῆς 


469 


ΑΒ κάθετον πρὸς τὴν διάκεντρον, ὁπότε τὸ τρίγωνον περιορίζεται 
εἰς τὸ σημεῖον Σ. 

3) Ἡ διάμεῖρος ΣΓ τῆς περιφερείας (Ο) ὁρίζεται, ὑπὸ τῶν θέ- 
σεων Γ καὶ Σ, ἀντιστοίχων τοῦ μεγίστου καὶ ἐλαχίστου τριγώ- 
νου ΑΒΓ 


Θεώρημα 808 


1088. "Ἐὰν αἱ διαγώνιοι ἑνὸς ἑξαγώνον εἶναι ἴσαι καὶ αἱ πλευραί τον 
παράλληλοι ἀνὰ δύο, τοῦτο εἶναι ἐγγράψιμον εἰς περιφέρειαν. ((αἰαίαη, 
Μαιβοϑὶδ, 1890, σ. 94). 


"Ἔστωσαν α,β, γ τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ἴσων διαγωνίων ἀνὰ δύο. 

Τὸ σχῆμα ΑΒΔΕ εἶναι ἰσοσκελὲς 
τραπέζιον, ἀφοῦ αἱ ΑΒ καὶ ΔΕ εἴ- 
ναι παράλληλοι καὶ αἱ διαγώνιοι 
ΑΔ καὶ ΒΕ ἴσαι. Ἢ δὲ διχοτόμος 
τῆς γωνίας ΑΥ̓Β εἶναι κάθετος ἐπὶ 
τὰς ΑΒ, ΔΕ εἰς τὰ μέσα τῶν Μ,Ν 
καὶ διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου Ο 
τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου εἰς τὸ 
τρίγωνον αβγ. Εἶναι λοιπὸν τὸ ση- 
μεῖον Ο κοινόν τῶν καϑέτων εἰς τὰ 
μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ ἑξαγώνου 
καὶ κατ᾽ ἀκολουθίαν κέντρον περι- 
φερείας διερχομένης διὰ τῶν κορυ- 
φῶν του. 


1089. Παρατήρησις. Τὸ ἀνωτέρω 
θεώρημα εἶναι τὸ ἀντίστροφον ἑνὸς γνωστοῦ θεωρήματος ((δίαεϊδη, 
ΤΑδογόνλδ οἱ ᾿γοδίδγγρθ, δὲ ἐκδ. ο. 132, Θεωρ. υΧ Υ}). 


Σχ. δ5]. 


Θεώρημα 8509 


1090. "Ἐὰν ἔν τετράπλευρον ΑΒΓΔ ἔχῃ δύο ἀπέναντι πλευρὰς ἴσας : 
1) Αὗται εἶναι ἴσον κεχλιμέναι πρὸς τὴν συνδέουσαν τὰ μέσα Μ, Ν, τῶν 
ἄλλων πλευρῶν εὐϑεῖαν. 3) Αἱ προβολαί των ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΜΝ εἶναι 
ἴσαι πρὸς τὸ τμῆμα ΜΝ ((αἰαϊαη, Μαι)Πιοβὶθ, 1885, σ. 154). 


Σχηματίσωμεν τὰ παραλληλόγραμμα ΑΒΜΕ, ΔΓΜΖ καὶ συν- 
δέσωμεν τὸ σημεῖον Ν μετὰ 
τῶν Ἐ καὶ Ζ. Θὰ ἔχωμεν 
ΜῈ -- ΜΖ, τὰ δὲ τμήματα 
ΝΕ, ΝΖ θὰ κεῖνται ἐπ᾽ εὐ- 
θείας’ ἐπειδὴ τὰ τρίγωνα 
ΝΑΕ καὶ ΝΔΖ εἶναι ἴσα, 
ὡς ἔχοντα τὰς ἴσας γω- 
νίας Α καὶ Δ περιεχομέ- 
νας μεταξὺ ἴσων πλευρῶν, 
καὶ ἑπομένως ΝΕ -Ξ- ΝΖ, 
γῶν. ΑΝΕ -ξῷ γων. ΔΝΖ. ἐ:: τ. , --»", 

Εἰς τὸ ἰσοσκελὲς τρίγω- λ ὐπδοδι,. ἐπ. 
νον ΕΜΖ, ἡ εὐθεῖα ἈΝ, 
οὖσα διάμεσος ἐπὶ τὴν βά- 
σιν, εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας εἰς τὴν κορυφὴν καὶ κάθετος ἐπὶ 
τὴν βάσιν. Εἶναι ουνεπῶς αἱ ΑΒ καὶ ΓΔ ἴσον κεκλιμέναι πρὸς 
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τὴν ΜΝ καὶ ἔχουν προβολὰς ἐπ᾽ αὐτὴν τὰς αὐτὰς μετὰ τῶν ΜΕ 
καὶ ΜΖ, δηλ. τὸ τμῆμα ΜΝ 


Τόπος 510 


1Ό91. ᾿Ἐπὶ τῶν πλευρῶν ΑΒ, ΑΓ τριγώνον ΑΒΓ λαμβάνομεν ἴσα 
μήκη ΒΔ, ΓΕ᾽ ποῖος ὁ τόπος τῶν μέσων Μ τῶν εὐθειῶν ΔΕ; ((αἰαἶαπ, 
Μαϊιδοδὶβ, 1885, σ, 222). 


Ἢ διάμεσος ΜΝ τοῦ τετραπλεύρου ΔΒΓΕ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας Α τῶν 
πλευρῶν ΒΔ, ΓΕ (8 1090). Ἑπομένως, 
ὁ κητούμενος τόπος εἶναι ἡ διὰ τοῦ 
ἔπθοὺ τῆς ΒΓ παράλληλος πρὸς τὴν 
ἰχοτόμον τῆς γωνίας Α. 


Παρατήρησις. Ἢ εὐθεῖα ΜΝ διέρχε- 
ται διὰ τοῦ σημείου Ο, μέσου τοῦ τμή- 
ματος ΑΗ, τὸ ὁποῖον λαμβάνομεν ἀφαι- 
Ροῦντες ἀπὸ τῆς πλευρᾶς ΒΑ τὴν μι- 
κροτέραν ΓΑ -Ξ- ΒΗ. 


1091 α. Σημείωσις. Ἢ εὐθεῖα ΜΝΟ 
εἶναι ἡ εὐθεῖα τῶν μέσων κατὰ τὸν 
Οβαβῖεβ, αἱ δὲ πλευραὶ τῆς γωνίας Α, 
ἐπὶ τῶν ὁποίων λαμβάνομεν τὰ ἴσα 
μήκη ΒΗ ΞΕ αγ, ΒΔ -Ξ--ΓΕ, κλπ., δύναν- 
ται νὰ θεωρηθοῦν ὡς δύο σχήματα ἀν- 
τιστρόφως ἴσα (8 771, β). 


Θεώρημα 311 


1092. 1) Εἰς πᾶν τρίγωνον, ἣ ἀπόστασις τοῦ ὀρϑοκέντρου ἀπὸ μιᾶς 
πλευρᾶς ἰσοῦται πρὸς τὴν προέχτασιν μέχυι τῆς περιγεγραμμένης περι- 
φερείας τοῦ ἐπὶ τὴν πλευρὰν ταύτην ὕψους. 

3) Ἢ ἀπόσταοις μιᾶς κορυφῆς ἀπὸ τοῦ ὀρϑοκέντρου εἶναι διπλασία 
τῆς ἀποστάσεως τοῦ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας ἀπὸ τῆς 
ἀπέναντι πλευρᾶς. 

1) Πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι ΡΗ Ξ-- ΡΛ (Σχ. 654). Βλ. Μέϑοδοι, 5. 292, 
γ. Εἶναι ἄλλωστε γων. α-Ξ- β, ὡς ἔχουσαι τὰς πλευράς των 
καθέτους καὶ α -Ξ- γ, ὡς βαίνουσαι ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ τόξου" ἑπομένως 
β-Ξ- γ καὶ ΡΗ - ΡΛ. 

2) Τὸ κέντρον Κὶ τοῦ κύκλου τοῦ Εαϊετ εἶναι τὸ μέσον τοῦ ΟΗ 
καὶ τὸ σημεῖον Δ, μέσον τοῦ ΑΗ, ἀνήκει εἰς τὸν “κύκλον τοῦ 


1 16τ. Συνεπῶς 
ΟΕ --ΔΗ-- ΑΔ. 


Θεώρημα 911-- 


1093. 1) Αἱ περιγεγραμμέναι περιφέρειαι εἰς δοϑὲν τρίγωνον καὶ 
εἰς τὰ τρίγωνα, τὰ ἔχοντα χορυφὰς τὸ ὀρϑόχεντρον Η τοῦ δοϑέντος χαὶ 
δύο ἄλλας κορυφὰς κοινὰς μετ' αὐτοῦ, εἶναι ἴσαι. ((᾿ατποῖ). 

9) Τὸ τρίγωνον τὸ ἔχον κορυφὰς τὰ χέντρα τῶν τριῶν ἀνωτέρω πε- 
γι φροτιῶν εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἀρχικὸν καὶ ἔχει τὸν αὐτὸν κύκλον τῶν 

ννέα σημείων μετ᾽ αὐτοῦ. 

8) Τὸ ἀντισυμπληρωματικὸν (ἀπτὶσοπιρ! ὁπιεπιαἰγε) τρίγωνον τοῦ δο.- 
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ϑέντος (δηλ. τὸ τρίγωνον τὸ ἔχον ὡς πλευρὰς τὰς ἐκ τῶν κορυφῶν τοῦ 
δοθέντος παραλλήλους πρὸς τὰς ἀπέναντι πλευρὰς αὐτοῦ), ἔχει ὡς κέν- 
τρὸν περιγεγραμμένης περιφερείας τὸ ὀρθόκεντρον Ἡ καὶ ἢ περιφέρεια 
αὕτη ἐφάπτεται τῶν τριῶν προηγουμένων περιφερειῶν. 


1) Δυνάμεθα νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς τὰς Μεϑόδους, ὃ 292, ε' ἀρκεῖ 
ἄλλωστε νὰ παρατηρήσωμεν, ὅτι τὰ ἴσα τρίγωνα ΓΗΒ, ΓΛΒ 
(Σχ. 654) θὰ ἔχουν καὶ ἴσας περιγεγρᾶμι ἕνας περιφερείας. Ἢ 
ὅπ 0. μένη περιφέρεια εἰς τὸ τρίγωνον ΓΒ εἶναι συμμετρινή, ὡς πρὸς 
τὴν ἘῚ , τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ ΓΛΒ, δηλ. τῆς εἰς τὸ ΔΒΓ ᾿ 

2) Τὰ σημεῖα Α’, Β΄, Γ΄’, συμμετρικὰ τοῦ κέντρου Ο πρὸς τὰς 
πλευράς, εἶναι ἀντίστοιχα κέντρα τῶν τριῶν συμμετρικῷν περιφε- 
ρειῶν, ὡς ἡ ΓΗΑ. ᾿Αλλὰ ἡ ΕΖ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν Α'Β’ 
καὶ ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ αὐτῆς" ἡ Α΄ Β’ συνεπῶς εἶναι ἴση καὶ 
παράλληλος πρὸς τὴν ΑΒ. 

Τὸ κέντρον Κὶ τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα σημείων εἶναι τὸ 
κέντρον ὁμοιοθεσίας τῶν ἴσων τριγώνων ΑΒΓ, ΑΒ Τ'. 

ἀἁ ἴσα ταῦτα τρίγωνα ἔχουν τὸν αὐτὸν κύκλον τῶν ἐννέα 
σημείων. 


3) ᾿Εκ τῶν προηγουμένων παρατηρήσεων, δυνάμεθα νὰ συμπε- 
ράνωμεν ὅτι τὸ σημεῖον Η εἶναι τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης 
περιφερείας εἰς τὸ τρίγωνον Α'ΒΓ᾽ καὶ ἑπομένως καὶ τὴν ἀλή- 
θειαν τῆς 3ης προτάσεως. Γνωρίζομεν ἄλλωστε, ὅτι τὰ ὕψη ἑνὸς 
τριγῶνου ΑΒΓ εἶναι αἱ κάθετοι εἰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ 
ἀντισυμπληρωματικοῦ τριγώνου Α΄ Β΄ Γ΄" τοῦ δοθέντος (8 445), καὶ 
ἐπομένως τὸ Η εἶναι κέντρον τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας 
εἰς τὸ Α΄'Β΄ Γ΄, ὡς καὶ τῆς εἰς τὸ Α΄ ΒΓ΄. Οἱ κύκλοι μὲ κέντρα 
ἀντίστοιχα Η καὶ Β’ ἐφάπτονται εἰς τὸ σημεῖον Β΄΄. 
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Θεώρημα 912 


1094. 1)ὴ 'Ἐκ σημείου Η φέρομεν καϑέτους ἐπὶ τὰς πλευρὰς τριγώ- 
νου καὶ λαμβάνομεν τὰς συμμετρικὰς αὐτῶν ὡς πρὸς τὰς πλευρὰς τοῦ 
τριγώνον. Αἱ οὕτω ὀριζόμεναι ἐννέα εὐϑεῖαι τέμνονται ἀνὰ τρὲϊς κατὰ 
τέσσαρα σημεῖα (τοῦ Ἦ συμπεριλαμβανομένου εἰς αὐτά). 

4) ᾿Ἐὰν τὸ σημεῖον Ἡ εἶναι τὸ ὀρϑόχεντρον τοῦ τριγώνου, τᾷ τρία 
ἄλλα σημεῖα εὑρίσχονται ἐπὶ τῆς περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας. 


1) Ἔστωσαν ΗΡα, ΗΡρ, ἩΡῳ, αἱ κάθετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς 
α, βι γ καὶ Ηα, Ηρ, Ἦφ τὰ συμμετρικὰ σημεῖα τοῦ Η ὡς πρὸς τὰς 
ἰδίας πλευράς. 

ΑΙ συμμετρικαὶ εὐθεῖαι τῶν ΗΡα καὶ ΗΡ΄. ὡς πρὸς τὴν πλευρὰν 
α διέρχονται διὰ τοῦ σημείου ἤα. ᾿πομένως αἱ δύο αὐταὶ εὐ- 
θεῖαι καὶ ἡ ΗΗα διέρχονται διὶ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 'Ομοίως καὶ 
διὰ τὰς ἄλλας πλευράς. 

2) Τὰ συμμετρικὰ τοῦ ὀρθοκέντρου ὡς πρὸς τὰς τρεῖς πλευρὰς 
εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας (8 666). “ῶστε... 


Θεώρημα 9518-- 1 


1096. Διὰ τῶν μέσων τῶν πλευρῶν δοϑέντος τριγώνου φέρομεν πα- 
ραλλήλους πρὸς δοϑεῖσαν διεύϑυνσιν καὶ λαμβάνομεν τὰς συμμετρικὰς 
τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ὡς πρὸς τὰς εὐθείας αὐτὰς ἀντιστοίχως. Δεί- 
ξατε ὅτι αἱ συμμετρικαὶ αὗται εὐθεῖαι τέμνονται ἐπὶ τῆς περιφερείας 
τῶν ἐννέα σημείων τοῦ δοϑέντος τριγώνου. (ΕΞ. Ιιετηοΐηδ, 1. Μ, Ε.., 1880 
σ. 24, ζήτ, 805). 


Εστω ΛΜΝ τὸ δοθὲν τρίγωνον, ΑΒΓ τὸ τρίγωνον τῶν μέσων, 
ΓΔ ἡ δοθεῖσα διεύθυνσις, σχηματίζουσα γωνίας α καὶ β μετὰ τῶν 
τῶν πλευρῶν ΜΝ καὶ ΛΝ. 


Ἔστωσαν ΑΡ, ΒΡ αἱ συμμετρικαὶ τῶν ΜΝ, ΛΝ’ ἀρκεῖ νὰ δει- 
χθῇ, ὅτι τὸ ϑηρεῖον Ῥ ἀνήκει εἰς τὴν περι θρειον ΑΒΓ ἢ ὅτι ἡ 
γωνία ΑΡΒ εἶναι παραπληρωματικὴ τῆς ΑΓΒ ἢ Ν. 

Ἔχομεν γωνία ΒΑΡΞΞ-ἑΜ --λα 


ΑΒΡ--Λ-- ΡΒΝ --Λ -- (180 --- 2 β) -- Λ-Έ 2β -- 180», 
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συνεπῶς ἊΡΒ -Ξ- 1809 --[(Μ -- δα -ἘΛ -Ἐ 2β -- 1809). 
᾿Αλλὰ Μ--ΈΛ -- 1800 - -- Ν᾿ καὶ 2(β -- α)-Ξ- 2 Ν’ 
ἑπομένως ΑΡΒ -Ξ 1800 -- ἸΝἩἙ. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς 
τὸ ἑπόμενον: 

Δι" ἑκάστης κορυφῆς τριγώνα ΑΒΓ φέρομεν δὐϑεῖαν συμμετρικὴν τῆ: 
ἀπέναντι πλευρᾶς ὡς πρὸς ὡρισμένην καὶ τὴν αὑτὴν πάντοτε διεύϑνυνσιν (ε), 
Αἱ τρεῖς οὕτω δριζόμεναι εὐθεῖαι τέμνονται ἐπὶ τῆς περιγεγραμμένης περι- 
φερείας εἰς τὸ τρίγώνον. 

2) ᾿Ἐὰν ἐκτελέσωμεν διαδοχικῶς τὰς ὡς ἄνω συμμετρίας διὰ δύο διευ- 
ϑύνσεις (ε), (ε΄), σχηματιζούσι. πρὸς ἀλλήλας γωνίαν 459) λαμβάνομεν ὦ: 
ἀνείστοιχα σημεῖα τομῆς τῶν δύο τριάδων εὐθειῶν δύο συμμετρικὰ σημεῖα 
τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. ᾿Επειδὴ ἀνα δύο αἱ εὐθεῖαι ΑΡ, ΑΡ’ 
κλπ., θὰ εἶναι κάϑετοι μεταξύ των. 

3) ᾿Αντίστροφον Θεώρημα. Α4ἱ εὐϑεῖαι αἱ ουνδέουσαι τὰς κορυφὰς 
τριγώνου μεϑ᾽ ἑνὸς σημείου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἶναι συμμετοι- 
καὶ τῶν ἀπέναντι πλευρῶν, ἀντιστοίχως, ὡς πρὸς μέαν ὡρισμένην διεύϑυνσιν. 


Τόστος 3512--ΠῚ 


1096. Τετραπλεύρου ἐγγεγραμμένον εἷς δοϑεῖσαν περιφέρειαν, δύο 
ἀπέναντι πλευραὶ μεταβάλλουσιν ϑέσιν διατηροῦσαι τὰ μήχη τῶν. 


1) Πᾶοῖος ὁ τόπος τῶν κέν: οων τῶν 
πεοιφερειῶν τῶν περιγεγραμμένων εἰς 
τὰ τρίγωνα μὲ βάσεις τὰς πλευρὰς ταῦ- 
τας καὶ κοινὴν κορυφὴν τὸ σημβρῖον 
τομῆς τῶν διαγωνίων ; 

2) Δείξατε, ὅτι ἡ ἀκτὶς τοῦ τόπου 
διὰ τὸ ἔν ἐκ τῶν τριγώνων τούτων 
ἐἰσοῦται πρὸς τὴν ἀκτῖνα τῆς περιγε- 
γραμμένης πεοιφερείας εἰς τὸ ἄλλο 
τρίγωνον. 

3) “Ὅμοιον ζήτημα, διὰ τὰ τρίγωνα 
μὲ βάσεις τὰς ἰδίας καὶ κορυφὴν κοι- 
γὴν τὸ σημεῖον τομῆς τῶν δύο ἄλλων 
πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου. 


1) Ἔστωσαν ΑΒ, ΓΔ αἱ στα- 
θερῶν μηκῶν πλευραί, τὸ ση- 
τρν τομῆς τῶν διαγωνίων, Μ, 

τὰ κέντρα τῶν περιφερειῶν 
ΑΙΒ, ΓΙΔ. 

᾿Επειδὴ ἡ γωνία α εἶναι σταθερά, ὡς μετρουμένη ὑπὸ τοῦ ἡμι- 
αθροίσματος τῶν τόξων ΑΒ καὶ ΓΔ, ἑκάστη τῶν θεωρουμένων πε- 
ριφερειῶν ἔχει σταθερὰν ἀκτῖνα, ὡς περιγεγραμμένη εἰς τρίγωνον 

ἐ σταθερὰν βάσιν καὶ σταθερὰν τὴν ἀπέναντι αὐτῆς γωνίαν. 
Εῖναι λοιπὸν τὰ τρίγωνα ΑΜΒ, ΓΝΔ ἀμετάβλημᾳ κατὰ μέγεθος 
καὶ ἑπομένως αἱ κορυφαί των Μ, Ν γράφουν δύο περιφερείας 
ὁμοκέντρους τῆς δοθείσης καὶ μὲ ἀκτῖνας ΟΜ, ΟΝ, ἀντιστοίχως, 

2) ᾽Εὰν λάβωμεν ΒΕ Ξ-ΓΔ καὶ μεταφέρωμεν τὴν περιφέρειαν 
(ἢ) εἰς τὴν θέσιν (Ρ), παρατηροῦμεν, ὅτι ἡ γωνία ΑΒΕ ἰσοῦται 
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πρὸς 1809 -- α καὶ ἐκάστη τῶν γωνιῶν ΜΒΑ, ΡΒΕ ἴση πρὸς 909--α. 
Εἴναι συνεπῶς τὸ τμῆμα ΡΒ κάθετον ἐπὶ τὸ ΑΒ, τὸ ΜΒ κάθετον 
ἐπὶ τὸ ΒΕ καὶ τὸ σχῆμα ΟΜΒΡ παραλληλόγραμμον. Κατ᾽ ἀκο- 
λουθίαν ΟΜ-ΞΡΒ ΞΞΙΜ, ΟΡ Ξε ΜΒ:ΞΙΜ. 

3) Ἔστω Καὶ ἡ τομὴ τῶν ΑΓ καὶ ΒΔ. ᾿Επειδὴ ἡ γωνία εἰς τὸ Καὶ 
εἶναι σταθερά, ὡς μετρουμένη ὑπὸ τῆς ἡμιδιαφορᾶς τῶν τόξων 
ΑΒ καὶ ΓΔ, ὅμοιοι πρὸς τοὺς προηγουμένους συλλογισμοὶ μᾶς 
πείθουν ὅτι οἱ τόποι τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν (ΑΚΒ), (ΓΚΔ) 
εἶναι ὀμόκεντροι περιφέρειαι τῆς δοθείσης, καθὼς καὶ ὅτι ἡ ἀκτὶς 
ἑκάστης τῶν περιφερειῶν τούτων εἶναι ἴση πρὸς τὴν ἀκτῖνα τῆς 
περιγεγραμμένης εἰς τὸ ἕτερον τρίγωνον περιφερείας (7.Μ.Ε.; 1689, 
ο. 239 καὶ. 1891, ο. 237). 


Σημεῖα τοῦ Βγοεανά 912--ΠΠῚ 


1097. "Ἐπὶ ἑκάστης τῶν πλευρῶν α, β, Ὑ τριγώνον ΑΒΓ καὶ πρὸς 
τὸ ἐσωτερικὸν αὐτοῦ, γράφομεν τόξα δεχόμενα γωνίας ἴσας πρὸς τὰς 
παραπληρωματιχὰς τῶν γωνιῶν Β, ΓΙ, Α ἀντιστοίχως. Δείξατε, ὅτι τὰ 
τρία ταῦτα τόξα ἔχουν κοινὸν σημεῖον Μ καὶ ὅτι αἱ γωνίαι ΜΑΓ, ΜΓΒ, 
ΜΒΑ εἶναι ἴσαι. 


(Βλ. 8 906). Ὑπάρχουν δύο δεν τῆι Α' ὀνομάζονται σημεῖα τοῦ 
Βγοοαγὰ καὶ συμβολίζονται συνήθως διὰ τῶν γραμμάτων ὠ, ω΄. 
Τὰ τόξα (Β, Γ, π -- Β), (Γ, Α, π--Γ), (Α, Β, π--- Α), ἐφάπτονται 
ἕκαστον μιᾶς πλευρᾶς τοῦ τριγώνου᾽ αἱ περιφέρειαί εἰς ἣν ἀνή- 
κουν ὀνομάζονται ἐπισυνημμέναι περιφέρειαι. 


Θεώρημα 3125--}» 


1098. Αἱ συμμετοικαὶ περιφέρειαι τῶν ἐπισυνημμένων περιφερειῶν, 
τῶν ᾿ τεμνομένων κατὰ τὸ ἕν τῶν σημείων Βτοςατὰ ὠ, ὡς πρὸς τὰς ἄντι- 
στοίχους πλευρὰς τοῦ τριγώνον, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον 1. 
Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰς συμμετρικὰς τῶν τριῶν ἄλλων ἐπισυνημ- 
μένων περιφερειῶν. 

"Ἔστωσαν [, 3, 5 τὰ κέντρα τῶν τριῶν περιφερειῶν. τῶν διερ- 
χομένων διὰ τοῦ σημείου ὠ' τὰ σημεῖα ἴ᾽, 3΄, 5΄, συμμετρικὰ τῶν 
1,3, 5 ὡς πρὸς τὰς πλευρὰς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ ἀντιστοίχως, εἶναι τὰ 
κέντρα τῶν συμμετρικῶν περιφερειῶν τῆς ἐκφωνήσεως. 

"Ἕστω Ι τὸ σημεῖον τομῆς τῶν περιφερειῶν (1), (3.)" ἀρκεῖ νὰ 
ἀποδειχθῇ ὅτι τὸ σημεῖον αὐτὸ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφερείας (5). 

Ἐπειδὴ τὸ τόξον ΒΔΓ τῆς περιφερείας (17) εἶναι ἴσον πρὸς τὸ 
τόξον Βωΐ,, ἡ ἐγγεγραμβμένη γωνία εἰς αὐτὸ ΒΔΓ -ΟΓΒωΓ --π --Β 
καὶ ἑπομένως γων. ΠΓ ΞΞ Β. Διὰ τόν αὐτὸν λόγον γων. ΓΙΑ: Γ 
καὶ συνεπῶς γων. ΑἸΒΞΕΞ Β΄ ΕΓ: π--. Α. 

᾿Αλλὰ τὸ τόξον ΑΖΒ τῆς περιφερείας (5), συμμετρικὸν ὃν τοβ 
τόξου ΑΟβΒ, ἔχει ἐγγεγραμμένην γωνίαν εἰς αὐτὸ ἴσην πρὸς π--Α, 
δηλ. πρὸς τὴν γωνίαν ΑΙΒ' διέρχεται ἑπομένως διὰ τοῦ σημείου ᾿. 

Τὰ αὐτὰ ἰσχύουν καὶ διὰ τὰς συμμετρικὰς τῶν ἐπισυνημμέ- 
νῶν περιφερειῶν, τῶν διερχομένων διὰ τοῦ ἄλλου σημείου ωὠ΄. τε. 
μνονται καὶ αὐταὶ εἰς ἔν δεύτερον σημεῖον Ι΄. 

Παρατήρησις. Τὰ σημεῖα }, [' εἶναι τὰ σταθερὰ κέντρα ὁμοιό- 
τητος δύο, περιγεγραμμένων καὶ ὁμοίων πρὸς τὸ ἀρχικὸν τρίγω- 
γον, τριγώνων. (Βλ. ἐπμ. 8 2487). ᾿ 


1090, Σημείωσις. Ἢ σπουδὴ τῶν συμμετρικῶν τῶν περιφερειῶν 
τῶν διερχομένων ἑκάστης διὰ δύο κορυφῶν ἑνὸς ἀρχικοῦ τριγώ- 


νοῦ (τριγώνου ἀναγωγῆς:---τἐξέτετιςε), ἤγαγεν εἰς ὃν νέου εἴδους 
μετασχηματιομόν. ᾿Επειδὴ εἰς τρεῖς περιφερείας, διερχομένας (ἀνὰ 
μία) διὰ δύο κορυφῶν τοῦ τριγώνου καὶ διά τινος ἄλλου σημείου 
ΜΆ, ἀντιστοιχοῦν τρεῖς συμμετρικοὶ αὐτῶν περιφέρειαι ἔχουσαι 


Σε 857. 


ἐπίσης κοινὸν σημεῖον Μ΄, Τὰ σημεῖα Μ καὶ Μ΄ ὀνομάζονται δέ 
δυμα σημεῖα. 

Τὸν μετασχηματισμὸν διὰ τῶν συμμετρικῶν περιφερειῶν ἐμελέ- 
τησεν ὁ ϑεδβοιυῖςε. 

Ὡς ἀξιωσημείωτον εἰδικὴν περίπτωσιν. ἀναφέρομεν τὴν περι- 
γεγραμμένην περιφέρειαν. Αἱ συμμετρικαὶ αὐτῆς ὡς πρὸς ἑκάστην 
πλευρὰν διέρχονται διὰ τοῦ ὀρθοκέντρου Η τοῦ τριγώνου (8 1093). 


ΠΕεριφέρεια τοῦ Νεμδεγς 812--Κ 


1100, 'Ἐπὶ ἑκάστης πλευρᾶς τοῦ τριγώνου ἀναγωγῆς καὶ πρὸς τὸ 
αὐτὸ μέρος τοῦ τριγώνον τούτου, κατασκενάζομεν τρίγωνα ἰσογώνια 
πρὸς ἕν ἄλλο δοϑὲν ΑΒΓ. Ἑκάστη ὁμὰς ἀποτελεῖται ἀπὸ ἕξ τρίγωνα, 
τῶν ὁποίων αἱ ἀπέναντι τῆς κοινῆς βάσεως ΒΓ χορυφαὶ ἀνήκουν εἰς 
τὴν αὐτὴν περιφέρειαν. 

Εἰς τὸ δοθὲν τρίγωνον ΑΒΓ ἀντιστοιχεῖ τὸ συμμετρικὸν ΑΒΓ, 
ὡς πρὸς τὴν κάθετον εἰς τὸ μέσον τῆς κοινῆς βάσεως εὐθεῖαν. 
Εἰς τὰ τρίγωνα ΒΓΕ, ΒΓΔ, ἀκολούθως, ὅμοια πρὸς τὸ ΑΒΓ (καὶ 
κατὰ τὴν ἀντιστοίχισιν γωνιῶν τὴν ὑποδεικνυομένην ὑπὸ τοῦ σχή- 
ματο.) ἀντιστοιχοῦν τὰ συμμετρικὰ αὐτῶν ΘΓΕ΄, ΒΓΔ΄. 

Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τὰ ἕξ σημεῖα Α, Α΄, Δ, Δ΄, Ε, Ε΄ ἀνή- 
κουν εἰς μίαν περιφέρειαν, ἀρκεῖ προφανῶς νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι 
ἡ περιφέρεια ἥτις διέρχεται διὰ τῶν κορυφῶν τοῦ συμμετρικοῦ 
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τραπεζίου ΑΑΈ ΓΕ, διέρχεται καὶ διὰ τῆς κορυ Δ, ἢ ὅ 
τετράπλευρον ΑΕΔΑ΄ εἶναι ἐγγράψιμον ᾿ ἀωὺς ἩΡΈΤΟ 
Τοῦτο εἵναι ἀληθές, 
ἀφοῦ 


γων. ΒΑΑ΄Ξεπ -- ΑΒΓ, 


ἐκ τοῦ τραπεζίου ΑΒΓΑ΄, 
καὶ 


γῶν. ΒΔΓ -- ΕΒΓ -- ΑΒΓ, 


ἐκ τῆς ὁμοιότητος τῶν ΕΒΓ 
καὶ ΒΔΓ τριγώνων. 


1100 α. Σημείωσις. 1) Τὰ 
Ἐξ ἰσογώνια τρίγωνα ἔχουν 
τὴν αὐτὴν γωνίάἀν ὦ τοῦ 
Βτοςατά καὶ ἐκλήθησαν ἐφιϊ- 
δνοσαγαΐρηϑ τρίγωνα. Ἢ πε- 
ριφέρεια ΑΕΔ εἶναι ἡ πε- 
ριφέρεια τοῦ Νευδοῖς, ἡ 
ἀχετικὴ πρὸς τὴν πλευρὰν 
ΒΓ τοῦ τριγώνου ἀναγωγῆς. 
Εἰς διάφορα ἄρθρα τοῦ 
: γἱραγὶέ εἰς Τομνηαὶ ἃ. Μαι)ν. 
Σι. δ... ' Εἰὀνιδηϊαίνοθ, ὑποδεικνύον- 
ται αἱ σημαντικώτεραι ἰδιό- 

τητες τῶν κύκλων τοῦ Νοωδονο (1887, σ. 121, 145 καὶ 169). 
2) Εἰς πᾶν τρίγωνον δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν ἕνα ἀρκετὰ 
μέγα ἀριθμὸν περιφερειῶν ἀξιοσημειώτων διὰ τὰς ἰδιότητάς των. 

᾿Ιδοὺ μερικαὶ ἐξ αὐτῶν : 


Περιγεγραμμένη. : 

Ἐγγεγραμμένη καὶ παρεγγεγραμμέναι. 

Περιφέρεια τοῦ Αἀατ (8 2393). 

Περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων ἢ τοῦ Εμίον ἢ τοῦ Βεδυογθδςοι (8 27). 

᾿Επισυνημμέναι περιφέρειαι, πρὸς ὁρισμὸν τῶν σημείων τοῦ 8))0- 
ςατὰ (8 1097). 

Περιφέρειαι τοῦ "Απολλωνίον, αἱ ἔχουσαι διάμετρον ἐπὶ ἑκάστης 
πλευρᾶς τὴν ἀπόστασιν τῶν ποδῶν ἐπ’ αὐτῆς τῶν δύο διχοτόμων 
τῆς ἀπέναντι γωνίας. 

Περιφέρεια τῶν ὑψῶν τοῦ τριγώνου (8 1154). , 

ΠΠεριφέρεια τῶν ἴσων ροπῶν ἢ τῶν ὀκτὼ σημείων (δ8 2410 καὶ 2412). 

Περιφέρειαι τοῦ ᾿επιοὶπε (δ 2375 καὶ ἐπμ.). 

Περιφέρεια: τοῦ Τιοκον (8 2383). 

Περιφέρεια τοῦ Τανῖον (8 2391). 

ΠΕεριφόέρεια τοῦ Βγοοανὰ (8 2428). 

Περιφέρειαι τοῦ Νοιδενο (8 1100). 

ΜΠεριφέρεια τοῦ Τοπσολατηρε (7. Μ. 8., 1886, σ. 57 τι6 84 καὶ 4. ἢ. 
189), σ. 136). 

Περιφέρειαι τοῦ Εμδντκαπη, ἡ ἔχουσα διάμετρον τὴν ἀπόστασιν 
Ἦν τοῦ ὌΠ Ρ Ἡ ἀπὸ τοῦ σημείου ν τοῦ Ναρεὶ (Μαιμεϑῖ8, 
1890, σ. 105). 
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Περιφέρεια τοῦ Μ'σαν (.}. Μ. 5., σ. 56, πο Ν 

Περιφέρεια τοῦ δοπομίε (.. Μ. δ., σ. 57, πο 93). 

Περιφέρεια ΟΝ ἣ ὀρϑοκεντροειδὴς (οτιοοεητοϊάα}) (Μαίμ., 1890, 
σ. 166 καὶ 1893, σ. 33). 

Εἰς τὸ Ψ. ἀ. Μαϊ. ϑρέοϊα!ϊεα τῶν ἑτῶν 1888 καὶ 1889 ὑπάρχει 
μία πολὺ ἐνδιαφέρουσα μελέτη τοῦ Ψνἱρατὶἐ ἐπὶ τῶν σημείων, εὐ- 
θειῶν, περιφερειῶν καὶ ἄλλων ἀξιοσημειώτων καμπύλων ἐκ τῶν 
ὁριζομένων εἰς πᾶν τρίγωνον. 


Πᾳαρατήρησις. Τὸ θεώρημα τῆς 8 529 ὑπόκειται εἰς ἐξαιρέσεις. 

ὋὉ . Ν. γίϑϑομενδ εἰς τὸ περιοδικὸν δε» γγίονα ἄθν Ῥῆιομυπᾶδ 
διετύπωσε τὸ ἀκόλουθον θεώρημα : 

Δύο πολύγωνα, ἔχοντα πλευρὰς περισσοτέρας τῶν τεσσάρων, δύνανται νὰ 
ΠῚ ν ἀντιστοίχους πλευρὰς ἴσας καὶ ν ἀντιστοίχους γωνίας ἴσας, χωρὶς νὰ 
εἶναι ἴσα, 


ΒΙΒΛΙΟΝ || 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


᾿Ανάλογα εὐθύγραμμα τμήματα 


Θεώρημα 9518 


1101. Τὸ μεταξὺ δύο πλευρῶν τριγώνου τμῆμα 


παραλλήλου εὐθείας πρὸς τὴν τρίτην πλευρὰν αὐτοῦ 
ἔχει τὸ μέσον του ἐπὶ τῆς πρὸς τὴν πλευρὰν ταύτην 
διαμέσου τοῦ τριγώνου. 


Πράγματι, αἱ τρεῖς εὐθεῖαι ΑΒ, ΑΔ, ΑΓ 
σχηματίζουν δέσμην διαιροῦσαν κατὰ τὸν αὐτὸν 
ϑ λόγον τὰ παράλληλα τμήματα ΒΓ καὶ ΕΖ’ καὶ 
Σι. 869. ἐπειδὴ ἡ εὐθεῖα ΒΓ διαιρεῖται εἰς ϑύο τμήματα 


ἴσα ὑπὸ τῶν εὐθειῶν τούτων, τὸ αὐτὸ θὰ συμ- 


βαίνῃ καὶ διὰ τὴν εὐθεῖα ΕΖ. 


Θεώρημα 918--1 


Σχ. θ0ῦ, 


σκεται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΣ. 


1102. Ἰὸ μεταξὺ δύο πλευρῶν τριγώ- 
νου τμῆμα ἀντιπαραλλήλου εὐθείας 
πρὸς τὴν τρίτην πλευρὰν ἔχει τὸ μέσον 
του ἐπὶ τῆς πρὸς τὴν πλευρὰν ταύτην 
ἀντιστοιχούσης συμμετροδιαμέσου τοῦ 
τριγώνον. 


Ἡ συμμετροδιάμεσος ΑΣ εἶναι 
συμμετρικὴ τῆς διαμέσου πρὸς τὴν 
διχοτόμον τῆς γωνίας Α (δ 148). Διὰ 
τὴν κατασκευήν τῆς, λαμβάνομεν 
τμήματα ΑΒ’ Ξ ΑΒ, ΑΓ’ ΞΕ Αγ καὶ 
φέρομεν τὴν διάμεσον ΑΜ΄ τοῦ ΑΒΓ’ 
τριγώνου. Καὶ εἶναι φανερὸν ὅτι τὸ 
μέσον Ζ παντὸς ἀντιπαραλλήλου 
πρὸς τὴν ΒΓ τμήματος ΕΘ θὰ εὑρί- 


Θεώρημα 914 


1108. Ἢ εὐθεῖα ΕΖ, ἡ ἀγομένη διὰ τῶν μέσων τῶν βάσεων τραπε- 
ζίον, διέρχεται διὰ τοῦ σημείον τομῆς τῶν διαγωνίων ὡς καὶ διὰ τοῦ 
κοινοῦ σημείου τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν αὐτοῦ. 


Θεώρημα 931 
1104. Τὸ χοινὸν σημεῖον τῶν διαγωνίων τραπεζξίου διαιρεῖ αὐτὰς εἰς 


μέρη ἀνάλογα τῶν βάσεων. 
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Τὰ τρίγωνα ΓΟΒ, ΑΟΔ εἶναι ἰσογώνια’ ἑπομένως : 
ΒΟ ΓΟ ΒΓ β Η 
Δ. ΟΑ ΑΔ α΄ 

Δυνάμεθα νὰ γράψωμεν : 


ΓΟ β 
τὰ Ξεῖε' 


Πόρισμα. Ἔκ τῆς παραλ- 
λήλου 70Ε, λαμβάνομεν ἐπί- ι ω  55 
σης -. 


ΞΕ β ΗΕ, α 
Ἔα. ἀτφβ , ὅθεν ΒΕ ΞΞ ΑΒ. ΕΒ καὶ ΑΕ -- ΑΒ. αΞ Β΄ 


Θεώρημα 315δ--] 
110δ. Τὸ σημεῖον τομῆς τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν τραπεζίου 
διαιρεῖ αὐτὰς ἐξωτερικῶς εἰς μέρη ἀνάλογα τῶν βάσεων. 


Η ΛΒ Δα 
Εχομεν (Σχ. 661) : “κ--" ἢ ὅπ Ξ- Ἐ- 


Ξῖ' 
ΛΑ--λ. αΒ α-β, 


Επίσης : πτλε --Ξ-Ξ 1Β Ξ β 
ὅθεν ΛΒ ΑΒ. β ᾿ 
α--β 
α 
ΛΑ -- ΑΒ. πα 
Πόρισμα. Θὰ ἔχωμεν ἐπίσης : 
ἬΓ, τ Ρ 
ἩΑ “ αἡ 


Θεώρημα 81δ--11 


1106, Ἑϊς τυχὸν τρίγωνον ΑΒΓ σχηματίζομεν τραπέζια φέροντες 
παραλλήλους ΔΕ, ΖΘ... πρὸς τὴν βάσιν αὐτοῦ. Δείξατε ὅτι αἱ διαγώνιοι 
τῶν τραπεζίων τούτων τέμνονται ἐπὶ τῆς πρὸς τὴν βάσιν διαμέσου τοῦ 


τριγώνου. 
Θεώρημα 916δ--111 


1107. Ἔχ σημείου Α φέρομεν τεμνού" 
σας δύο παραλλήλων εὐϑειῶν' δείξατε ὅτι Α 
τὰ σημεῖα τομῆς τῶν διαγωνίων τῶν οὕτω 
σχηματιζομένων διαφόρων τραπεζίων εὑρί- 
σκονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας. 
Δι’ ἑνὸς ἐκ τῶν σημείων τούτων Ο 
φέρομεν εὐθεῖαν ΜΝ παράλληλον πρὸς 
τὰς δοθείσας εὐθείας. Θὰ ἔχωμεν 
ΔΝ ΒΔ ὝὟ 
ΝΕ Ξ ΤΕ (8 1104, πόρισμα). τ, 562. κ 
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"Αλλ᾽ εἶναι ἘΞ -- ἀξ ἡ παράλληλος ἑπομένως πρὸς τὰς 
εὐθείας ἡ ἀγομένη διὰ τοῦ σημείου Ρ, διέρχεται διὰ τοῦ Ν καὶ 
συμπίπτει ἄρα πρὸς τὴν ΜΝ. Ἤτοι τὰ διάφορα σημεῖα Ο, Ρ, Π..., 
εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας. 


1108. ᾿Αντίστροφον θεώρημα. Δίδονται τρεῖς παράλληλοι εὐϑεῖαι, 
ΒΖ, ΜΠ, ΓΘ (Σχ. 662). Δι᾿ ἑκάστου σημείου Ο τῆς ΜΠ φέρομεν δύο 
εὐθείας, ὡς τὰς ΒΟΕ καὶ ΔΟΓ᾽ δείξατε ὅτι αἱ εὐϑεῖαι ΓΒ, ἘΔ, ΘΖ 
κλπ. διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον. 


Θεώρημα 316 


1100. Ἑὶς πᾶν τραπέζιον, ἡ ἐκ τοῦ κοινοῦ σημείου Ο τῶν διαγω- 
νίων παράλληλος πρὸς τὰς βάσεις τέμνεται ὑπὸ τῶν ἀπέναντι πλευρῶν 
κατὰ τμῆμα ἔχον οἷ; μέσον τὸ σημεῖον τοῦτο. 


ὶ ᾿- ΕΟ Αο. ΕΟὉὮὦὦἔ͵ΣἝ α 
καὶ εος- ξέν . 
ὋὉμοίως 


"Ἄλλαι ἀποδείξεις. 


1) Ἔχομεν τ ΔΒ αγ Ξσε᾿ 
κάρᾳ ΟΖ--ΟΕ. 


2) ᾿Επειδὴ ἡ δέομη Λ (ΔΟΒΚ) εἶναι ἁρμονική, ἡ ΖΟΕ οὖσα 
παράλληλος πρὸς τὴν ἀκτῖνα ΛΙΚ, θὰ διαιρεῖται εἰς ἴσα τμήματα 
ὑπὸ τῶν τριῶν ἄλλων ἀκτίνων. 


Παρατήρησις. Ἐὰν τὸ μῆκος τοῦ τμήνατος ΖΕ εἶναι λ ἔχομεν, 
τὴν σχέσιν 


᾿ Ὁ -Ξ βε  Ρο ρας οὐοροθο 
απ Ξεσ σα - ΒΤ β΄ α ἢ 
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Θεώρημα 316--] 


1110. Ἑὶς πᾶν τραπέζιον, ἡ ἐκ τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν μὴ παραλλή- 
λων πλευρῶν παράλληλος πρὸς τὰς βάσεις, τέμνεται ὑπὸ τῶν προδκτά- 
σεὼν τῶν διαγωνίων κατὰ τμῆμα ἔχον μέσον τὸ σημεῖόν αὐτό. 


τς ῦαβο 
Παρατήρησις. ᾽Εὰν λ’ εἶναι τὸ μῆκος τῆς (ΗΚ, 
2 1 1 
χ δ᾽ α᾽ 


Διὰ τοῦ συνδυασμοῦ τῆς σχέσεως ταύτης καὶ τοῦ προηγουμέ- 
νως εὑρεθείσης, εὑρίοκομεν 


1 1 1 1 1 
ΦΌΣ αν τσ" τε μοὶ ττταπΞα' 
Θεώρημα 516--1] 
1111. Ἑϊς τυχὸν τετράπλευρον ΑΒΓΔ διαιροῦμεν τὰς ἀπέναντι πλευ- 
ρὰς κατὰ δοθέντα λόγον ᾿- , ἀρχόμενοι ἀπὸ τῶν ἀντικειμένων κορυ" 


φῶν Α καὶ Γ. Δείξατε ὅτι τὰ σημεῖα διαιρέσεως εἶναι κορυφαὶ παραλ. 
ληλογράμμον. 


᾿Επειδὴ 
ΑΕ ΑΘ μ 
ἜΒ δ. πν᾿ 


ἡ εὐθεῖα ΕΘ εἶναι παράλληλος πρὸς 
τὴν ΒΔ, ὡς καὶ Ζ2Ή: εἶναι λοιπὸν αἱ 
ΕΘ καὶ ΖΗ παράλληλοι, καθὼς καὶ αἱ 
ΕΖ, ΘΗ, καὶ τὸ οχῆμα ἘΖΗΘ παράλ- 
ληλόγραμμον. 

Παρατηρήσεις. 1) Τὴν ἰδιότητα ταύτην 
ἔχει καὶ τὸ στρεβλὸν τετράπλευρον. 

2) Τὸ θεώρημα τῆς παραγράφου 
542 εἶναι μερικὴ περίπτωσις τοῦ ἀνω- 


τέρω 1111. 
ἀῶ Θεώρημα 817 


1112. ᾽Εὰν αἴ ΑΒ καὶ ΓΔ εἶναι παράλληλοι πρὸς τὴν μίαν τῶν δὸ 
γωνίων τοῦ τετραπλεύρου ΕΗΖΘ, αἱ 
ΑΓ καὶ ΒΔ τέμνονται ἐπὶ τῆς ἄλλης Ε 
διαγωνίου. 


Ἐπειδὴ 
ΑΛ. Ε06 ΓΜ 
ΒΛ ΖΟό ΔΜ΄ 
ΑἹ τέμνουσαι, ἑπομένως, ΑΓ, ΔΜ, 
ΒΔ τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον. 
1118 «. ᾿Αντίστροφον Θεώρημα. 
Συνδέομεν ἕν τυχὸν σημεῖον Ν τῆς μιᾶς 
διαγωνίον ΘΗ μετὰ τῶν σημείων Α, Β 


Γεωμετρία δΙ 
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μιᾶς παραλλήλον πρὸς τὴν δευτέραν διαγώνιον, δι᾽ εὐδειῶν τεμνουσῶν 
τὰς ἄλλας πλευρὰς εἰς τὰ Γ΄ καὶ ἃ. Δείξατε ὅτι ἣ εὐθεῖα Γὰ εἶναι πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν ΕΖ. 

Θεώρημα 3818 


1118. "Ἐὰν δύο τρίγωνα ἔχουν δύ. γωνίας ἀντιστοίχως ἴσας καὶ δύο 
ἄλλας παραπληρωματικάς, αἱ πλευραὶ αἱ ἀπέναντι τῶν ἴσων γωνιῶν 
εἶναι ἀνάλογοι τῶν ἀπέναντι τῶν παραπληρωματικῶν γωνιῶν. 

(Μέϑοδοι, 8 150). 


Θεώρημα 8319 


1114. Ἔκ τυχόντος σημείον Ῥ τῆς βάσεως ΒΓ τριγώνον ΑΒΓ φέρο- 
μεν παράλληλον ΡΜΝ πρὸς τὴν διάμεσον ἐκ τῆς κορυφῆς Α,, τέμνουσαν 
τὰς πλευρὰς ΑΒ, ΑΓ εἰς τὰ σημεῖα Μ καὶ Ν. Δείξατε ὅτι τὸ ἄθροισμα 
ἘΜ -Ἑ ΡΝ εἶναι αταϑερόν. 


(Μέϑοδοι, 8. 266). 


Παρατήρησις. ᾽Εὰν τὸ σημεῖον Ρ, εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς προεκτάσεως 
ἘΠΡῚ ἕν τῶν μηκῶν ΡΜ, ΡΝ πρέπει νὰ ληφθῇ ὡς ἀρνητικὸς 
ριθμός. 


Θεώρημα 810-- 


1116. Ἔκ σημείου εἰς τὸ ἐσωτερικὸν ἰσοπλεύρον τριγώνου εὑρισκο- 
μένον, φέρομεν εὐθύγραμμα τμήματα ἐέχοι τῶν πλευρῶν καὶ συναντῶντα 
αὐτὰ ὑπὸ τὴν αὐτὴν γωνίαν. Δείξατε ὅτι τὸ ἄδροισμα τῶν τριῶν τούτων 
τμημάτων εἶναι σταϑερόν, 


(Μέϑοδοι, 8. 289 αὐ). 
Θεώρημα 8190--ΠΠ 


1116. Τρεὶς εὐθεῖαι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ᾽ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον. 
Δείξατε, ὅτι ἐὰν ὃν σημεῖον Μ κι- 

ο Μμ ν α ἶται ἐπὶ τῆς μιᾶς ἐξ αὐτῶν, αἱ 
ἀποστάσεις του ἀπὸ τῶν δύο ἄλλων 
εὐθειῶν ἔχουν σταϑερὸν λόγον. 


Έ ᾿ 5 "ἂς εἶναι Μ, Ν δύο τυχοῦσαι 
θέσεις τοῦ κινητοῦ σημείου. 
Υ “Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι 

Σχ, 066. ΜΔ ΝΖ 

ΜΕ ΝΘ 
1117. ᾿Αντίστροφον θεώρημα, ᾿Εὰν ἕν τρίγωνον ΜΔΕ μεταβάλλε- 
ται εἰς τρόπον, ὥστε νὰ μένῃ ὅμοιον ἑαυτῷ, δύο κορυφαί του νὰ γρά- 
φουν δοθείσας εὐθείας καὶ αἱ ὁμόλογοι πλενραί των, ὡς αἱ ΝΘ, ΜΕ, 
γὰ μένουν πάντοτε παράλληλοι, ἡ τρίτη χορυφὴ αὐτοῦ γράφει εὐϑεῖαν 

διερχομένην διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν δύο πρώτων. 


Θεώρημα 810--111 


1117 α. "Ἔστω γωνία Α καὶ παράλληλα τμήματα ΒΓ', Β’Τ΄... μεταξὺ 
τῶν πλευρῶν της. Δείξατε ὅτι αἱ ἐκ τῶν Β, Β΄... καὶ Γ,, Γ΄... ἀγόμεναι 
παράλληλοι πρὸς δύο τυχούσας ἀντιστοίχως διευθϑύνσεις, τέμνονται εἰς 
σημεῖα Μ, Μ΄... κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας διερχομένης διὰ τῆς χορνφῆς Α. 
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Φέρομεν τὴν ΑΜ καὶ ἐκ τοῦ Β΄ παράλληλον πρὸς τὴν ΒΜ, 
τέμνουσαν τὴν ΑΜ εἰς Μ΄, Θὰ δείξωμεν ὅτι ἡ Γ΄ Μ΄ εἶναι παράλ- 
ληλος πρὸς τὴν ΓΜ. 
Ἔχομεν 
ἈΒ. ΒΓ ΒΜ 
ΑΒ ΒΤ ΒΜ 


καὶ κατὰ συνέπειαν τὰἀ τρίγωνα 
ΓΒΜ, ΓΒ΄Μ’ εἶναι ὅμοια, ὡς 
ἔχοντα μία γωνίαν ἴσην περιε- 
χομένην μεταξὺ Αἰ λοθυ μι ἀναλό- 
ὧν, καὶ αἱ πλευραὶ ΓΜ, Γ΄ Μ΄ 
ὰ εἶναι παράλληλοι. ᾿Εὰν λοι- Σχ. 867. 

πὸν φέρωμεν ἀπ᾽ εὐθείας τὰς 

Β΄ Μ’͵ ΓΜ’ ἀντιστοίχως παραλλήλους πρὸς τὰς ΒΜ, ΓΜ, ἡ εὐθεῖα 
ΛΜ' θὰ διέρχεται διὰ τοῦ Α. 


1117 β. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ θεώρημα τοῦτο χρησιμοποιεῖται διὰ 
τὴν ἀγωγήν, ἀκδοθέντος σημείου "" εὐθείας διερχομένης διὰ τοῦ 
σημείου τομῆς δύο ἄλλων, τεμνομένων ἐκτὸς τοῦ χάρτου σχε- 
ὡρκ 9 ἐ 169 κ᾿ ἐπμ.), ὡς ἃ 

2)" εώρῆσις ἑνὸς βοηθητικοῦ στερεοῦ (8 κ. ἐπμ.), ὡς Δ χ. 
ἑνὸς ξριέδρου τεμυσηένου ὑπὸ παραλλίλων ἐπιπέδων ΣΙΝ ΒΤ ΜΝ, 
ἑρμηνεύει εὐκόλως τὸ ἀνωτέρω θεώρημα. 

Η Τὸ προηγούμενον θεώρημα ὁδηγεῖ εἰς μίαν πολὺ ἀπλῆν ἀπό- 
δειξιν τοῦ ἑπομένου θεωρήματος τοῦ Ραϑβςαὶ. (Βλ. ἐπμ. 5. 1117 γ). 


ξάγραμμον τοῦ Ῥα-εαἱ 819-- 


1117. Τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ἀπέναντι πλευρῶν ἑνὸς ἑξαγώνον ἐγγε- 
ραμμένου εἰς περιφέρειαν κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. 


Ἔστω ΑΒΓΔΕΖ τὸ ἐξάγωνον καὶ ΒΕ, ΖΓ δύο διαγώνιοι αὐτοῦ. 
Ὑποθέσωμεν τὰς εὐθείας ΑΙ, ΑΗ καὶ ΔΙ, ΔῊ σταθερὰς καὶ 


Σχ. 088. 


θεῶρήθωμεν μεταβλητὴν περιερειαν διερχομένην διὰ τῶν Α καὶ 
Δ. Τὰ σημεῖα τομῆς Β, Γ, Ε, Ζ, τῆς περιφερείας ταύτης μετὰ τῶν 
σταθερῶν εὐθειῶν θὰ κινοῦνται ἐπ᾽ αὐτῶν, 
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᾿Επειδὴ ἑκάστη τῶν εὐθειῶν ΒΕ, ΕΖ, ΒΓ διατηρεῖ σταθερὰν 
διεύθυνσιν (δ 659), τὸ τρίγωνον ΒΕΚ θὰ ἔχῃ πλευρὰς παραλλή- 
λους πάντοτε πρὸς σταθερὰς διευθύνσεις καὶ δύο κορυφάς - του, 
τὰς Β, Ε, διαγραφούσας σταθερὰς εὐθείας διερχομένας διὰ τοῦ 
Η, τάς ΗΑ καὶ ΗΕ. 

Κατὰ τὸ προηγούμενον ἑπομένως θεώρημα, ἡ τρίτη κορυφή του 
Κ θὰ κινῆται ἐπ᾽ εὐθείας, διερχομένης διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου Η 
τῶν δύο πρώτων εὐθειῶν. 

"᾿Αλλὰ καὶ τὸ τρίγωνον ΓΖΕ ἔχει πλευρὰς μὲ σταθερὰς ἐπίσης 
διευθύνσεις, αἱ δὲ κορυφαί του Γ καὶ Ζ διαγράφουν τὰς σταθερὰς 
εὐθείας [Δ καὶ ΙΑ. ρα ἡ τρίτη κορυφή του Κὶ θὰ εὑρίσκεται ἀπὶ 
εὐθείας διερχομένης διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου | τῶν δύο πρώτων. 

Διὰ πᾶσαν, κατὰ συνέπειαν τῶν ἀνωτέρω, θέσιν τῶν σημείων 
τομῆς τῆν μεταβλητῆς περιφερείας μετὰ τῶν πλευρῶν τῶν γωνιῶν 
ΙΑΉ καὶ [ΔΗ, τὸ σημεῖον τομῆς Κ'ὶ τῶν ΒΓ καὶ ΕΖ θὰ εὐρίσκεται 
ἐπὶ τῆς ΙΗ. Ἤτοι τὰ τρία σημεῖα τομῆς τῶν ἀπέναντι πλευρῶν 
ἐξαγώνου ἐγγεγραμμένου εἰς περιφέρειαν εὑρίσκονται ἐπ᾽ εὐθείας 
γραμμῆς. 

1117 ὃ. Εἰδικαὶ περιπτώσεις. Δία ἢ περισσότεραι πλευραὶ τοῦ ἐγ- 
γεγραμμένου ἑξαγώνου δύνανται νὰ περιορισθοῦν εἰς σημεῖον. 
Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, θεωροῦμεν τὴν ἐφαπτομένην τῆς περι- 
φερείας εἰς τὴν ἀντίστοιχον κορυφὴν καὶ λαμβάνομεν νέα θεωρή- 
ματα. ᾿Αργότερον θὰ ἐξετάσωμεν ἐκ τούτων τὰ σχετιζόμενα πρὸς 
τὸ ἐγγεγραμμένον τετράπλευρον. ᾿Ιδοὺ τὸ σχετικὸν πρὸς τρίγωνον. 


Α 


Θεώρημα. Τὰ σημεῖα τομῆς Λ, Μ, Ν τῶν πλευρῶν ἐγγεγραμ; ένον 
τριγώνου ΔΕΖ μετὰ τῶν ἐφαπτιομένων τῆς περιφερείας εἰς τὰς ἀπέναντι 
κορυφάς, κεῖνται ἐπ᾿ εὐθείας γραμμῆς. Τὸ ἐναλλακτὸν πρὸς αὐτὸ 
θεώρημα εἶναι τὸ ἑπόμενον : 

Θεώρημα. Αἴ 'τρεῖς εὐθεῖαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, αἱ συνδέουσαι τὰς κορυ- 
φὰς ἑνὸς περιγεγραμμένου τριγώνου μετὰ τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν ἀπέ- 
ναῦτι πλευρῶν, τέμφοντσι εἷς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ρ. 
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Τὸ σημεῖον Ρὶ εἶναι ὁ πόλος τῆς ΜΝ, καὶ, ἀντιστρόφως, ἡ εὐ- 
θεῖα ΛΜΝ ἡ πολικὴ τοῦ σημείου τοῦ ἀενσοπηε Ῥ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ 


1117 ε. Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦ ἐξαγράμμον τοῦ Ραβοαὶ ἀπο- 
δεικνύεται κατὰ πολλοὺς τρόπους" βλέπε σχετικῶς εἰς Ν. Α.., 1903, 
σ. 56 πο 10, ἄρθρον τοῦ ἵἴ,κεῖγ. 

Ἢ πολὺ ἀπλῆ ἀπόδειξις τὴν ὁποίαν ἐδώσαμεν ἀνωτέρω ὀφεί- 
λεται εἰς τὸν Ῥαττοὰ (9ομνπαὶ ἀ6 Μιϊδενέ, 1902, σ. 41). 


Θεώρημα 819--ν 


1118. 1). Αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ τῶν πλευρῶν γωνίας δύο τυχόντων ση- 
μείων ἐπὶ δύο εὐθειῶν ἰσογωνίων πρὸς τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας, εἶναι 
ἀντιστρόφως ἀνάλογοι. 

2) Οἱ πόδες τῶν τεσσάρων καθέτιον, τῶν ἀγομένων ἐκ τῶν σημείων 
αὐτῶν ἐπὶ τὰς πλευράς τῆς γωνίας, εἶναι σημεῖα τῆς αὐτῆς περιφερείας͵ 

3) Ἢ εὐθεῖα ἡ συνδέουσα τοὺς πόδας τῶν ἐκ τοῦ ἑνὸς σημείου κα’ 
θέτων τούτων εἶναι χάθετος ἐπὶ τὴν ἑτέρων ἰσογώνιον. 


"Ονομάζονται ἰσογώνιοε εὐθεῖαι, 
πρὸς τὰς πλευρὰς γωνίας ΔΑΕ, δύο 
εὐθεῖαι ΑΜ, ΑΝ διὰ τῆς κορυφῆς 
τῆς γωνίας ἀγόμεναι καὶ συμμετρι- 
καὶ πρὸς τὴν διχοτόμον αὐτῆς. 

1) Ἔστω Μ΄ τὸ συμμετρικὸν τοῦ 
Μ πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας 
Α' θὰ ἔχωμεν προφανῶς 
Μ'Δ'΄ ΝῊ ἢ ΜΔ ΝῊ 
ΜΈ ΝΘ ΜΕ ἮΘ᾽ 
ΑΔ' ΑΕ’ ἣ ΑΔ ΑΕ 
ΑἩ  ἊΘ ΑἩ ΑΘ᾽ 
ΑΙ εὐθεῖαι ΔΕ, ΘΗ εἶναι ἀντι- 
παράλληλοι, τὸ τετράπλευρον ἄρα 
ΔΕΗΔ ἐγγράψιμον. Τὸ κέντρον τῆς 
περιγεγραμμένης περιφερείας εἶναι 
τὸ μέσον τῆς ΜΝ. 

3) ᾿ΕἘπειδὺν᾽ τὸ τετράπλευρον 
ΑΘΝΗ εἶναι ἐγγράψιμον, γωνία 
ΝΘΗ--ῤΙΝΑΉ -- ΘΑΜ' ἀλλὰ ἡ ΑΘ 
εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΘΝ, ἄρα καὶ 
ἡ ΑΜ θὰ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΘΗ. 


Ὁμοίως, ἡ ΔΕ εἶναι κάθετος ἐπὶ 
τὴν ΑΝ. 


2) 


ΜΔ 


1118 «. Θεώρημα ἀντίστροφον. ᾿Εὰν 
καὶ Ν ἀνήχονν εἰς εὐθείας ἰσογωνίους. 


ΝΗ ς 
ΜῈ - 6’ τὰ σημεῖα Μ 


Θεώρημα 320 


1110. Εἰς πᾶν τρίγωνον, τὸ σημεῖον τομῆς τῶν καϑέτων εἰς τὰ μόσα 
τῶν πλευρῶν, τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσων καὶ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν 
ὑψῶν εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας. 
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Ἧ ἀπόστασις τῶν δύο τελευταίων σημείων εἶναι διπλασία τῆς 
ἀποστάσεως τῶν. δύο πρώτων. (Ευ]ετ, .1765). 

"Ἔστω Η τὸ ὀρθόκεντρον καὶ Μ τὸ κοι- 
Γ νὸν σημεῖον τῶν διαμέσων. 

"Ἂς προεκτείνωμεν τὴν ἩΜ κατὰ μῆκος 
ΜΟ ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ ΗΜ καὶ ἃς συν- 
ἐεσωμεν τὸ σημεῖον Ο μετὰ τῶν μέσων Ζ 
καὶ Θ. ᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι αἱ εὐθεῖαι ΟΖ, 
ΟΘ εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὰς ΓΒ καὶ ΓΑ, ἀντι- 
στοίχως. 


ΑἹ διάμεσοι τέμνονται εἰς τὰ φ τοῦ μή- 


κους των: ἑπομένως ΜΒ -Ξ2.Μθ, καὶ ἐπειδὴ 
ΜῊ ἐλήφθη ἴσον ποὸς 2.ΜΟ, τὰ τρίγωνα 
ΒΜΗ, ΘΜΟ εἴναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν 
γωνίαν ἴσην περιεχομένην μεταξὺ ἀναλόγων 
πλευρῶν. 

Εἶνδι, ἄρα, ἡ ΘΟ παράλληλος πρὸς τὴν ΒΗ καὶ κάθετος ἐπο- 
μένως ἐπὶ τὴν ΑΓ. 

Ὁμοίως, ἡ ΖΟ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΒΓ καὶ τὸ σημεῖον Ο 
κοινὸν μεῖον τῶν μεσοκαθέτων ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ τρι- 
γόον. ἔλα τὰ σημεῖα Η, Μ, Ο εὑρίσκονται ἐπ᾽ εὐθείας καὶ 

ΞΞ 2. Ν 


1120. Παρατηῤήσεις. 1) Τὸ πρῶτον μέρος τοῦ θεωρήματος δύνα- 
ται νὰ διατυπωθῇ ὡς ἑξῆς : Εἷς πᾶν τρίγωνον, τὸ κέντρον τῆς περι- 
γεγραμμένης περιφερείας, τὸ κέντρον βάρους καὶ τὸ ὀρϑόκεντρον εὗρί- 
σκονται ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. 

2) Τὸ κέντρον τοῦ κύχλον τῶν ἐννέα σημείων σχηματίζει μετὰ τῶν 
Ο, Μ, Ἡ ἁρμονικὴν τετράδα [βλ. ἕπομ. ὃ 1262, 2)}. Ἢ παρατήρησις 
αὕτη ἀνήκει εἰς τὸν ϑαϊτηοη (σέοηιδίνϊε απαϊψίίᾳμε, σ. 109). 

3) Ἢ ἀπόστασις μιᾶς χορυφῆς ἀπὸ τοῦ ὀρϑοκέντρον εἶναι διπλασία 
τῆς ἀποστάσεως τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας ἀπὸ τῆς 
ἀπέναντι πλευρᾶς. 

Πράγματι, ΒΗ --2.Θ0, ἀφοὺ ΒΜ --2.ΘΜ. 


1180 α. Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦτο ὀφείλεται εἰς τὸν Επῖοτγ 
(1765, Μένιοϊτοβϑ ἀκ ϑαῖπί - Ρέϊονοδοιιγ4). Ἢ εὐθεῖα, ἡ ἑνοῦσα τὸ 
ὀρθόκεντρον μετὰ τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας, 
ὠνομάσθη εὐϑεῖα τοῦ Εἰεἰε». (Βλ. Βαϊίζετ, Ρίαηπὶνιέϊνιο, 8. 12, αὐ 8). 
Ἢ εὐθεῖα αὕτη διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου βάρους τοῦ τριγώνου 
καὶ τοῦ κέντρου τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σημείων (8 719). 

Τὸ ϑεώρημα τοῦ Βοιμίίη (8 1242, ο), ἀποδεικνύει μίαν ἐνδιαφέ- 
ρουσαν ἰδιότητα τῆς εὐθείας τοῦ Επ]οτ. 

᾿Ενδιαφέρον ἐπίσης εἶναι καὶ ἕν ἄρθρον τοῦ Τετηυεῖ ἐπὶ τῶν 
ΤᾺ ὩΣ." σχέσεων μεταξὺ ὡρισμένων σημείων τοῦ τριγώνου. 
(Ν. Α., 1842, σ. 79). 

Εἰς τὸ ὕοωγπαὶ ἃ. Μαίδι. ὀϊένι. οἱ ὡρέεϊαϊεα (1879 καὶ 1880), 
ὑπάρχει τληρεστατῃ σπουδὴ τοῦ τριγώνου ὑπὸ τοῦ |8:π|68 Βοοίΐπ, 
μέλους τῆς Βασιλικῆς ᾿Εταιρείας τοῦ Λονδίνου (ἱ 1878). 


Θεώρημα 321 


1121. Εἰς πᾶν τρίγωνον τὸ κέντρον τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας, τὸ 
σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσων καὶ τὸ κέντρον τῆς περιφερείας τῆς ἐγγε- 


487 


γϊἐμένης εἰς τὸ μέσον τρίγωνον, εὑρίσκονται ἐπὶ εὐϑείας γραμμῆς" ἡ 

πόστασις τῶν δύο τ τυρα σημείων εἶναι διπλασία τῆς ἀποστάσεως 
τῶν δύο τελενταίων. (8λ. [πίνοαιιείίοη ἃ ἴα Οέογκέϊνἐε ϑιιρόνιδιεΡε, 
ὑπὸ Ἡουβεὶ, σ. 123). 


Ἕστω Μ τὸ κέντρον τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ 
τρίγωνον ΑΒΓ καὶ Ν τὸ κέντρον τῆς εἰς 
τὸ τρίγωνον ΔΕΖ ἐγγεγραμμάνης. 

Αἱ διχοτόμοι ΑΜ, ΕΝ τῶν ἀντικειμέ- 
γὼν γωνιῶν Α καὶ Ε τοῦ Ἐρραλληλουρσα: 
μου ΑΔΕΖ εἶναι παρόλληλοι πρὸς ἀλλή- 
λας" τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διά τὰς ΒΜ 
καὶ ΖΝ. Τὰ δὲ τρίγωνα ΑΜΒ, ΖΝΕ εἶναι 
ὅμοια, ἀφοῦ ἡ γωνία ΒΑΜ εἶναι τὸ ἥμισυ 
τῆς Α καὶ ἡ ΝΕΖ τὸ ἥμισυ τῆς Ε, ἴσης 
πρὸς τὴν Α᾽ ἐπίσης, γῶν. ΝΖΕ ΞΞ- ΜΒΑ. 


᾿Αλλ’ εἶναι ΕΖ-Ξ- 8.5 : 
ΑΜ 
ἄρα ΕΝ -Ξ- ἼΣ . Σ;. 872. 


Ἕστω τώρα Θ τὸ κοινὸν σημεῖον τῆς διαμέσου ΑΕ καὶ 
εὐθείας ΜΝ. Ἔ " παι τῆς 
Ἔκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΜΘ καὶ ΕΝΘ λαμβάνομεν τὰς 


ὑασις ΕΘ. ΝΘ ΕΝ 1 


------.-: .- -----ΞΞ «α΄ 


αἵτινες δεικνύουν ὅτι τὸ σημεῖον Θ εἶναι τὸ σημεῖον τὸ ῶ 
διαμέσων καὶ ὅτι ΜΘ-- 26 Ν. χὰ μῆς τῶν 


1122. Θ μα. Ἑϊς πᾶν τρίγωνον, τὸ κέντρον τῆς ἐγγεγρ αμμένης 
περιφερείας, τὸ κέντρον βάρους τῆς ἐπιφανείας τοῦ τριγώνου καὶ τὸ 
κέντρον βάρους τῆς περιμέτρου αὐτοῦ, εἶναι τρία σημεῖα ἐπ᾽ εὐθείας 
Ὑφαμμῆς κείμενα. "Ἢ δὲ ἀπόστασις τῶν δύο πρώτων σημείων εἶναι δι- 
πλασία τῆς ἀποστάσεως τῶν δύο τελευταίων. 


Πρόκειται περὶ ἄλλης ἐκφωνήσεως τοῦ προηγουμένου θεωρήμα- 
τος᾿ ἐπειδὴ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσων εἶναι τὸ κέντρον βά- 
ρους τῆς ἐπιφανείας τοῦ τριγώνου, τὸ δὲ σημεῖον τομῆς τῶν δι- 
χοτόμων τοῦ μέσου τριγώνου κέντρον βάρους τῆς περιμέτρου τοῦ 
ἀρχικοῦ τριγώνου. 


1128. Σημείωσις. 1) Τὸ θεώρημα τοῦτο (8 1121), μολονότι παρε- 
λήφθη ἐκ τοῦ ἔργου τοῦ Ηουθεὶ, χρονολογεῖται τουλάχιστον ΕΡᾺ 
τοῦ 1842 καὶ εἶναι ποχὺ πιθανὸν νὰ ἀνήκῃ εἰς τὸν Τεταυεπι" ἐπειδὴ 
ἀναφέρεται εἰς ἕν Ἐπ ΒΘΉΒΕΙΟτΟν ἄρθρον τοῦ συγγραφέως αὐτοῦ 
(Ν. Α., 1849, τόμος [, σ. 79, πο 2' ἐπίσης Ν. Α., 1860, ο. 354). Πράγ- 
ματι εἶναι τὸ θεώρημα ] τοῦ Ναρεὶ. 

2) Τὸ σημεῖον Μ, κέντρον τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς τὸ ΑΒΓ πε- 
ριφερείας, εἶναι τὸ σημεῖον τοῦ. Ναμεὶ τοῦ μέσου τριγώνου ΔΕΖ 
(βλ. ἐπμ. 8 1142 α). Τὸ σημεῖον Ο, κέντρον τῆς περιγεχρα μένης 
περιφερείας εἰς τὸ ΑΒΓ, εἶναι τὸ ὀρθόκεντρον τοῦ Ζ ὅσον 
ἀφορᾶ τὸ σημεῖον Θ, τοῦτο εἶναι τὸ κοινὸν κέντρον βάρους τῶν 
δὺο τριγώνων καὶ κέντρον ὁμοιοθεσίας αὐτῶν. 
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3) Ἢ εὐθεῖα ΜΘΝ ἰσχ. 672). ἡ συνδέουσα τὰ κέντρα τῶν ἐγ- 
γεγραμμένων περιφερειῶν εἰς τὰ τρίγωνα ΑΒΓ καὶ ΔΕΖ, θὰ ἠδύ- 
νατὸο νὰ ὀνομασθῇ εὐθεῖα τοῦ Ηοιιϑεῖ, ὡς ἐκ τῆς ἀναλογίας της 
πρὸς τὴν εὐθεῖαν τοῦ βυ]ες (5 1120). 

Τὸ κέντρον τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ μέσον τρί- 
γῶνον εἶναι ἐπίσης καὶ ριζικὸν κέντρον τῶν τριῶν παρεγγεγραμ- 
μένων περιφερειῶν εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ (Βμίϊειῖη ἀς Μαϊμέννα!ἐ- 
υιοϑν τῶν Οέτετά καὶ ΜίοΒεῖ, 1902 - 1903, σ. 261). 


Θεώρημα 321 --] 


1129 α. Ἑὶς τρίγωνον διὰ τὸ ὁποῖον ἡ «πλευρὰ α, ἢ ΒΓ, εἶναι ἡ μέση 
τῶν πλευρῶν β καὶ γ (ἰσοῦται δηλ. πρὸς τὸ ἡμιάϑροισμα αὐτῶν) : 


1) Ἢ ἀκτὶς τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἶναι τὸ τρίτον τοῦ {ψους 
ἐπὶ τὴν μέσην πλευρὰν α. 

2) Τὰ κέντρον τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας, τὸ κέντρον βάρους τοῦ 
τριγώνον, τὸ σημεῖον τοῦ Ναρεοὶ αὐτοῦ καὶ τὸ κένερον βάρους τῆς περιμέ- 
τρου τοῦ τριγώνον, εὑρίσκονται ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς, παραλλήλου πρὸς τὴν 
μέσην πλευράν. 

αἱ ΙΗ εὐθεῖα ΑἸα διαιρεῖται εἰς δύο ἴσα μέρη ὑπὸ τῆς μέσης πλευρᾶς. 
(ἰᾳ εἶναι τὸ κέντρον τῆς παρεγγεγραμμένης εἰς τὴν γωνίαν Α πε- 
ριφερείας). 

4) .Η ἀκεὶς ρα εἶναι ἴση πρὸς υα. 

5) Ἢ ἐκ τοῦ κέντρου Ο τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας κάϑετος ἀπό- 
σιασις ἀπὸ τῆς μέσης πλευρᾶς εἶναι ἴση πρὸς Ἐ --Α. 

6) Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποσιάσεων τοῦ Ὁ ἀπὸ τῶν βὶ καὶ Ὑ ἰσοῦτα" 
πρὸς 2ρ. 

7) Τὸ τμῆμα τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας Α, ἀπὸ τοῦ Α μέχρι τῆς περι- 
γεγραμμένης περιφερείας, διαιρεῖται ὑπὸ τοῦ κέντρου ἷ τῆς ἐγγεγραμμένης 
περιφερείας εἰς δύο ἴσα μέρη. 

θ) Τὸ κέντρον 1 καὶ τὸ κέντρον τῆς περιφερείας τοῦ Επον εὑρίσκονται 
ἐπ' εὐθείας καϑέτον ἐπὶ τὴν μέσην πλευράν. 

9) Ἢ κοινὴ ἐφαπτομένη τῆς ἐγγεγραμμένης πιριφερείας καὶ τῆς τοῦ 
Εὺὶονρ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν μέσην πλευράν. 

10) Μεταξὺ τῶν α, Β, ρ ὑπάρχει ἡ σχέσις: α' τε 4(2Κ -- ρ)ρ' 
(ϑοωνηαὶ ἀε Μ. Ε. τοῦ [᾿οπροβαπιρβ, 1894, σ. 193" τος - ΕΒ εεν. ᾽Επί- 
σης, Βιι οι ἂθ Μ. Ε. τοῦ (πῃ. Μίομβεὶ, 1910, σ. 197, πὸ 2611" Ρε- 
κοτὶοτ). 


Θεώρημα 322 


1124. "Ἐὰν ἑκάστη. τῶν πλενρῶν 
μεταβλητοῦ παραλληλογράμμου διέρ- 
χεται καὶ δι᾽ ἑνὸς σταϑεροῦ σημείου 
δοϑείσης εὐθείας γρομμῆς, τότε καὶ 
αἱ διαγώνιοι αὐτοῦ ϑὰ διέρχωνται διὰ 
δύο σταϑερῶν σημείων. τῆς ἰδίας 
εὐθείας. 

(Νοιιυοὶίε οονγνεϑροπάαποε πλαἐιέ- 
Ἰπαϊίσιιο τοῦ (αἰαΐαπη, 1877, σ. 146). 
ΜΘ 
ΞΗ΄ 


εξ 
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Ἀαρβανεταῦ, ἑπομένως, τὸ σημεῖον Μ διὰ διαιρέσεως τοῦ τμή- 
ατος ΘΕ εἰς μέρη ἀνάλογα τῶν σταθερῶν μηκῶν ΘῊ καὶ ΕΖ. 
ἵναι ἄρα τοῦτο σταθερὸν σημεῖον, ὡς καὶ τὸ Ν. 


Θεώρημα 328 


, 1126, Τρίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται εἰς τρόπον, ὥστε νὰ παραμένῃ 
ὅμοιον ἑαυτῷ, μία χορνυφή του Α νὰ εἶναι σταϑερὸν σημεῖον ἐνῷ μία 
ἄλλη κορυφὴ Β νὰ διαγράφῃ δοθεῖσαν εὐθεῖαν ν΄ Νὰ δειχϑῇ ὅτι ἡ 
τρίτη κορυφή του Γ διαγράφει ἐπίσης εὐϑεῖαν. 


]η ᾿Απόδειξις. Θεωρήσωμεν τὸ τρίγωνον εἰς τὴν εἰδικὴν ϑέσιν, 
καθ’ ἣν ἡ πλευρὰ γι εἰναὶ κάθετος ὑ ᾿ δ 
ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν τ. ᾿Εὰν διὰ τοῦ ση- 
εἰου Γ φέρωμεν εὐθεῖαν ΣΖχ κάθετον 
πὶ τὴν θέσιν τῆς ΑΓ, αὕτη θὰ εἶναι ὁ 
τόπος τῆς κορυφῆς Γ. 

"ἃς θεωρήσωμεν, πράγματι, μίαν τυ- 
χοῦσαν θέσιν ΑΒ΄ τῆς πλευρᾶς ΑΒ καὶ 
ἂς σχηματίσωμεν τὴν γωνίαν Β΄ ΑΓ΄ 
ἴοην πρὸς τὴν ΒΑΓ. Τὸ νέον τρίγωνον 
ΒΆΓ' εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ ΑΒΓ’ 
ἐπειδὴ τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΑΒΒ΄, 
ΑΓΓ΄, ὡς ἔχοντα ἴσην μίαν ὀξεῖαν γω- 
νίαν, τὴν ΒΑΒ΄-Ξ- ΓΑΓ΄, εἶναι ἰσογώνια 
καὶ ἑπομένως 


ΑΒ ΑΒ' 
ἊΓ ἌΓ᾽ 


τὰ δὲ τρίγωνα ΑΒΓ καὶ ΑΒ΄Γ΄ εἶναι ἐπίσης ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν 
γωνίαν ἴσην καὶ τὰς περιεχούσας αὐτὴν πλευρὰς ἀναλόγους. 
'Ἐἀν λοιπὸν κατασκευάσωμεν ἀπ᾽ εὐθείας ἕν τρίγωνον ΑΒ Γ΄ 
ὅμοιον πρὸς τὸν ΑΒΓ καὶ ἔχον τὴν κορυφὴν Β΄ ἐπὶ τῆς ν, ἡ 
κορυφή του Γ΄ ἀναγκαίως θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς Ζχ. 3 


ϑᾳ ᾿Απόδειξις. Ὃ ἀκόλουθος τρόπος ἀποδείξεως δύναται νὰ 
χρησιμοποιηθῇ ἐπωφελῶς διὰ πᾶν 
σχῆμα μεταβαλλόμενον εἰς τρόπον, 
ὥστε νὰ παραμένῃ ὅμοιον ἑαυτῷ, 
μία του κορυφὴ νὰ εἶναι σταθερὸν 
σημεῖον, ἐνῷ μία ἄλλη νὰ διαγράφῃ 
τυχοῦσαν δοθεῖσαν γραμμήν. 

Επὶ τῆς προεκτάσεως τῆς ΑΒ 
λαμβάνομεν τμῆμα ΒΓ, -Ξ- ΒΓ. ἸἘ- 

δὴ ὁ λό Γι ΒΡ εἶναι 
πειδὴ γος Ἔχ “- Βα 
σταθερός, ὁ τόπος τοῦ σημείου Γ, 
εἶναι εὐθεῖα α,Σ,, παράλληλος πρὸς 
τὴν χΥ (8 63). ᾽Εὰν λοιπὸν μεταφέ- 
ρώμεν (ἐπὶ τῶν τόξων τοῦ σχήμα- 
τος), τὸ σημεῖον Γ, εἰς Γ, τὸ Γ,΄ εἰς Γ΄ κλπ,, σχηματίζοντες γω- 
νίας ΓΒΓ, Ξ κΓ ΒΊΓ,΄ --Φ΄... 1800 .-- ΑΒΓ Ξξσταθ., τὰ σημεῖα τῆς εὐ- 
θείας α|2ι λαμβάνουν θέσεις ἐπὶ τῆς εὐθείας 2 καὶ ἡ ὁποία, κατὰ 
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συνέπειαν, θὰ εἶναι ὁ τόπος τῆς τρίτης κορυφῆς Γ τοῦ μεταβλη- 
τοῦ. τριγώνου (55). 
Θεώρημα 324 


1120. "Ἐὰν ἣ ἡμιπεριφέρεια, ἧ μὲ διάμετρον τὴν πλαγίαν πλευράν 
ἑνὸς ὀρθογωνίου τραπεζίον, τέμνῃ τὴν ἀπέναντι πλευράν, ἕκαστον τῶν 
σημείων τομῆς διαιρεῖ τὴν πλευρὰν αὐτὴν εἰς τμήματα τῶν ὁποίων τὸ 
γινόμενον εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν βάσεων τοῦ τραπεζίον. 


(Μέϑοδοι, 8. 24). 
Θεώρημα 3294--] 


1127. Δύο κάϑετοι ΑΒ, ΓΔ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΒΓ (Σχ. 8) εὑρίσκονται 
ἑκατέρωθεν αὐτῆς, ἡ δὲ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΑΔ τέμνει τὴν εὖ- 
ϑεῖαν ΒΓ εἰς σημεῖα Μ καὶ Ν. Δείξατε ὅτι τὰ γινόμενα τῶν τμημάτων 
ΜΒ, ΜΓ καὶ ΝΒ, ΝΙ εἶναι ἴσα πρὸς τὸ γινόμενον τῶν καϑέτων τμη- 
μάτων ΑΒ καὶ ΓΔ. 


(λιέϑοδοι, 8 24, Παρίσις 4). 
Θεώρημα 324--1] 


1128, Ἢ ἀπόστασις τυχόντος σημείου ἡμιπεριφερείας ἀπὸ τοῦ ση- 
μείον ἐπαφῆς σταϑερᾶς ἐφαπτομένης εἶναι μέση ἀνάλογος τῆς διαμέ- 
τρου καὶ τῆς ἀποστάσεως τοῦ ϑεωρουμένου σημείου ἀπὸ τῆς σταϑερᾶς 
ἐφαπτομένης. 

Πρέπει νὰ ἀποδειχθῇ ὅτι (δχ 676): α' ΞΞ2ρ.ε. 

Φέρομεν τὴν διάμετρον ΜΟΘ καὶ τὴν χορδὴν ΑΘ. Τὰ ὀρθο- 
γώνια τρίγωνα ΑΕΜ, ΘΑΜ εἶναι ὅμοια, ἐπειδὴ ἡ γωνία Θ εἶναι 
ἴοη πρὸς τὴν ΜΑΕ. ᾿Επομένως 

ΜΘ ΜΑ 


ἌΜΑ - ΜΕ ἢ α" ΞΞ2ρ.ε. 


δ... υὖὖ. 


"Αλλη ἀπόδειξις (ΣΧ. 677). Φέρομεν τὴν κάθετον ΜΗ͂ ἐπὶ τὴν 
διάμετρον ΑΒ. Θὰ ἔχωμεν 
ΜΑ᾿ -- αἴξ ΑΗ. ΑΒ -Ξ2ρ.ε. 
αΞ 


Παρατηρήσεις. 1) ᾿Εκ τῆς ἀνωτέρω σχέσεως ἕπεται ε -- τ᾽ 


δθ6. Σὴμ. μετ. Βλ. ὃ 1849. 
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2) Τὸ προηγούμενον θεώρημα δύναται νὰ θεωρηθῇ εἰδικὴ περί- 
πτῶσις τοῦ ἑπομένου γνωστοῦ: 

Τὸ γινόμενον δύο πλευρῶν τριγώνου ἰσοῦται πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ ἐπὶ 
τὴν τρίτην πλευρὰν ὕψους ἐπὶ τὴν διάμετρον τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. 

Πράγματι, ὅταν αἱ δύο κορυφαὶ τῆς βάσεως τριγώνου συμπέ- 
σουν εἰς ἕν σημεῖον, ἡ πλευρὰ αὕτη καθίσταται ἐφαπτομένη τῆς 
περιγεγραμμένης περιφερείας. Αἱ δύο ἄλλαι πλευραὶ καθίστανται 
ἴσαι πρὸς τὴν χορδὴν τὴν συνδέουσαν τὴν τρίτην κορυφὴν πρὸς 
τὸ σημεῖον ἐπαφῆς, τὸ δὲ ὕψος γίνεται ἡ κάθετος ἐκ τῆς ἐν λόγῳ 
κορυφῆς ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην. ΓΑρα ... 

3) Τὸ θεώρημα τοῦτο δὲν εἶναι παρὰ εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ 
Θεωρήματος τοῦ Πάππον, τοῦ σχετικοῦ πρὸς τὸ ἐγγεγραμμένον τε- 
τράπλευρον (8 1214). Εἶναι ὅμως προτιμότερον νὰ τὸ παρουσιά- 
σωμεν ἀπ᾽ εὐθείας, ἐπειδὴ ὁδηγεῖ ὄχι μόνον εἰς νέαν ἀπόδειξιν 
τοῦ θεωρήματος ἐπὶ τοῦ τετραπλεύρου ἀλλὰ καὶ εἰς διαφόρους 
ἄλλας ἐνδιαφερούσας ἐπεκτάσεις (88 1176, 1178, 1179, 1222, 1224). 


Θεώλημα 8525 


1120. "Ἡ ἀπόστασις τυχόντος σημείου περιφερείας ἀπὸ δοϑείσης χορ- 
δῆς αὐτῆς εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν ἀποστάσεων τοῦ σημείον ἀπὸ τῶν 
ἐφαπτομένων εἰς τὰ ἄκρα τῆς χορδῆς. 

(Μέϑοδοι, 8. 25). 

ἤλλλη ἀπόδειξις. Ἂς εἶναι ΜΑ τα, ΜΒ --ΕΡ, ΜΔ --δ, ΜΕ-Ξε, 


Ξεζ. 
Θὰ ἔχωμεν 2ρ.δ-Ξ αβ 


. αΒ" 
ἢ δ' 4 ρ᾽ 
᾿Αλλ' εἶναι αἰξΞ2ρ.ε (8. 1128) 
ἢ εΞ- «αὐ ῳ 
2ρ 
ἢ .- β 
Επίσης ΣΞΞ ΣΡ 
ς α' 8’ 
ἄρα δ᾽ Ρ » ΤᾺ Ξξε.ζ. 


“Ομοιότης καὶ "Ομοιοϑεσία 


1180, Ὃρισμοί. Δύο πολύγωνα εἶναι ὅμοια ἐὰν ἔχουν τὰς γω- 
νίας ἀντιστοίχως ἴσας καὶ τὰς ὁμολόγους πλευρὰς ἀναλόγους. 
Τὰ πολύγωνα ταῦτα ἀναλύονται εἰς τρίγωνα ὅμοια καὶ ὁμοίως 
κείμενα. 

Δύο καμπόλα οχήματα εἶναι ὅμοια ἐὰν δύνανται νὰ θεωρη- 
θοῦν ὡς ὅρια ὁμοίων πολυγώνων. 

Εἰς μέγα πλῆθος περιπτώσεων, δὲν εἶναι ἀναγκαία ἡ ἀνάλυ- 
σις εἰς τρίγωνα πρὸς διαπίστωσιν τῆς ὁμοιότητος δύο σχημάτων. 
᾿Αρκεῖ ἡ χρησιμοποίησις τῶν ἑπομένων παρατηρήσεων καὶ συλλο- 
γισμῶν καὶ τῶν συνεπειῶν αὐτῶν (85 113] καὶ 1133). 
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"Ομοιόϑετα σχήματα ὀνομάζονται τὰ ὅμοια καὶ ὁμοίως κείμενα 
σχήματα. 


Σημείωσις. Ἢ σπουδὴ τῶν ὁμοίων σχημάτων ὀφείλεται εἰς τὸν 
Θαλῆν, Ἢ θεώρησις τῶν σχημάτων, τῶν ὄχι μόνον ὁμοίων ἀλλὰ καὶ 
ὁμοίως κειμένων, ἔγινε ὑπὸ τοῦ Ῥοποεῖει τὸ 1822 (Τραϊἐ ἀδν ργορνὶέ- 
8 ργο)οοίϊυεϑ ἀὲδ Κἰσυινεθ, ἴοτας 1, σβαρ. 111), Ὃ ὄρος, τέλος, 
ὁμοιόϑετα σχήματα ἐδόθη ὑπὸ τοῦ (5α5]1ε6 τὸ 1827 (4π. ἀ. Θενροηππε, 
ἴοπις ΧΥΤΙΙ, σ. 280). 


1191. Κυρία μέθοδος. 1) Μετὰ τὸν καϑορισμὸν τῶν ἀναγκαίων καὶ 
ἱκανῶν συνθηκῶν διὰ τὴν ἰσότητα τῶν σχημάτων, διατηροῦμεν τὴν ἰσότητα 
τῶν γωνιῶν καὶ ἀντικαϑιστῶμεν τὴν ἰσότητα ἀντιστοίχων γραμμῶν διὰ ἀό- 
γων ἴσων. 


Παράδειγμα. Δύο παραλληλόγραμμα εἶναι ἴσα ἐὰν ἔχουν μίαν 
γωνίαν ἴσην περιεχομένην μεταξὺ ἴσων πλευρῶν. ᾽Ε πομένως, δύο 
παραλληλόγραμμα εἶναι ὅμοια ἐὰν ἔχουν μίαν γωνίαν περιεχομένην 
μεταξὺ ἀναλόγων πλευρῶν. 

2) Τὰ δεδομένα, ἅτινα ἐπιτρέπουν τὴν κατασκευὴν ἑνὸς σχήματος καὶ 
μόνον ἑνός, ὁδηγοῦν εἰς περίπτωσιν ἰσάτητος καὶ κατὰ συνέπειαν εἰς περί- 
πτωσιν ὁμοιότητος. 


Παράδειγμα. Λὲ βάσιν δοθεῖσαν, ὕψος ἐπ᾿ αὐτὴν δοθὲν καὶ ἀπέ- 
ναντι αὐτῆς γωνίαν. δοθεῖσαν, δὲν δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν 
παρὰ ["όνον ἕν τρίγωνον' ἄρα, δύο τρίγωνα εἶναι ἴσα ἐὰν ἔχουν 
μίαν γωνίαν ἴσην, καὶ ἀπέναντι πλευρὰν καὶ ἐπ᾿ αὐτῆς ὕψος ἴσα. 

Κατ᾽ ἀκολουθίαν : 

Δύο τρίγωνα εἶναι ὅμοια ἐὰν ἔχουν μίαν γωνίαν ἴσην, βάσεις δὲ καὶ ὕψη 
ἐπ᾿ αὐτὰς ἀνάλογα. 


1182. Παρατήρησις. ᾿Εὰν τὰ δεδομένα εἶναι τοιαῦτα, ὥστε νὰ ἀνή- 
κουν εἰς πολλὰ σχήματα, διάφορα ἀλλήλων χατὰ μορφὴν καὶ μέγεϑος, δὲν 
δυνάμεϑα νὰ ἀποφανθῶμεν ἐπὶ τῆς ἰσότητος δύο σχημάτων ἐχόντων τὰ αὐτὰ 
(ὡς ἄνω) δεδομένα, οὐδὲ ἐπὶ τῆς ὁμοιότητος τῶν σχημάτων ἅτινα δύνανται 
ψὰ προχύψουν ἐκ τῶν ποώτων. 

Οὕτω Δ. χ. εἰς δοθεῖσαν περιφέρειαν ἀκτῖνος ρ ὑπάρχουν δύο 
τρίγωνα ἐγγεγραμμένα, ἰσοσκελῆ καὶ ἔχοντα δεδομένον ἐὸ ἄθροι- 
σμα βάσεως καὶ ὕψους (8 211). Δὲν δυνάμεθα, ἑπομένως, νὰ ἰσχυ- 
ρισθῶμεν ὅτι δύο ἰσοσκελῆ τρίγωνα᾽ εἶναι ἴσα ἐὰν εἶναι ἐγγε- 
γραμμένα εἰς ἴσας περιφερείας καὶ ἔχουν τὸ αὐτὸ ἄθροισμα βά- 
σεως καὶ ὕψους ἀντιστοίχως. ᾿Ανάλογον ἐπιφύλαξιν θὰ πρέπει νὰ 
ἔχωμεν καὶ διὰ τὴν ὁμοιότητα αὐτῶν. 

Δία ἐπὶ τοῦ προκειμένου ἀληθὴς πρότασις εἶναι λ. χ. ἡ ἑπομένη: 

«Εἰς δύο περιφερείας ἀκτίνων ρ καὶ ρ΄ ἐγγράφομεν δύο ἰσοσκελῆ τρίγωνα, 
ἔχοντα ἃ καὶ λ΄ ὡς ἀντίστοιχα ἀϑροίσματα τῆς βάσεως καὶ ὕψους αὐτῶν. 
ὅδτω λαμβάνομεν δύο τρίγωνα Τ καὶ Σ εἰς τὸν κύνλον (ρ) καὶ δύο ἄλλα 
Τ' καὶ Σ' εἰς τὸν κύχλον (4). Τὰ τρίγωνα Τ, Τ΄ εἶναι ὅμοια μεταξύ των, 
ὡς καὶ τὰ Σ καὶ Σ’, ἐὰν ὑφίσταται ἡ σχέσις : 

ρ λ 
ρ΄ λ' 

1138, Σννέσειαι. 1) Πάντα τὰ σχήματα ἑνὸς δοθέντος εἴδους εἶναι 

ὅμοια δὰν τὸ σχῆμα ὁὀρίξεται ἐξ ἑνὸς μόνον μήχους. 
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Παράδειγμα. Τὰ τετράγωνα εἶναι ὅμοια σχήματα. Τὸ αὐτὸ 
ἰσχύει καὶ διὰ τὰ ἰσόπλευρα τρίγωνα, τὰ κανονικὰ πολύγωνα ἑνὸς 
ὡρισμένου πλήθους πλευρῶν͵ τὰς παραβολάς, τὰς ἀρχιμηδείους 
ἕλικας, τὰς κυκλοειδεῖς. 

2) ᾿Εκ τῶν σχημάτων ἑνὸς δοϑέντος εἴδους, τῶν ὀριζομένων ἐκ δύο μη- 
κῶν, δύο τυχόντα ἐξ αὐτῶν εἶναι ὅμοια ἐὰν τὰ δίο ταῦτα μήκη εἰς τὸ ὃν 
οχῆμα εἶναι εὐϑέως ἀνάλογα τῶν ἀντιστοίχων εἰς τὸ δεύτερον σχῆμα. 


Παράδειγμα. Δύο ὀρθογώνια εἶναι ὅμοια ἐὰν αἱ βάσεις τῶν εἶναι 
ἀνάλογοι τῶν ὑψῶν. 

Δύο ἐλλείψεις εἶναι ὅμοιαι ἐὰν οἱ ἄξονες τῆς μιᾶς εἶναι ἀνά- 
λογοι τῶν ἀξόνων τῆς ἄλλης. 

3) "᾿Εκ τῶν σχημάτων ἑνὸς δοϑέντος εἴδους, τῶν ὁριζομένων ἐκ γωνιῶν 
καὶ ὡριομένων μηκῶν, δύο τυχόντα ἐξ αὐτῶν εἶναι ὅμοια ἐὰν αἱ γωνίαι εἷς 
τὸ ἕν σχῆμα εἶναι ἴσαι πρὸς τὰς ἀντιστοίχους γωνίας εἰς τὸ ἄλλο, τὰ δὲ 
ὁμόλογα μήκη ἀνάλογα. 

Παράδειγμα. Δύο κυκλικοὶ τομεῖς εἶναι ὅμοιοι ἐὰν ἔχουν τὴν αὐὖ- 
τὴν ἐπίκεντρον γωνίαν. 

Δύο παραλληλόγραμμα εἶναι ὅμοια ἐὰν ἔχουν μίαν γωνίαν 
ἴσην καὶ τὰς περιεχούσας αὐτὴν πλευρὰς ἀναλόγους. 

4) Τὸ αὐτὸ ξήτημα δύναται ἐνίοτε νὰ διατυπωϑῇ κατὰ δύο διαφόρους 
τρόπους, ἀναλόγως τῆς ϑεωρήσεως μηκῶν ἢ γωνιῶν. 


Παραδείγματα. Δύο ρόμβοι εἶναι ὅμοιοι ἐὰν ἔχουν μίαν γωνίαν 
ἴσην, ἢ καί, δύο ρόμβοι εἶναι ὅμοιοι ἐὰν αἱ διαγώνιοι τοῦ ἑνὸς 
εἶναι ἀνάλογοι τῶν διαγωνίων τοῦ ἄλλου. 

Δύο ἰσοσκελῆ τρίγωνα εἶναι ὅμοια ἐὰν ἔχουν τὴν αὐτὴν γωνίαν 
εἰς τὴν κορυφήν, ἢ ζαί, ὅταν αἱ βάσεις εἶναι ἀνάλογοι τῶν ὑψῶν 
αὐτῶν. 


1184. Διάφοροι προτάσεις. Ἢ θεώρησις τῶν περιπτώσεων ἰσότη- 
τος δύο σχημάτων ἢ: τῶν ἀναγκαίων δεδομένων διὰ τὴν κατα- 
σκευὴν ενὰς σχήματος, ἐπιτρέπει τὴν μόρφωσιν μεγάλου πλήθους 
προτάσεων. Περιοριζόμεθα νὰ προσθέσωμεν εἰς τὰς ἀνωτέρω δο- 
θείσας καὶ μερικὰς ἀναφερομένας εἰς τὰ τραπέζια. 

Δύο τραπέζια εἶναι ὅμοια ὅταν ἔχουν : 

1) Τὰς γωνίας ἴσας καὶ τὰἀς βάσεις ἀντιστοίχως ἀναλόγους. 

2) Τὰς γωνίας ἴσας καὶ τὰς διαμέσους ἀναλόγους τῶν ὑψῶν, 

3) Τὰς τέσσαρας ὁμολόγους πλευράς ἀναλόγους. 

4) Τὰς βάσεις καὶ διαγωνίους ἀνάλόγους. 

5) Τὰς γωνίας ἴσας καὶ τὰς διαγωνίους ἀναλόγους. 

Εἰς τὴν τελευταίαν ταύτην περίπτωσιν, εὑρίσκομεν δύο διάφορα 
ζεύγη ὁμοίων τραπεζίων’ ἐπειδὴ- ὑπάρχουν δύο διάφορα τραπέζια 
ἔχοντα γωνίας καὶ διαγωνίους δοθείσας (8 1132). 


Θεώρημα 8326 


118δ. Αἱ εὐθεῖαι, αἱ ἴσοι κεκλιμέναι πρὸς τὴν διχοτόμον μιᾶς γω- 
νίας, δὁρίζουν τρίγωνα ὅμοια. 


1) ᾽Εὰν αἱ εὐθεῖαι εἶναι παράλληλσι, ἡ πρότασις εἶναι φανερά. 

2) ᾽Εὰν αἱ εὐθεῖαι εἶναι ἀντιπαράλληλοι πρὸς τὴν διχοτόμον, 
ἐκ τῆς ἰσότητος τῶν γωνιῶν ΑΟΔ καὶ ΒΘΑ ἕἔπεται ὅτι τὰ τρί- 
γωνα ΑΟΔ καὶ ΒΘΑ εἶναι ἰσογώνια καὶ Β -Ξ- Δ. Καὶ τὰ τρίγωνα, 
ἄρα, ΑΒΓ καὶ ΑΔΕ εἶναι ἰσογώνια καὶ ὅμοια. 
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Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ ΤΡΘΙΕΥ τὴν ΖΘΗ παράλληλον πρὸς τὴν 


Σχ. 6:9. 


ἐπειδὴ θὰ εἶναι τότε τὰ τρίγωνα 
ΑΒΓ, ΑΖΗ ἴσα καὶ τὰ ΑΒΓ, ΑΔΕ ὅμοια. 
Παρατήρησις. Αἱ ἀντιπαράλληλοι ΒΓ, 
ΔΕ εἶναι εὐθεῖαι ἰσοκλινεῖς πρὸς τὰς πλευ- 
ρὰς τῆς γωνίας Α (8 ἐπμ. 2458). 


Θεώρημα 826--ἰ 


1188 α. Εἰς πᾶν τρίγωνον ΑΒΓ, πᾶσα πα 
ράλληλος ΔΝΕΖ πρὸς τὴν διάμεσον ΑΜ ὁρί 
ζει ἐπὶ τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας Α τμήματο 
ἀνάλογα τῶν πλευρῶν τούτων. 

Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι 


ΑΔ ΑΒ 
ἍἌΕ ἊἋΓ΄ο 


"Ἂς φέρωμεν τὰς ΑΝ καὶ ΕἩ παραλλήλους πρὸς τὴν ἔσαν ῖρ 


Σχ. 6880. 


σημεῖον Ν᾽ εἶναι τὸ μέσον τῆς 
ἐπειδὴ ΑΝ ΞΞ ΘΕ ΞΞ ΘΗ, καὶ ἡ ΘΝ πα- 
ράλληλος, ἑπομένως, πρὸς τὴν ΔΗ. 
ἄρα ΔΝ Ξ- ΘΑ καὶ ΔΑ ΞΞ ΑΗ. 

᾿Επειδὴ δὲ ἡ παράλληλος ΕΗ ϑιαι- 
ρεῖ τὰς πλευρὰς εἰς μέρη ἀνάλογα, θὰ 
ἔχωμεν 

ΑΗ ἢ ΑΔ ΑΒ 
ΑΕ “ΑΓ 


Θεώρημα 3257 
1186. Αἱ εὐθεῖαι, αἱ συνδέουσαι ἀνὰ 


δύο τοὺς πόδας τῶν ὑψῶν τριγώνου, ὁρί- 
ξουν τρία τρίγωνα ὅμοια πρὸς τὸ ἀρχικόν. 


Ἢ ἡμιπεριφέρεια, ἡ γραφομένη ἐπὶ τῆς ΒΓ ὡς διαμέτρου, διέρ- 


ἡ 
4 
Τ 


Σχ. 081. 


του τριγώνου. 


χεται διὰ τῶν ποδίν Ε, Ζ δύο 
ὑψῶν: εἶναι, ἑπομένως, ἡ. ΕΖ ἀν- 
τιπαράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ καὶ 
τὰ τρίγωνα ΑΒΓ καὶ ΑΕΖ ὅμοια. 

Τὸ αὐτὸ ἰσχύει καὶ διὰ τὰ 
τρίγωνα ΒΔΖ καὶ ΓΕΔ. 


Παρατήρησις. Τὸ τρίγωνον ΔΕΖ 
τῶν ποδῶν τῶν ὑψῶν, εἶναι τὸ 
ὀρϑικὸν τρίγωνον τοῦ ΑΒΓ (88 292 
ν καὶ 664 β). 


Θεώρημα 827 --Ἰ 


1187. Τὰ ὕψη τριγώνον εἶναι 
διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τοῦ ὀρϑικοῦ 
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Τὰ τετράπλευρα, ὡς τὸ ΓΔΗΕ, εἶναι ἐγγράψιμα ἐπειδὴ δύο 
ἀπέναντι γωνίαι αὐτῶν εἶναι ὀρθαί. Ἄρα 


γῶν. ΑΔΕ-τεμ, ΑΔΖΞεεν. 
᾿Αλλ’ εἶναι μ.ΞΞ ν' ἑπομένως 
γων. ΑΔΕ ΞΞ ΑΔΖ. 
Θεώρημα 327--11 
1198. "Ἐάν, εἰς τρίγωνον ΑΒΓ,, δύο εὐθεῖαι ΒΜ, ΓΝ τέμνωνται ἐπὶ 
τοῦ ὕψους ΑΔ, τὸ ὕψος τοῦτο εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας ΜΔΝ (Σχ. 682). 


"Ἂς φέρωμεν τὰς καθέτους ἐπὶ τὴν ΒΓ, ΜΕΖ καὶ ΝΘΗ. 
Τὰ τρίγωνα ΟΜΕ, ΟΘΝ εἶναι ἰσογώνια, ἀφοῦ Θ--Μ, ὡς 
ἐντὸς ἀκτὸς ἐναλλὰξ γωνίαι, καὶ αἱ γωνίαι τῶν εἰς τὸ Ο κατὰ 


κορυφήν. ἍἌΔρα 
ΜΕῈ ΟΕ ΔΖ () 
ἮΘ᾽ ὉΝ ΔΗ 

ΤΑΣ ΔΗ εἶναι ἴσαι πρὸς τὰ ὕψη τῶν ὁμοίων αὐτῶν τριγώνων) 


ΜΕ ΑΟὉ ΝΘ 
ΜΖ ΑΔ ΝΗ 
ἐκ τῆς ὁποίας ἀναλογίας ἕπεται : 


ΜΕ ΜΖ 

Ἠδ᾽ - Η᾿ (2) 
Ἔκ συγκρίσεως τῶν (1) καὶ (2) εὑρίσκομεν τὴν σχέσιν 

ΔΖ ΜΖ 

ΔΗ ΝΗ 


καὶ τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΔΖΜ, ΔΗΝ ἀποδεικνύονται ὅμοια, ὡς 


- 


πΠ 


Σι. 6ὉΣ. 


ἔχοντα μίαν γωνίαν ἴσην καὶ τὰς περιεχούσας αὐτὴν πλευράς 
ἀναλόγους. Ἑ πομένως, γων. ΜΔΖ ΞΞ ΝΔΗ καὶ τὸ ὕψος ΑΔ δίχα 
τομεῖ τὴν γωνίαν ΜΔΝ. ᾿ 


"Αλλη ἀπόδειξις, Τὰ σημεῖα Ῥ, Π (Σχ. 683) διαιροῦν ἀἁρμονικῶ 
τὸ τμῆμα ΜΝ, ἡ δὲ γωνία ῬΔΠ εἶναι ὀρθή. Εἶναι, ἐξομένως, ἣ 
ΔΠ διχοτόμος τῆς γωνίας ΜΔΝ. 
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Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα 1137 εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ θεω- 
ρήματος τούτου. 


Θεώρημα 328 

1199. Μὲ πλευρὰς τὰς διαμέσους δοϑέντος τριγώνου κατασκενάζομεν 
τυίγωνον, Δείξατε ὅτι αἱ διάμεσοι τοῦ νέον τριγώνον εἶναι τὰ π- τῶν 
πλευρῶν τοῦ ἀρχικχοῦ. 

Ἔστω ΑΒΓ τὸ δοθὲν τρίγωνον' αἱ διάμεσοι αὐτοῦ τέμνονται 
εἰς Ο καὶ εἰς τὰ “2. τῶν μηκῶν των. 

Λαμβάνοντες ΔΜ -Ξ ΔΟ, σχηματίζομεν παραλληλόγραμμον 
ΒΟΓΜ καὶ τρίγωνον ΟΓΜ, τοῦ ὁποίου αἱ πλευραὶ εἶναι τὰ -τ΄ 
τῶν πλευρῶν τοῦ ΑΒΓ΄ ἐπειδή, 

ομ-- 5 .αδ, ογ-: 5.2Γ καὶ ΓΜ- ΒΟ ---5 ΒΕ. 


᾿Εὰν λοιπὸν διὰ τοῦ σημείου Β φέρωμεν τὴν ΒΘ, παράλλ.- πρὸς 
τὴν ΑΓ, θὰ ἔχωμεν ΘΓ -ΕΒΕ, ἡ δὲ ΖΘ 
θὰ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΟΜ᾿ ἐπει- 


δή, αἱ ΓΟ καὶ ΓΜ εἶναι τὰ -Ξ τῶν ΓΖ 
καὶ ΓΘ. Ἡ ΟΜ, ἑπομένως, εἶναι ἴση πρὸς 


τὰ -ξ. τῆς ΖΘ καὶ 2Θ -- ΑΔ. 

Εἶναι, ἄρα, τὸ τρίγωνον ΓΖΘ τὸ ἔχον 
ὡς πλευρὰς τὰς διαμέσους τοῦ ἀρχικοῦ 
ΑΒΓ. Καὶ ἐπειδὴ ἡ ΔΗ, οὖσα τὸ ισυ 
τῆς ΔΓ, εἶναι καὶ τὸ ἥμισυ τῆς ΔΒ, ἔπε- 
ται ὅτι ἡ διάμεσος ΓΗ τοῦ νέου τριγώνου 


εἶναι τὰ Ξ τῆς πλευρᾶς ΒΓ. 


τυ, 084. Τὸ ἴδιον συμβαίνει καὶ διὰ τὰς ἄλλας 
διαμέσους τοῦ τριγώνου ΘΓΖ. 


, Παρατήρησις. Τὰ σημεῖα Θ, Δ, Ε εὑρίσκονται ἐπ’ εὐθείας γραμ- 
μῆς καὶ ἡ ΘΛ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΑΒ. 


Θεώρημα 3298--1 


1140. Δίδεται τρίγωνον 1. Μὲ πλευρὰς τὰς διαμέσους αὐτοῦ, σχημα- 
τίζομεν τρίγωνον 3᾽ μὲ τὰς διαμέσους τοῦ τριγώνου 23 σχηματίζομεν τρί- 
γῶνον 8 κιοικ. Δείξατε ὅτι τὰ τρίγωνα περιττῆς τάξέως, 1, 8, δ... εἶναι 
ὅμοια πρὸς ἄλληλα, ὡς καὶ τὰ τρίγωνα 3, 4,0... ἀρτίας τάξεως. Εἰς ἑκά- 


στην δὲ ὁμάδα, αἱ πλευραὶ ἑνὸς τριγώνον εἶναι τὰ δ. τῶν πλευρῶν τοῦ 
προηγουμένου αὐτοῦ τριγώνου (Ν,. Α. 1863, σ. 93 καὶ 419, σ. 640). 
Θεώρημα 328--]1] 


1140 α. "Ἐπὶ τῶν πλευρῶν τυχόντος τριγώνου κατασχενάζξομεν ἰσό- 
πλενρα τρίγωνα, κείμενα πρὸς τὸ ἐξωτερικὸν τοῦ τριγώνου πάντα ἢ. 
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πάντα πρὸς τὸ ἐσωτερικὸν αὐτοῦ. Δείξατε ὅτι τὰ χέντρα τῶν τριγώνων 
; ὰ , 
τούτων εἶναι κορνφαὶ ἰσοπλεύρου τριγώνου. 


Εἴδομεν (8 754) ὅτι: ΑΔ ΞΞ ΕἙἩΒ -- ΓΖ. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, 
γων. ΛΓΛΈΑΛΓΔΕΓ - 609 
ΜΓ Σ6ΓΛ. 
ΑΓ ΓΔ γ3 


Τὰ τρίγωνα, ἑπομένως, ΑΔΓ καὶ 
ΛΓ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν 
γωνίαν ἴσην καὶ τὰς περιεχούσας 
αὐτὴν πλευρὰς ἀναλόγους. Τὸ αὐτὸ 
συμβαίνει καὶ διὰ τὰ τρίγωνα ΑΓΖ, 
ΜΑΝ καὶ ΓΖΒ, ΝΒΛ. Αρα 


ΜΔ ΜΝ ΝΑ τ 

ἊΔ ἘΒ Ζ2Γ γ85 
ἣ ΜΛ -- ΜΝ -- ΝΛ, 
ἀφοῦ ΑΔ-:ΒΕ--ΓΖ. 


Πᾳαρατήφησις. Τὸ θεώρημα ἐξακολουθεῖ νὰ ἰσχύῃ καὶ διὰ τὴν 
εἰδικὴν περίπτωσιν, καθ᾽ ἣν αἱ κορυφαὶ Α, Β, Γ εὑρίσκονται ἐπ᾽ 
εὐθείας γραμμῆς (Σχ. 684 β). 

Κατὰ ταύτην, τὸ κέντρον τοῦ 
τριγώνου ΛΜΝ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς 
ΒΓ. ᾿Επειδὴ ἡ τεταγμένη τοῦ ση- 
μείου τούτου (ἡ ἀπόστασίς της ἀπὸ 
τῆς ΒΓ) εἶναι μηδέν, ἀφοῦ εἶναι 
αὕτη ὁ μέσος ὅρος τῶν τεταγμέ- 
νῶν (δ) τῶν τριῶν κορυφῶν Μ,Ν,Λ, 
ἡ δὲ τεταγμένη τοῦ Λ εἶναι ἴση 
πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν τεταγμένων 
τῶν δύο ἄλλων κορυφῶν Μ, Ν, ἀκρι- 
βῶς ὅπως καὶ ἡ τεταγμένη τοῦ Δ 
εἶναι ἄθροισμα τῶν τεταγμένων τῶν 
Ε καὶ Ζ 


1140 β. Σημείωσις. 1) “Ὅταν τὰ ση- 
μεῖα Βθ,Α, Γ εὑρίσκωνται ἐπ’ εὐ- 
θείας γραμμῆς καὶ λάβωμεν ἐπὶ τῶν 
μεσοκαθέτων τῶν ΒΑ, ΑΓ, ΒΓ τμή- 
ματα ἀνάλογα τῶν τμημάτων τούτων, αἱ εὐθεῖαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ (ται 
Ἐολνο τας τῶν τοῦ σχήματος 684β), τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ ση- 
μεῖον 

᾿Εὰν ὁ λόγος μεταβάλλεται, ὁ τόπος τῶν σημείων Ο εἶναι εὐ- 
θεῖα ΟΡ κάθετος ἐπὶ τὴν ΒΓ. ᾿Εὰν δὲ θέσωμεν ΒΓ --α, ΑΓ-Ξβ, 
ΒΑ Ξ-- θὰ ἔχωμεν 


τ 
καὶ 


. ἀγία Ἐν) 
ΣΕ 

. αβ(αἘβ) 
ΠΡ Ἐ Ε ΒΕ! 


1. Σὴμ. μετ. Λαμδανομένων χατ᾽ ἀπόλυτον τιμὴν (ἀριθμητικὴν) 


καὶ 


[πω μετρία 23 
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2) ᾽Εὰν κατασκευάσωμεν τετράγωνα ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ τρι- 
γώνου ΑΒΓ καὶ ἐνώσωμεν ἀνὰ δίο τὰ κέντρα αὐτῶν, λαμβάνομεν 
ὡρίγωνον Α΄'Β΄Γ΄. ᾿Εὰν ἐπαναλάβωμεν τὴν ἰδίαν κατασκευὴν καὶ 
ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ Α'Β΄Γ΄ λαμβάνομεν νέον τρίγωνον Α΄ Β΄ Γ΄" 
κιοικ. Ἢ ἀκολουθία τῶν τριγώνων Α΄ Βῦ᾽Γ΄, Α΄ Β΄ Γ΄, .. ἔχει ὅριον 
τρίγωνον ἰσόπλευρον, οἱονδήποτε καὶ ἂν εἶναι τὸ ἀρχικὸν τρίγω- 
νον ΑΒΓ. (ΞΕ. ΟοΙ ποη, Α. Ε, 1891, Μαγβϑεῖ!ς, 8 3 δόγί ἀδ ἰγίατισίοδ, 
σ. σ. 43. 52). 
Θεώρημα 329 


1141. Τὰ ὀρϑογώνια τὰ περιγεγραμμένα εἰς τετράπλευρον τοῦ 
ὁποίον αἱ διαγώνιοι τέμνονται καϑέτως, 
εἶναι ὅμοια μεταξύ των. 


“ Δύο ὀρθογώνια εἶναι ὅμοια ἐὰν 
ὁ λόγος δύο προσκειμένων πλευρῶν 
τοῦ ἑνὸς εἶναι ὁ αὐτὸς πρὸς τὸν 
λόγον δύο προσκειμένων πλευρῶν 
τοῦ ἄλλου (8 1133, 2). 

Ἔστω ΕΖΘΗ ἐν περιγεγραμμέ- 
νον ὀρθογώνιον. 

Διὰ τῶν σημείων Α καὶ Δ φέρο- 
μεν παραλλήλους πρὸς τὰς πλευ- 
ράς. Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΑΚΓ, 
ΔΙΒ εἶναι ὅμοια, ἐπειδὴ αἱ πλευραί 
τῶν εἶναι ἀντιστοίχως κάθετοι. 


ΑΚ καγ 
"ΔΙ - ΔΒ 


Θεώρημα 8329--ἰ 


1148. “Ὃ τόπος τῶν σημείων τομῆς τῶν διαγωνίων τῶν περιγαγραμ- 
μένων ὀρθογωνίων . (εἰς τὴν προηγουμένην ἄσκησιν), εἶναι ἧ περιφέρεια 
μὲ διάμετρον τὸ τμῆμα ΜΝ, τὸ ἑνοῦν τὰ μέσα τῶν διαγωνίων τοῦ δο- 
θέντος τετραπλεύρου. 


Πράγματι, τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν διαγωνίων ἑνὸς τυχόντος ἐκ 
τῶν ὀρθογωνίων αὐτῶν συμπίπτει πρὸς τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν 
ἑνουσῶν τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν του καὶ αἵτινες εὐθεῖαι 
διέρχονται, προφανῶς, διὰ τῶν μέσων Μ, Ν᾿ τῶν διαγωνίων τοῦ 
τετραπλεύρου, Ὃ τόπος, ἑπομένως, τῶν σημείων Λ εἶναι ἡ περι- 


φέρειά ΜΟΝ. 
Θεώρημα 329--| 


1148. α. ᾽Εὰν ἕν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, ἐγγεγραμμένον εἰς περι- 
φέρειαν ' (ΟἹ, στρέφεται περὶ τὸ κέντρον Ο, αἱ τομαὶ τῶν ὁμολό- 
γῶν πλευρῶν, εἰς δύο τυχούσας θέσεις τοῦ σχήματος, εἶναι κορυ- 
φαὶ παραλληλογράμμου. (Ε. ΒεγεῶβΒ ΜΙιαϊλοδὶθ, ἴοπιε ΙΧ, 1889, σ. 
149, ζήτ. 624 καὶ ο. 150, 3). Ὁ" 

Θεώρῃυμα 3580 


1148, ᾿Ἐὰν συνδέσωμεν σημεῖον Ο δι᾽ εὐθειῶν μετὰ τῶν κορυφῶν 
ΑἉ, ΒΓ, Δ... τυχόντος σχήματος καὶ λάβωμεν ἐπὶ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν 


“Ἄρα 


ΞΞ λόγος σταθερός. 


σημεῖα Α΄, Β΄, Γ΄, Δ΄... τοιαῦτα, ὥστε : 
ΟοΑ. ΟΒ ΟΓ -- -Ε -- σταθερόν 
ὍΛΑ’ ΟΒ᾽ Γ᾽ Πππν΄ ρον, 
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τὰ πολύγωνα ΑΒΓΔ..., Α΄ ΒΓ΄ Δ΄... εἶναι ὅμοια σχήματα καὶ ὁμοίως 
κείμενα ἥ, ἄλλως, ὁμοιόθϑετα (55 1130, 1144), 


Τὰ τρίγωνα, ὡς τὰ ΑΟΒ, Α'ΟΘΒ΄ εἶναι ὅμοια, ἐπειδή ἔχουν μίαν 


γωνίαν ἴσην περιεχομένην μεταξὺ ἀναλόγων ὁμολόγων πλευρῶν. 
ΑΒ. ΑΟὉ μ 

ΑΒ ΑὉ΄ ν᾿ 
καὶ γων. ΟΑΒ -- ΟΑ΄ Β΄. 


Ἄρα 


Ἐπίσης, 2. Ξ- - ,. γῶν. ΟΑΔ -- ΟΑ᾽ Δ΄. 


Ἑ πομένως: γων. ΒΑΔ «ἰ Β΄ Α΄ Δ΄, 
καὶ τὰ τρίγωνα ΒΑΔ, Β΄ Α΄ Δ’ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν γωνίαν 
ἴσην καὶ τὰς περιεχούσας αὐτὴν πλευρὰς ἀναλόγους. Κατ᾽ ἀκο- 
λουθίαν, τὰ πολύγωνα ΑΒΓΔ, Α'Β΄ Γ΄ Δ΄ εἶναι ὅμοια, ὡς ἀποτε- 
λούμενα ἐκ τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ τριγώνων ὁμοίων καὶ ὁμοίως 
κειμένων. 


1148α. Θεώρημα ἀντίστροφον. Αἴ εὐθεῖαι, αἱ συνδέουσαι τὰ ὁμό- 
λογα σημεῖα δύο ὁμοιοϑέτων σχημάτων, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ 
σημείου. 

1144. ρισμοί. Τὸ σημεῖον Ο καλεῖται κέντρον ὁμοιότητος ἢ 
ὁμοιοϑεσίας καὶ ἄξων ὁμοιοϑεσίας πᾶσα εὐθεῖα ΟΑΑ’ διερχομένη διὰ 
τοῦ κέντρου ὁμοιότητος. 

Ἧ δμοιοθεσία εἶναι εὐϑεῖα ἢ ϑετική, ἐὰν τὰ πολύγωνα ΑΒΓΔ, 
Α΄Β᾽Γ’΄ Δ’ εὑρίσκωνται πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος τοῦ κέντρου ὁμοιο- 
θεσίας Ο. 

Αἱ ὁμόλογοι ἀκτῖνες ΟΑ, ΟΑ΄, ἔχουσαι τὴν αὐτὴν διεύθυνσιν, 


ἔχουν μήκη μὲ τὸ αὐτὸ σημεῖον καὶ ὁ λόγος ἐρΣ εἶναι θετικός. 


Ἡ ὁμοιοθεσία ὀνομάζεται ἀνείστροφος ἢ ἀρνητικὴ ἐὰν τὰ πολύ- 
γωνα ΑΒΓΔ, Α΄ ΒΓ Δ’ εὑρίσκωντα! ἑκατέρωθεν τοῦ Ο' αἱ ἀκτῖνες 
ΟΑ, ΟΑ’ ἔχουν τότε ἀντιθέτους διευθύνσεις, τὰ σημεῖα τῶν μη- 
Α 
ὍΑ’ εἶναι ἀρνητικός. 

Σημείωσις. ᾽Ο ὅρος κέντρον ὁμοιότητος, ὡς καὶ ἡ σπουδὴ τῶν ση- 
μείων τούτων, ὀφείλεται εἰς τὸν Ευΐετ (4668 (6 ϑαϊηπί - Ῥέϊονϑδομγῷ, 
σ. 154-- Βαϊίζογ, ὥὲθ Εἰογιοτιίο ἀοτ' Μαϊμογιαίκ, 8 7, τ 3). 


1146. Θεώρημα. Πᾶσα εὐϑεῖα ἀγομένη διὰ τοῦ κέντοου ὁμοιοϑεσίας 
δύο πολυγώνων τέμνει τὰς πλευράς, ἢ τὰς προεχτάσεις αὐτῶν, κατὰ ση- 


κῶν τῶν λαμβάνονται ἀντίθετα καὶ ὁ λόγος 
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μεῖα ὁμόλογα καὶ ὁρίξει ἐπ’ αὐτῶν τμήματα ἀνάλογα (ἀπὸ ὁμολόγων 
κορυφῶν ἀρχόμενα). 

., Αντιστρόφως, πᾶσα εὐθεῖα συνδέουσα δύο ὁμόλογα σημεῖα, εἶναι 
ἄξων ὁμοιοθϑεσίας καὶ διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου ὁμοιότητος. 


1146. Ὃρισμοί. 1) Εὐθέως ὅμοια ἐπίπεδα σχήματα. Δύο σχήματα 
κείμενα εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπεδον 
λέγονται εὐθέως ὅμοια, ἐὰν 
ἀντιστοιχοῦν εἰς δύο σχήματα 
εὐθέως ἴσα (Σχ. 686 α). 

2) Κέντερον ὁμοιότητος ἢ δι- 
πλοῦν σημεῖον (59). ᾿᾽Ονομάζεται 
κοινὸν κέντρον ὁμοιότητος ἢ 
διπλοῦν σημεῖον δύο σχημά- 
τῶν εὐθέως ὁμοίων, ἕν σημεῖον 
Ο τοιοῦτον, ὥστε, συνδέοντες 
αὐτὸ μετὰ δύο τυχόντων ση- 
μείων Μ, Ν᾽ τοῦ ἑνὸς σχήμα- 
τος καὶ μετὰ τῶν. ὁμολόγων 
αὐτῶν Μ΄, Ν΄ τοῦ ἄλλου σχή- 
ματος, νὰ λαμβάνωμεν δύο 
τρίγωνα ΟΜΝ, ΟΜ’ Ν’ εὐ- 
ν θέως ὅμοια. 

ΑἹ Τὸ διπλοῦν σημεῖον δύνα- 

Σχ. ΘΕῸ α ται νὰ θεωρηθῇ προκῦπτον ἐκ 

συμπτώσεως δύο ὁμολόγων 

σημείων τῶν δύο σχημάτων, αἱ δὲ ἀποστάσεις. του ἀπὸ δύο ὁμό- 

λόγων σημείων ἔχουν λόγον ἴσον πρὸς τὸν λόγον ὁμοιότητος τῶν 
δύο ὁμοίων σχημάτων. 


Θεώρημα 330-- 


1146 α. Δύο ἐπίπεδα σχήματα καὶ εὐθέως ὅμοια. ὁρίζουν ἔν κοινὸν 
κέντρον ὁμοιότητος ἢ διπλοῦν ση- 
μεῖον τῶν δύο σχημάτων. 


᾿Αρκεῖ νὰ ϑεωρήσομεν δύο 
ὁμόλογα τμήματα ΑΒ, Α΄Β΄. Διὰ 
τοῦ κοινοῦ σημείου Δ τῶν εὐ- 
θειῶν ΑΒ, ΑΒ΄ καὶ δύο ζευγῶν 
ὁμολόγων σημείων, Α, Α΄, Β, Β΄ 
γράφομεν περιφερείας. Τὸ δεύτε- 
ρον κοινὸν σημεῖον Ὁ τῶν περι- 
᾿ φερειῶν αὐτῶν εἶναι τὸ ζητού- 
μενον διπλοῦν σημεῖον. 
ὃ δὰ ," Πράγματι,τὰ τρίγ. ΑΟΒ,Α'ΌὍΒ΄' 
ἧς Ἐς Ε α εἶναι εὐθέως ὅμοια. ᾿Επειδὴ αἱ 
δ: ΕΥΡς γωνίαι ΑΟΑ΄, ΒΟΒ΄ εἶναι ἴσαι 
πρὸς τὴν γωνίαν Δ καὶ ἑπομένως 
Στ. 681. γων. ΑΟΒ εξΑ ' ΘΒ: τὰ δὲ πα- 
ραπληρώμστα τῶν ἀμβλειῶν γω- 
νιῶν ΒΑΟ, Β΄ΑΟ μετροῦνται ὑπὸ τοῦ ἡμίσεος τοῦ αὐτοῦ τόξου ΔΟ. 


δ8. ΣΉμ. μετ. Βλέπε σχετικῶς: Ηδάαιπητά, εςοπβ ἦε σέοηιύ- 
«τὶς, 1, 5 180, ὡς καὶ ἔπμ. 8 1141. 
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1146 }β. Παρατήρησις. Τὸ σημεῖον Ο κατασκευάζεται ἀκριβέοτε: 
ρὸν διὰ τῆς ἀγωγῆς τῆς διχοτόμου ΜΕΟ τῆς γωνίας ΒΟΒ΄. ᾿Αρ- 
κεῖ πρὸς τοῦτο νὰ διαιρέσωμεν τὸ τμῆμα ΒΒ’ εἰς μέρη ἀνάλογα 
τῶν ΟΒ καὶ ΟΒ΄, δηλ. ἀνάλογα τῶν τμημάτων ΑΒ καὶ Α΄Β', 
ὀπότε τὸ σημεῖον Ο ὁρίζεται ὡς τομὴ τῆς περιφερείας ΒΔΒ’ καὶ 
τῆς συνδεούσης εὐθείας τὸ σημεῖον διαιρέσεως Ε μετὰ τοῦ μέσου 
Μ τοῦ τόξου ΒΜΒ΄. 


Πρόβλημα 880--1| 


1146 γ. Δοϑέντων δύο εὐθέως ὁμοίων ἐπιπέδων σχημάτων, νὰ ἀχϑοῦν 
ταῦτα εἰς ϑέσεις ὥστε τὸ ἕν νὰ εἶναι ὁμοιόϑετον τοῦ ἄλλου. 


'Ορίζομεν πρῶτον τὸ διπλοῦν σημεῖον Ο τῶν δύο σχημάτων 
καὶ ἀκολούθως, διὰ καταλλήλου στροφῆς, φέρομεν τὸ Α’ εἰς Α΄, 
ἐπὶ τῆς εὐθείας ΟΑ, τὸ Β΄ εἰς Β΄ κλπ. 

Ἢ ὁμοιοθεσία θὰ εἶναι εὐθεῖα ἐὰν τὰ τμήματα ΟΑ καὶ ΟΑ΄ 
εἶναι ὁμόρροπα' ἄλλως, ἡ ὁμοιοθεσία εἶναι ἀντίστροφος. 


Θεώρημα 380--111 
116 δ. "Βὰν ἔχωμεν δύο εὐθέως ὅμοια σχήματα ΑΒΓ..., Α΄Β΄Γ΄... 
καὶ διαιρέσωμεν τὰ ὁμόλυγα τμήματα ΑΑΔ΄, ΒΒ΄, ΓΓ' κατὰ τὸν αὐτὸν 
λόγον, τὸ σχῆμα τῶν σημείων διαιρέσεως Α΄΄, Β΄, Γ΄΄... εἶναι ὅμοιον 
πρὸς τὰ δύο πρῶτα. 
Θεωρήσωμεν τὰ δύο ὅμοια: τρίγωνα ΑΒΓ, Α'ΒΊΓ'. 
Μὲ κατάλληλον παράλληλον μεταφοράν, ἂς μεταφέρωμεν τὸ 


τρίγωνον ᾿Α΄Β Γ΄ εἰς τὴν θέσιν Α, Β΄, Γ,΄ καὶ ἂς διαιρέσωμεν τὰ 
τμήματα ΒΒ’ καὶ ΒΒ,΄, ὕστερον τὰ ΓΓ΄ καὶ ΓΓ,΄ κατὰ τὸν δοθέντα 
λόγον. ᾽Εὰν συνδέσωμεν τὰ ὁμόλογα σημεῖα Α΄, Β΄΄, Γ΄, τὸ τρί- 
γώνον Α΄Β΄Γ΄΄ θὰ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ΑΒ, Γ,΄, τὸ ὁποῖον ὅμως 
εἶναι ὅμοιον πρὸς τὰ δύο θεωρηθέντα τρίγωνα. Εἶναι, ἑπομένως, 
τὸ Α΄ Β΄ Γ΄. ὅμοιον πρὸς τὸ ΑΒΓ ἢ ΑΒ Γ΄. 


1146 ε. Παοατηρήσεις. 1) Τὸ προηγούμενον ζήτημα ὁδηγεῖ εἰς τὸ 
ἑπόμενον, πολὺ ἐνδιαφέρον, θεώρημα. 


Δύο σχήματα εὐθέως ὁμέια καὶ κεάμνα εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπεδον, δύνανται 
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νὰ ϑεωρηϑοῦν ὡς δύο διάφοροι ϑέσεις ἑνὸς σχήματος μεταβλητοῦ μὲν κατὰ 
μέγεϑος ἀλλὰ ἀμεταβλήτου κατὰ μορφὴν καὶ τοῦ ὁποίου τὰ διάφορα σημεῖα 
ὀλισϑαίνουν ἐπὶ εὐθειῶν. 

2) Μεταξὺ τῶν διαφόρων τροχιῶν τὰἀς ὁποίας δύνανται νὰ δια- 
γράψουν τὰ διάφορα σημεῖα ἑνὸς σχήματος Α΄ Γ΄... διὰ νὰ ἀχθῇ 
εἰς σύμπτωσιν (5) πρὸς τὸ ὅμοιον πρὸς αὐτὸ σχῆμα ΑΒΓ..., θὰ 
πρέπει νὰ ἀναφέρωμεν καὶ τὰς λογαριθμικὰς ἕλικας (βλ. ἐπμ. 


8 2509). 
3) ᾿ς θεώρημα τῆς 8 1146 ὃ δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς ἐπέκτασις 
τοῦ τῆς 8. 1143, τοῦ σχετικοῦ πρὸς δύο σχήματα εὐθέως ὁμοιόθετα. 
4) ᾿Εἀν ἐπὶ τῶν ΑΑ΄, ΒΒ’, ΓΓ΄ κατασκευάσωμεν ὅμοια τρίγωνα 
Ααλ᾿, ΒβΒ’, ΓΥΓ᾽, τὸ τρίγωνον αβγ θὰ εἶναι ὅμοιον πρὸς τὰ ΑΒΓ 
ἢ Α'ΒΤ΄. (αἴβαπι, Μαϊμεδὶ9, 1894, σ. 164, πο 12). 


Θεώρημα 9981 


1147. Δύο ὅμοια πολύγωνα ΑΒΓΔ, Α΄Β Γ΄ Δ᾽, οἰανδήποτε ϑόσιν καὶ ἂν 
ἔχουν πρὸς ἄλληλα ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ, ὁρίζουν ἕν κέντρον ὁμοιότητος. 


Πρέπει νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι εὑρίσκεται ἔν σημεῖον Ο τοιοῦτον, 
ὥστε νὰ ἰρχύουν αἱ σχέσεις : 
ΟΑ ΟΒ ΟΓ 
Ὅα’ -- 68: - Γ᾽ κλπ. 
καὶ ὅτι: γών. ΑΟΑ΄Ξ ΒΟΒ΄’-- ΓΟΓ΄... 


"Ἂς ᾿'προεκιείνωμεν δύο ὁμολόγους πλευρὰς ΑΒ, Α΄Β΄ καὶ διὰ 
τοῦ κοινοῦ σημείου Μ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν ἂς γράψωμεν τὰς περι- 
φερείας ΑΜΑ΄ καὶ ΒΜΒ΄. Τὸ δεύτερον σημεῖον τομῆς Ο τῶν πε- 
ριφερειῶν τούτων εἶναι τὸ ζητούμενον σημεῖον. 

Ἕνεκα, πράγματι, τῶν ἐγγεγραμμένων τετραπλεύρων ΑΟΑΛΑ΄Μ, 
ΒΟΒ'Μ, αἱ γωνίαι ΑΟΑ΄, ΒΟΒ᾽ εἶναι ἴσαι, ὡς καραπληρομστι: 
καὶ τῆς αὐτῆς γωνίας Μ’ εἶναι ἄρα γων. ΑΟΒ -Ξ Α'ΌΒ΄. 

᾿Αφ᾽ ἑτέρου καὶ γων. ΟΑΒ Ξ:5ΙΟΑ΄ Β', ὡς παραπληρωματικαὶ 
ἐπίσης τῆς γωνίας ΟΑ΄Μ. Εἶναι, ἑπομένως, τὰ τρίγωνα ΟΑΒ καὶ 
ΟΑ΄Β’ ὅμοια, ὡς ἰσογώνια, καὶ 

μ 


ὍΝ, ἘΞΞ ὍΒ ΞΞ "ΑΞ Ξ  Ξ λόγος ὁ:ιοιότητος τῶν δύο σχημάτων. 

᾿Επειδὴ δὲ τὰ τρίγωνα ΒΑΔ, Β΄Α΄ Δ’ εἶναι ὅμοια ἐξ ὑποθέσεως 
καὶ ΑΔ. ἐξ δι. - ΘΑ ᾽ 
Α΄ Δ’ ν ΟΑ’ 

ἕπεται ὅτι καὶ τὰ τρίγωνα ΑΟΔ, Α᾽ΟΔ’ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα 

τὰς γωνίας Α -- Α΄ καὶ τὰς περιεχούσας αὐτὰς πλευρὰς ἀναλό- 


γους. ἼΑρα δᾺ ἘΝ 
ο κ᾿ ͵ ϊ .- Δ μ᾿ ᾿ 
γων. ΑΟΔ--Α'ΟΔ' καὶ Ὅλ -- κα “-ν 


Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διάδύο τυχούσας ἄλλας ὁμολόγους κο- 
ρυφὰς καὶ ἑπομένως τὸ σημεῖον Ο δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς τὸ κέν- 
τρον ὁμοιότητος τῶν δοθέντων πολυγώνων. 


89. Σμ. μετ. Κατὰ τὴν ἔννοιαν τῆς 1). 
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Αἱ ὁμόλογοι ἀκτῖνες, ὡς αἱ ΟΑ καὶ ΟΑ’ ἢ ΟΒ καὶ ΟΒ΄, σχη- 
ματίζουν γωνίας ΑΟΑ΄, ΒΟΒ΄ σταθεράς’ ἐπειδὴ αὖται εἶναι ἴσαι 
πρὸς τὴν παραπληρωματικὴν τῆς γωνίας Μ, τῆς σχηματιζομένης. 
ὑπὸ δύο τυχουσῶν ὁμολόγω' -“λευρῶν. 


1147 α. Παρατηρήσεις. 1). Εὰν στρέψωμεν τὸ πολύγωνον ΑΓ Β΄ Γ΄ Δ΄ 
περὶ τὸ σημεῖον Ο εἰς τρόπον, ὥστε νὰ λάβῃ τὴν θέσιν αβγδ, τὰ 
δύο σχήματα ΑΒΓΔ καὶ αβγδ γίνονται εὐθέως ὁμοιόθετα ἀλλή- 
λῶν. Εἰς τὴν θέσιν α΄ β΄ γ᾽΄δ' τοῦ Α' Β΄ Γ΄ Δ΄, τὰ σχήματα ΑΒΓΔ καὶ 
ἀρβν εἶναι ἀντιστρί ως ὁμοιόθετα ἀλλήλων. (8 1125, 2α ἀπό- 
δειξις). 

2) ᾿Εὰἀν προεκτείνωμεν δύο τυχούσας ἄλλας ὁμολόγους πλευ- 
ἀς, ὡς τὰς ΒΓ καὶ Β’Γ΄, μέχρι τῆς τομῆς τῶν Ν, αἱ περιφέρειαι 
ΠΕΡῸΝΓ, διέρχονται διὰ τοῦ προηγουμένως εὑρεθέντος ση- 
εἰου 

ὴ 2) Τὸ κένερον ὁμοιότητος δύο ὁμοίων πολυγώνων εἶναι καὶ τὸ 
διπλοῦν σημεῖον τῶν σχημάτων αὐτῶν᾽ ἐπειδὴ προκύπτει ἐκ τῆς ουμ- 
πτώσεως δύο ὁμολόγων αὐτῶν σημείων. 

4) Αἱ ἀποστάσεις τοῦ διπλοῦ σημείου ἀπὸ δύο τυχουσῶν ὁμο- 
λόγων πλευρῶν ἔχουν λόγον, ὃν καὶ αἱ πλευραὶ αὖται (8 2 
καὶ ἐπμ.). 

5) Ὅταν τὰ δύο σχήματα εἶναι ἀντιστρόφως ὅμοια, ὑποθέ- 
τουν ἄξονα συμμετρίας καὶ δὲν δυνάμεθα νὰ τὰ καταστήσωμεν 
ὁμοιόθετα ἀλλήλων εἰμὴ “διὰ στροφῆς τοῦ ἑνὸς ἐξ αὐτῶν, εἰς τὸν 
χῶρον, περὶ τὸν ἄξονα συμμετρίας. Τὸ διπλοῦν σημεῖον ᾿ἢ κέντρον 
ὁμοιότητος εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς διπλῆς εὐθείας. Αὕτη συμπίπτει πρὸς 
τὸν ἄξονα συμμετρίας. (8λ. 8. 2500 καὶ ἐπμ.). 

Θεώρημα 331-- 1 

1148, Δοϑέντων πολυγώνου ΑΒΓΔ καὶ σημείου Ο, φέρομεν τὰς συν- 
δεούσας τὸ σημεῖον Ο μὲ τὰς χορυφὰς τοῦ πολυγώνου εὐϑείας καὶ κα- 
τασχενάξζξομεν γωνίας ΑΟΑ΄, ΒΟΒ΄... ἴσας πρὸς δοϑεῖσαν ᾳφ. ᾿Εὰν τὰ 


σημεῖα Α΄, Β΄... ἐκλεγοῦν οὕτως, ὥστε νὰ ἔχωμεν : 
ΟΑ. ΟΒ ΒΝ 
οα' -Ξ ὅ55- πν-3 σταθερὸς λόγος, 


τὸ. πολύγωνον ΑΒ Γ΄ Δ΄ εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ ἀρχικόν. 
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Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι συνέπεια τοῦ προηγουμένου (8 1147). 
Διὰ τὴν ἀπόδειξίν του, παρατηροῦμεν ὅτι τὰ σημεῖα α΄, β΄, γ΄, δ΄ 
(τοῦ προηγουμένου σχήματος) εὑρίσκονται ἐπὶ τῶν προεκτάσεων 
τῶν ΑΟ, ΒΟ, ... καὶ φέρονται εἰς τὰς ϑέσεις Α΄, Β΄... διὰ [κα- 
ταλλήλου] στροφῆς περὶ τὸ σημεῖον Ο (8 1125, 2α ἀπόδειξις). 


Θεώρημα 391--11 


1149. Τὰ τρία χέντρα ὁμοιότητος τριῶν ὁμοιοϑέτων, ἀνὰ δύο, πο’ 
λυγώνων εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας. 


"Ἔστω Μ τὸ κέντρον ὁμοιότητος τῶν πολυγώνων (ΑἹ καὶ (Β), 
Ν τὸ τῶν (Α) καὶ (Γ). Θὰ δείξωμεν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΜΝ διέρχεται 
διὰ τοῦ κέντρου ὁμοιότητος Ο τῶν πολυγώνων (Β) καὶ (Γ΄). 

Ἢ εὐθεῖα ΜΝ, ὡς διερχομένη διὰ τοῦ Μ, εἶναι ἄξων ὁμοιότη- 
τος διὰ τὰ πολύγωνα (Α) καὶ (Β) καὶ ὡς διερχομένη διὰ τοῦ δ 


εἶναι ἄξων ὑμοιότητος διὰ τὰ (Α) καὶ (Γ). Εἶναι, ἄρα, ἡ εὐθεῖα 
αὕτη ἄξων ὁμοιότητος διὰ τὰ πολύγωνα (Β) καὶ (Γ) καὶ ὡς 
τοιαύτη διέρχεται κατ᾽ ἀνάγκην διὰ τοὺ σημείου Ο. 


Παραιτήρησις. Ἢ πρότασις δύναται νὰ ἀποδειχθῇ καὶ διὰ τῶν 
θεωρημάτων ἐπὶ τῶν διατεμνουσῶν. 

Τὰ θεωρηθέντα κέντρα ὁμοιότητος εἶναι καὶ τὰ τρία ἐξωτερικὰ 
ἢ δύο ἐξωτερικὰ καὶ ἕν ἐσωτερικόν. 


᾿Επίπεδα σχήματα ἀντιστρόφως ὅμοια 


1160. 'Ορισμός. Δύο σχήματα τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου λέγονται 
ἀντιστρόφως ἢ ἐμμέσως (πα γοοταπιοι) ὅμοια, ἐὰν ἀντιστοιχοῦν εἰς 
δύο σχήματα ἀντιστρόφως ἴσα (8 77] ἀπ 

Ἢ σπουδὴ τῶν ἀντιστρόφως ὁμοίων σχημάτων εἶναι πολὺ 
χρήσιμος διὰ τὴν βαθυτέραν γνῶσιν τῶν ἰδιοτήτων τῶν ἀντιστρό- 
φως ἴσων σχημάτων. 


Θεώρημα 3382 


1160 α. Λὶ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν, τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ τῶν 
ὁμολόγων πλευρῶν δύο ἀντιστρόφως ὁμοίων ἐπιπέδων πολυγώνων, εἶναι 
παράλληλοι μεταξύ των. 


Ἢ ἀπόδειξις ὁμοία ὡς καὶ εἰς τὸ σχετικὸν πρὸς δύο ἀντιστρό- 
φως ἴσα σχήματα θεώρημα (8 77] α). 
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Θεώρημα 332--1 


1160 β. “Ο τόπος τῶν σημείων τῶν διαιρούντων τὰ τμήματα, τὰ συν- 
δέοντα ζεύγη ὁμολόγων σημείων δύο ἀντιστρόφως ὁμοίων σχημάτων, 
κατὰ τὸν λόγον ὁμοιότητος αὐτῶν, εἶναι εὐθεῖα γραμμή, πιράλληλος 
πρὸς τὰς διχοτόμους τῶν γωνιῶν τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ ὁμολόγων 
πλευρῶν. 


Διὰ τὴν ἀπόδειξιν, θὰ ἐργασθῶμεν ὡς καὶ προκειμένου περὶ 
δύο ἀντιστρόφως ἴσων σχημάτων (8 77| γ). 

᾿᾽Ας διαιρέσωμεν τὸ τμῆμα ΑΑ΄ εἰς 
μέρη ἀνάλογα τῶν ὀ!᾿᾿᾽΄ολόγων τμημά- : 
των ΑΒ, ΑΓΒ’ και διὰ τοῦ σημείου 
διαιρέσεως Μ ἂς φέρωμεν τὰς ΜΔ καὶ 
ΜΔ΄, παραλλήλους καὶ ἴσας πρὸς τὰς 
ΑΒ καὶ Α᾽Β΄, καθὼς καὶ τὴν ΔΔ΄. 

Θὰ ἀποδείξωμεν ὅτι ἡ τομὴ Ν τῶν 
ΔΔ’ καὶ ΒΒ΄ διαιρεῖ τὴν ΒΒ΄ εἰς μέρη 
ἀνάλόγα τῶν θεωρηθέντων τμημάτων 
καὶ ὅτι ἡ εὐθεῖα ΜΝ εἶναι παράλλη- 
λος πρὸς τὴν κοινὴν διεύθυνσιν τῶν 
διχοτόμων τῶν γωνιῶν τῶν ὁμολόγων 
πλευρῶν. 

Πράγματι, τὰ ὅμοια τρίγωνα ΒΔΝ, 
Β΄ Δ'Ν δίδουν 


ΒΝ ΔῈ ΒΔ ΑΜ ΑΒ 

ΒΝ ΔΉ ΒΔ ΑΜ Α΄ 
ἡ δὲ εὐθεῖα ΜΝ εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας ΔΜΔ΄, ἀφοῦ τὰ τμή- 
ματα ΔΝ καὶ Δ'Ν εἶναι ἀνάλογα τῶν ΜΔ καὶ ΜΔ΄. Εἶναι, ἕπο- 
μένως, ἡ εὐθεῖα ΜΝ ὁ τόπος τῆς ἐκφωνήσεως καὶ εἶναι παράλ- 
ληλος, προφανῶς, πρὸς τὰς διχοτόμους τῶν γωνιῶν τῶν ὁμολό- 
γῶν τμημάτων Α΄Β καὶ Α’Β’, ΑΓ καὶ ΑΓ’ κλπ. 


Θεώρημα 332-11 


1160 γ. Δύο ἐπίπεδα σχήματα, ἀντιστρόφως ὅμοια, ὁρίζουν μίαν δι- 
πλὴν εὐθεῖαν, δηλ. δύο ὁμολόγους εὐθείας ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ φορέως (ἐπὶ 
τῆς αὐτῆς εὐθείας). : 


Ἢ εὐθεῖα ΜΙΝ, ἡ διαιροῦσα τὰ τμήματα ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ’ κατὰ 
τὸν λόγον ὁμοιότητος, ἐὰν θεωρηθῇ ὡς ἀνήκουσα εἰς τὸ ἕν σχῆμα, 
ἔχει ὡς ὁμόλογον ἐν τῷ δευτέρῳ σχήματι τὸν ἑαυτόν της, τὰ δὲ 
σημεῖα αὐτῆς ἔχουν ὡς ὁμόλογα σημεῖα κείμενα πάλιν ἐπ᾽ αὐτῆς. 


1160 ὃ. Παρατηρήσεις. Ὦ Ἢ εὐθεῖα αὕτη τῶν ἀναλόγων διαιρέ- 
σεῶν, δὲν ἀποτελεῖται ἀπὸ «διπλᾶ ση!εῖα, διότι τὰ δύο σχήματα 
ἔχουν ἕν μόνον διπλοῦν οημεῖον. ΚΚατωτέρω δίδομεν μερικὰς λε- 
πτομερείας ἐπὶ τῶν ὁμοίων σημειοσειρῶν. 

2) Τὴν διπλῆν εὐθεῖαν ΜΝ δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν ὡς τὴν 
τομὴν δύο ἐπιπέδων, σχηματιζόντων πρὸς ἄλληλα γωνίαν 1809. 

3) Δύο ἐπίπεδα σχήματα ἀντιστρόφως ὅμοια ὁρίζουν καὶ δεύ- 
τερον ζεῦγος συμπιπτουσῶν ὁμολόγων εὐθειῶν, δηλ. μίαν δευτέ- 
ραν διπλῆν εὐθεῖαν. 
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. 1160 ε. ᾿Ορισμοί, 1) Σημειοσειρά. Δία ἀκολουθία σημείων α, β. 
ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς ὁρίζει μίαν οὐϑοῖαν σημειοσειρὰν [ἢ καὶ ΤΡῚΣ 
μίαν σημειοσειράν. 

2) "“Ὅμοιαι σημειοσειραί. Δύο σημειοσειραὶ Α, Β, Γ΄... ἃ 
καλοῦνται ὅμοιαι, ἐὰν ὀρίζουν ἀκολουθίαν ἴσων λόγων ἐΈΡΌΓΟΣ 


-β ν γ᾽ 
Α ΒΓ ΓΔ 
δ... ὐδιισονννν δ ππτικ 9 ------ 
»- ἀν ΠΝ ἢρΦοΦφορὦΨἌἭΨέι ΤΠ: “σιν πο 
“δύ ο ωὡ 8' γΥ' δ τ' 
ΣΣ. 092. 


ΑἹ (ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας ἢ ἐπὶ παραλλήλων εὐθειῶν) σημειο- 
σειραὶ Α, Β, Γ..., α, 8, γ,... λέγονται εὐθέως ὅμοιαι, ἐὰν αἱ 
ἀκολουθίαι τῶν ὁμολόγων σημείων βαίνουσι κατὰ τὴν ἀὐτὴν διεύ- 
θυνσιν. ΓΑλλως, λέγονται ἀντιστρόφως ὅμοιαι. 

3) Διπλοῦν σημεῖον. Δύο ὅμοιαι καὶ ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας (ἐπὶ 
τοῦ αὐτοῦ φορέως) σημειοσειραὶ ἔχουν ἔν μόνον κοινὸν (ἢ διπλοῦν) 
θημεῖον, δηλ. ἕν μόνον σημεῖον δυμπῖπτον πρὸς τό ὁμόλογόν 
του. Οὕτω, ἂν Α, Β... καὶ α,.β... εἶναι αἱ δύο σημειοσειραί, 
ὑπάρχει ἕν καὶ μόνον σημεῖον Ο τοῦ φορέως των, διὰ τὸ ὁποῖον 


.-«Ο αβ γδ 
ἈΟ΄ ἊΒ ΤᾺ "τ: 


Θεώρημα 332--1Π1 


1160 ζ. ᾽Εὰν προβάλωμεν (59) ἐπὶ τῆς διπλῆς εὐθείας ΜΝ (Σχ. 691) 
τὰ ὁμόλόγα σημεῖα Α, Β, Γ..., Α΄, Β΄, Γ΄..., λαμβάνομεν δύο εὐθέως 
ὁμοίας σημειοσειράς. ᾿Επειδὴ εἶναι φανερὸν ὅτι αἱ τεταγμέναι τῶν 
σημείων Α, Β,... (43) ἔχουν λόγον πρὸς τὰς τεταγμένας τῶν ἀντι- 
στοίχως ὁμολόγων αὐτῶν σημείων Α΄, Β΄... ἴσον πρὸς τὸν λόγον 
ὁμοιότητος, τὸ αὐτὸ δὲ συμβαίνει καὶ διά τὰς ἀποστάσεις τῶν πὸ- 
δῶν α, β,..., καὶ α΄, β΄... 


ρ᾽. Φ ΒΥ: γαῖ ΑΒ. 
αϑ΄ βγ γα ΠΑΡ ν 

ΑΙ φαραί, τέλος, τῶν δύο σημειοσειρῶν εἶναι αἱ αὐταί. 

1180 η. Παρατήρησις. Αἱ τομαὶ τῶν ζευγῶν ὁμολόγων πλευρῶν, ὡς 
αἰ ΑΒ καὶ Δ΄ Β’, μετὰ τῆς εὐθείας ΜΝ ὁρίζουν ἐπίσης δύο εὐθέως 
ὁμοίας σημειοσειράς. 

Θεώρημα 8382-- Κ 
1160 ὃ. Δύο ἐπίπεδα σχήματα ἀντιστρόφως ὅμοια ὁρίζουν ἕν διπλοῦν 


σημεῖον, ὁ δὲ λόγος τῶν ἀποστάσεων αὐτοῦ ἀπὸ δύο τυχόντα ὁμόλογα 
σημεῖα εἶναι ἴσος πρὸς τὸν. λόγον ὁμοιότητος τῶν δύο σχημάτων. 


60. Σημ. μετ. Παραλλήλως πρὸς τυχοῦσαν διεύθυνσιν (ε). 
61. ΣΦ μ. μετ. Αἴἱ πλάγιαι, κατὰ τὴν (ε), ἀποστάσεις τῶν σημείων 


αὐτῶν ἀπὸ τῆς ΜΝ. 
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“Ἔστω ΜΝ ἡ διπλῆ εὐθεῖα καὶ Α΄, Β΄, Γ΄΄... τὰ συμμετρικὰ 
σημεῖα τῶν Α΄, Β’, Γ΄... πρὸς τὴν εὐθεῖαν αὐτήν. 

Τὰ τμήματα ΑΒ, 4. “Β΄ εἶναι παράλληλα καί, κατὰ τὰ προη- 
γούμενα, ἀϊ εὐθεῖαι ΑΑ΄, ΒΒ΄΄ τέμνονται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΜΝ. Τὸ 
δὲ κοινὸν σημεῖον αὐτῶν Ο εἶναι τὸ διπλοῦν σημεῖον, ἐπειδὴ τοῦτο 


Σχ. 053. 


εἶναι σημεῖον τοῦ ξαλτστος ΑΒΓ συμπῖπτον πρὸς τὸ ὁμόλογόν 
του τοῦ σχήματος Α΄ Β΄Γ΄. Θὰ ἔχωμεν 
οΑα ΟΒ ΑΒ 


1160 .ι. Παρατηρήσεις. 1) Ἢ εὐθεῖα ΟΜΝ, τῶν ἀναλόγων διαι- 
ῥέσεων, εἶναι διχοτόμος πασῶν τῶν γωνιῶν, ὡς αἱ ΑΟΑ΄, τῶν 
σχηματιζομένων ὑπὸ δύο ὁμολόγων εὐθειῶν. 

2) ᾽Εὰν τὰ δοθέντα σχήματα εἶναι ἀντιστρόφως ἴσα, τὸ διπλοῦν 
σημεῖον εὑρίσκεται εἰς ἄπειρον. 


Θεώρημα 8382--͵ΕΗ 


1160 κ. Δύο ἐπίπεδα σχήματα ἀντιστρόφως ὅμοια ὀρίζουν δύο εὖ- 
ϑείας ὁμολόγους ἀντιστρόφως συμπιπτούσας. 


Διὰ τοῦ διπλοῦ σημείου Ο(Σχ. 693) φέρομεν κάθετον ΧΟΧ’ 
ἐπὶ τὴν διπλῆν εὐθεῖαν ΟΜΝ. ᾿Επειδὴ αἱ ὁμόλογοι εὐθεῖαι τῶν 
δύο σχημάτων ὁὀρίζουν ἐπὶ τῆς εὐθείας ταύτης σημειοσειρὰς ἀντι- 
στρόφως ὁμοίας (5 1150 ε, 2), δυνάμεθα νὰ ὑποθέσωμεν αὐτὴν ὡς 
προκύόπτουσαν ἐκ συμπτώσεως δύο ὁμολόγων εὐθειῶν τῶν ἐν λόγῳ 
σχημάτων. ᾿ 

1160λ. Παρατηρήσεις. 1) ἪἫ εὐθεῖα ΧΟΧ΄ ὁρίζει ἐπὶ τῶν εὐ- 
θειῶν ΑΑ΄, ΒΒ΄... τμήματα Μ΄Α, Μ΄Α’ κλπ. ἔχοντα λόγον ἴσον 
πρὸς τὸν λόγον ὀμθιδτηζος τῶν δύο πλστον Δυνάμεθα, ἐἑπομέ- 
νως, νὰ εἴπωμεν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΜΝ ἢ "εἶναι ἡ εὐϑεῖα τῶν ἀναλό- 
γων διαιοέσεων, ἡ δὲ ΧΧ' ἡ εὐθεῖα τῶν ἀντιστρόφως ἀναλόγων διαιρέ- 
σεων τῶν δύο δοθέντων σχημάτων... 

2) Αἱ δύο διπλαῖ εὐθεῖαι ΥΥ̓, ΧΧ΄ εἶναι κάθετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας’ 
ἡ πρώτη εἶναι παράλληλος πρὸς τὰς ἐσωτερικὰς διχοτόμους τῶν 
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γωνιῶν τῶν ὁμολόγων πλευρῶν τῶν δύο σχημάτων καὶ ἡ δευτέρα 
παράλληλος πρὸς τὰς ἐξωτερικὰς διχοτόμους τῶν ἰδίων γωνιῶν. 

᾿Ονομάζομεν δὲ ἐσωτερικὴν διχοτόμον τῆς γωνίας δύό εὐθυγράμ- 
μὼν τμημάτων, τὴν διχοτόμον τῆς ὀξείας, ἢ ἀμβλείας, γωνίας, τῆς 
σχηματιζομένης ὑπὸ δύο τμημάτων τῆς αὐτῆς διευθύνσεως, ἀγο- 
μένων ἐκ τοῦ σημείου τομῆς τῶν φορέων τῶν δοθέντων τμημάτων. 

3) Εἰς τὴν περίπτωσιν σχημάτων ἀντιστρόφως ἴσων ἡ εὐθεῖα 
ΧΟΧ΄ εὑρίσκεται εἰς ἄπειρον. εἰ 

4) Εἶναι ἀναγκαία ἡ σπουδὴ τῶν ὁμοίων σχημάτων διὰ τὴν 
καλλιτέραν γνῶσιν τῶν ἰδιοτήτων τῶν ἴσων σχημάτων, ἀκριβῶς 
ὅπως, ὡς εἶναι γνωστὸν ἀπὸ τῆς ἐποχῆς τοῦ Ροπεεϊεί, θὰ πρέπει 
νὰ μελετήσωμεν τὰς τομὰς δύο κωνικῶν τομῶν, τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέ- 
δου, διὰ νὰ γνωρίσωμεν καλλίτερον ἐκείνας δύο περιφερειῶν. 


Εἰδικὴ περίπτωσις 982--Μὶ 


1160 μ. Δύο περιφέρειαι τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου δύνανται κατ᾽ ἀπείρους 
τρόπους νὰ ϑεωρηϑοῦν ὡς δύο σχήματα εἴτε εὐθέως, εἴτε ἀντιστρόφως 
ὅμοια (Σχ. 694). 


᾿Αρκεῖ πρὸς τοῦτο νὰ ἐκλέξωμεν δύο τυχόντα σημεῖα Α, Α΄ 
ἐπὶ τῶν περιφερειῶν τούτων ὡς ἀντίστοιχα καὶ ἀπὸ τῶν σημείων 
αὐτῶν, ὡς ἀρχῶν, νὰ λαμβάνωμεν τόξα ὅμοια (53) ἀνὰ δύο, ὡς 
τὰ ΑΒ καὶ Α΄Β΄ κλπ. Αἱ περιφέρειαι τότε θὰ δύνανται νὰ ϑεώρη: 
θοῦν ὡς σχήματα εὐθέως ὅμοια, ἐὰν αἱ φοραὶ τῶν τόξων ΑΒ, 
Α΄Β΄ εἶναι αἱ αὐταί, καὶ ὡς ἀντιστρόφως ὅμοια, ἐὰν αἱ φοραὶ 
αὗται εἶναι ἀντίθετοι. 

᾿Εὰν Ι εἶναι τὸ ἐσωτερικὸν κέντρον ὁμοιοθεσίας καὶ Ε τὸ ἐξω- 
τερικόν, ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον [Ε εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων 
τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ τἀ Ο καὶ Ο΄ ἔχουν λόγον ἴσον 
πρὸς τὸν λόγον ὁμοιότητος (8 61). 


Θεώρημα 3382-- νὴ 


1160 ν. Τὸ διπλοῦν σημεῖον δύο περιφερειῶν, ϑεωρουμένων ὡς εὐ- 


Σ.. θ04. 


ϑέως ὁμοίων σχημάτων καὶ διὰ δοϑείσας ἀρχὰς Α καὶ Α᾽᾿, εὑρίσκεται 
ἐπὶ τῆς περιφερείας [ΒΕ τῶν ἀναλόγων ἀποστάσεων. 


6). Σημ. μετ. Τῶν αὐτῶν ἐπικέντρων γωνιῶν. 
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Ἔστωσαν (0) καὶ (Ο’) αἱ περιφέρειαι, θεωρούμεναι ὡς δια- 
γραφόμεναι κατὰ τὴν αὐτὴν φορὰν ΑΒ ἢ Α΄ Β΄. Τὸ διπλοῦν ση- 
μεῖον τοῦ συστήματος αὐτῶν πρέπει νὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περι- 
φερείας ΙΖ, ἀφοῦ αἱ ἀποστάσεις του ἀπὸ τῶν διαφόρων ὁμολό- 
γῶν σημείων τῶν εὐθέως ὁμοίων αὐτῶν σχημάτων θὰ πρέπει νὰ 
ἔχουν λόγον ἴσον πρὸς τὸν λόγον ὁμοιότητος. 


11δ0 ξ. Παρατηρήσεις. 1) ᾿Ἐὰν διαιρέσωμεν τὰ τμήματα ΑΑ΄, ΒΒ΄... 
κατὰ ὡρισμένον λόγον ἕ ν ὁ τόπος τῶν σημείων διαιρέσεως Μ,Ν... 
εἶναι περιφέρεια κύκλου ἔχουσα τὸ κέντρον της ἐπὶ τῆς διαπέντρου τῶν 
δύο περιφερειῶν. ᾽Εὰν ὁ λόγος Ἑ, εἶναι ἴσος πρὸς τὸν λόγον ὁμοιότη- 


τος τῶν περιφερειῶν, ὁ τόπος εἶναι περιφέρεια μὲ κέντρον τὸ ἐσωτερι" 
κὸν κέντρον ὁμοιότητος τῶν δύο περιφερειῶν. 


Ἢ πρότασις αὔτη εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τῆς ἐν 5 1146 δ. Διὰ τὴν 
ἀπ᾽ εὐθείας ἀπόδειξίν της, γράφομεν περιφέρειαν ὁμόκεντρον τῆς 
(0) καὶ ἴσην πρὸς τὴν (Ο΄) καὶ ἐκ τοῦ Α’ φέρομεν τμῆμα ΑὟ, 
παράλληλον καὶ ἴσον “πρὸς τὴν διάκεντρον ΟΌ, Ἡ ἐκ τοῦ ον 
μείου Μ παράλληλος πρὸς τὴν διεύθυνσιν ταύτην πεθγεν τὴν Α 

ἙΞ ὅ .-- ΒΒ ἘΞ ἘΓΕΙ ..5 
εἰς σημεῖον Δ τοιοῦτον, ὥστε τὰ τ καὶ ΑΤ' -δ -μῇν 


ἢ μδ:- ΘΕ τὰ 
σταθερόν, τὸ μῆκος ΟΔ εἶναι προφανῶς τελείως ὡρισμένον. Ἡ 
αὐτὴ κατασκευὴ ἐπαναλαμβανομένη καὶ διὰ τὸ τὶ ΤΣ ΒΒ΄ (59), 
ὁδηγεῖ εἰς, ἀνάλογον πρὸς τὸ ΓΟΑ, τ ἡνία (Ὁ Β (μὴ φαι- 
γόμενον εἰς τὸ σχῆμα) ἴσον πρὸς τὸ Ε Α καὶ διὰ τὸ ὁποῖ- 
ον ἡ ἄν τστοιχος πρὸς τὴν ΟΔ εὐθεῖα ΟΔ, εἶναι ἴση πρὸς 
τὴν Δ. 


Ξξξξ σταθ. μῆκος. ᾿Επειδὴ τὸ τρίγωνον ΓΟΑ εἶναι 


Εἶναι ἐπομένως πάντοτε ΟΔ -- ΟΔ,--... Καὶ -- σταθερὸν μῆκος 
καὶ ὁ τόπος τῶν σημείων Δ, Δ,... περιφέρεια (Ο΄ ὀμόκεντρος 
τῆς (Ο)" ὁ δὲ ζητούμενος τόπος τῶν σημείων Μ,Ν... ἡ προκύ- 


πιοῦσα ἐκ παραλλήλου πρὸς ΔΜ (55) μεταφορᾶς τῆς (Ο΄) πε- 
ριφέρεια. 

2) ᾽Εὰν διαιρέσωμεν τὰ τμήματα ΑΑ΄, ΒΒ’... ἐξωτερικῶς κατὰ 
ὡρισμένον λόγον, ὁ τόπος τῶν σημείων διαιρέσεως εἶναι πάλιν 
περιφέρεια μὲ κέντρον ἐπὶ τῆς διακέντρου τῶν δοθεισῶν πε- 
βιφερειῶν. 

3) Αἱ περιπτώσεις 1) καὶ 2) εἶναι, ὡς εἴπομεν, εἰδικαὶ τῆς προ- 
τάσεως τῆς 8 1146 ὃ. 


Σημείωσις. Ἢ περιφέρεια Εἰ τῶν ἀναλόγων ἀποστάσεων ἐκλήθη 
ὑπὸ τοῦ 1. Νευδεῖρ καὶ κύκλος ὁμοιότητος ἢ διχοιτιόμος περιφέρεια. 
(Βλ. Μαιμεοὶϑ, 1908, σ. σ. 152 καὶ 154), 


Θεώρημα 3382-- νὴ] 
1160. Δύο περιφέρειαι τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, ϑεωρούμεναι ὡς δύο 
σχήματα ἀντιστρόφως ὅμοια, ὀρίζουν : 1) Δύο διπλᾶς εὐθείας καϑέτους 


θ8. ΣΉμ. μδτ. Καὶ τὴν ὁποίαν ἄς κάμῃ ὁ ἀναγνώστης ' 
θώ, Σημ. μετ. Πρὸς τὸ σταθερὸν διάνυμα ΔΜ. 
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ἐπ᾽ ἀλλήλας. ἃ) Ἔν διπλοῦν σημεῖον, κείμενον ἐπὶ τῆς περιφερείας ΕἸ 
τῶν ἀναλόγων ἀποστάσεων. 


1) Βλ. 8. 1150 γ, δ κλπ. 


2) Τὸ σημεῖον τομῆς Ρ τῶν διπλῶν εὐθειῶν εἶναι τὸ διπλοῦν 
σημεῖον τοῦ συστήματος καὶ τὸ μόνον κοινὸν τῶν δύο ἀντιστρό- 
φως ὁμοίων σχημάτων. Εὑρίσκεται δὲ ἐπὶ τῆς περιφερείας ΕἸ τῶν 
ἀναλόγων ἀποστάσεων, ἐπειδὴ ἡ ΜΝ διέρχεται διὰ τοῦ σημείου 
Ι καὶ ἡ ΜΝ’ διὰ τοῦ Ε. 

"ἃς φέρωμεν, πράγματι, τὴν εὐθεῖαν ΒΊΒ΄“,, τὴν διχοτόμον ΟΔ 
τῆς, γωνίας ΒΟΒ΄᾽, καθὼς καὶ τὴν ΔΙΔ΄, Τὰ οημεῖα Δ, Δ΄ διαιροῦν 


τὰ τόξα ΑΒ καὶ Α΄ Β΄ κατὰἀ τὸν αὐτὸν λόγον καὶ εἶναι ἑπομένως 
ὁμόλογα σημεῖα τῶν δύο ἀντιστρόφως ὁμοίων σχημάτων. ᾿Επειδὴ 
δὲ τὰ τμήματα ΙΔ καὶ ἰΔ' ἔχουν λόγον ἴσον πρὸς τὸν λόγον 
ὁμοιότητος, τὸ σημεῖον ἰ θὰ ἀνήκῃ εἰς τὴν εὐθεῖαν ΜΝ (8 1150 β), 
καθὼς καὶ τὸ σημεῖον Ε εἰς τὴν Μ'Ν΄. Τὸ σημεῖον τομῆς Ρ, ἐπο- 
μένως, τῶν καθέτων τούτων εὐθειῶν εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφε- 
ρείας μὲ διάμετρον ΕἸ. 


1160 π-. Σημείωσις. θλ. εἰς Μαϊμιεδὶδ (1902, σ. σ. 85 - 89) ἕν ἐν- 
διαφέρον ἄρθρον τοῦ Ι. Νευδετς ἐπὶ τῆς ὁμοιότητος τῶν περιφερειῶν. 


’"ΑΔοιϑμητικαὶ σχέσεις εἰς τὸ Τρίγωνον 


1161. Δυνάμεθα νὰ εὕρωμεν μγὰ πλῆθος ἀριθμητικῶν σχέσεων 
μεταξὺ τῶν πλευρῶν ἑνὸς τριγώνου καὶ τῶν κυρίῶν γραμμικῶν 
οτοιχείων αὐτοῦ, ὡς εἶναι τὰ ὕψῃ, αἱ διάμεσοι, αἱ διχοτόμοι αὐ- 
τοῦ ἢ τὰ τμήματα τὰ συνδέοντα διάφορα ὡρισμένα σημεῖα ἐπ᾽ 
αὐτῶν. 

Χρησιμοποιοῦμεν πρὸς τοῦτο τὰ ὅμοια τρίγωνα καθὼς καὶ ἄλ.- 
λας σχέσεις ἐκ τῶν ἤδη ἀποδειχθεισῶν. Συχνότατα ἐπίσης ἀνα. 
φερόμεθα καὶ εἰς τὸ Πυϑαγόρειον Θεώρημα. 
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Θεώρημα 3398 


.1161 α. Δύο τυχόντα ὕψη ἑνὸς τριγώνου εἶναι ἀντιστρόφως ἀνάλογα 
τῶν ἀντιστοίχων βάσεων. 


᾿Εἀν α,β εἶναι τὰ μήκη δύο πλευρῶν τοῦ τριγώνου καὶ α΄, β΄ 
τὰ ἐπ᾽ αὐτὰς ὅψη, τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα μὲ 
πλευρὰς α, β΄ καὶ β, α’ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα 
μίαν γωνίαν ὀξεῖαν ἴσην᾽ ἄρα 
α΄ β 
β΄ ἃ 
Μετὰ τὴν μελέτην τοῦ Ι͂νκ Βιβλίου, δυγάμεθα 
νὰ δώσωμεν καὶ τὴν ἀκόλουθον ἀπόδειξιν : Τὸ 
διπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου ἰσοῦται 
πρὸς αα΄ ἢ ββ', 


2 Ε -Ξ-Ξ αα΄ -εββ΄: ὅθεν τ--ῇ. 


Θεώρημα 884 


1162. Δύο τυχοῦσαι πλευραὶ ἑνὸς τριγώνου ἔχουν λόγον ἴσον πρὸς 
τὸν λόγον τῶν. προβολῶν τῆς μιᾶς ἐπὶ τὴν 
ἄλλην. 

“Ἕστωσαν α΄ καὶ β΄ αἱ προβολαὶ τῆς α 
ἐπὶ τὴν β καὶ τῆς β ἐπὶ τὴν α ἀντιστοί- 

ἊΣ Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΓΔΑ καὶ 
ΒΕ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν ὀξεῖαν 
γωνίαν ἴσην. Ἑπομένως 


δος αὶ 
β΄ β' 
Θεώρημα 8384--1 Στ. Θ01. 


1168. Τὰ γινόμενα ΑΙ.ΑΕ καὶ ΑΔ.ΑΖ, τὰ δριζόμενα κατὰ τὸ σχῆμα 
691, εἶναι ἴσα. 


᾿Επειδὴ τὸ τετράπλευρον ΓΔΖΕ εἶναι ἀγράψιμον καὶ ἑπομένως 
ΑΓΑΑΕ ΞΞ ΑΔ.ΑΖ. Βλ. ἐπίσης Μέϑοδο,, 5. 292, ζ. 


Θεώρημα 384--1Π 


11δ4. "Ἐπὶ ἑκάστου τῶν ὑψῶν τριγώνου, τὸ ὀρϑόκεντρον αὐτοῦ δρί- 
δε δύο τμήματα τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον εἶναι τὸ αὐτὸ καὶ διὰ τὰ 
τρία 


(Μέϑοδοι, 8. 292, ἡ). 


Σημείωσις. Κύκλος τῶν ὑψῶν ὀνομάζεται ὁ κύκλος μὲ κέντρον τὸ 
ὀρθόκεντρον τριγώνου καὶ ἀκτῖνα τ μέσην ἀνάλογον τῶν δύο 
προηγουμένων τμημάτων. ἐπὶ ἑκάστου ὕψους. ᾿ 

Ἡ περιφέρεια αὕτη ἔχει διαφόρους ἰδιότητας, ἀναφερομάγας 
εἰς Ν. 4πηαΐϊε9 ἀ6 Μαϊπένναίίσυοε ὑπὸ τῶν Βιείπετ, Θεγγεῖ, Μεηϊτίοη 
(1849, σ. 453: 1850 σ. 5’ 1864, σ. 535). ᾿Ιδιαιτέρως, εἶναι ὁ τόπος 
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τῶν κέντρων τῶν ἰσοσκελῶν ὑπερβολῶν, τῶν ἐφαπτομένων τῶν 
πλευρῶν τοῦ τριγώνου (Θεώρημα τοῦ Μεπιίοπ, Νὴ. Α. 1δ65, ο. 30). 


Θεώρημα .3384--111 


1166. Ἔκ δοϑέντος ση- 
μείον Μ φέρομεν καϑέτους 
ΜΒ, ΜΓ ἐπὶ τὰς πλενρὰς δο- 
θείσης γωνίας Α καὶ προεκτεί- 
νομεν αὐτὰς ἕως ὅτου ἑκάστη 
συναντήσῃ καὶ τὴν ἄλλην 
πλευρὰν τῆς γωνίας εἰς Δ καὶ 
Ἑ ἀντιστοίχως. Δείξατε τὰς 
σχέσεις 


ΑΒ.ΑΕΞΑγ .ΑΔ 
καὶ ΜΒ.ΜΔΈΜΓ.ΜΕ. 
Ἔκ τοῦ ἐγγροψιμοῦ τε- 
τραπλεύρου ΒΓΔΕ. πίσης: 


ΔΑ.ΔΓΞ- ΔΜ.ΔΒ, ΕἘΑ.ΕΒΞΞΕΜ ΕΓ. 


Σ.. 998. 


Θεώρημα 384--1» 


1166 α- '"Εκάστη τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων παντὸς τριγώνου διαι- 
ρεῖται ὑπὸ τοῦ κοινοῦ αὐτῶν σημείου εἰς δύο τμήματα, 1) Τὰ τμή- 
ματα ταῦτα εἶναι πρὸς ἄλληλα ὡς τὸ ἄϑροισμα τῶν περιεχουσῶν τὴν 
διχοτόμον πλευρῶν πρὸς τὴν τρίτην πλευράν. 2) Τὸ μεγαλύτερον τμῆμα 
ἔχει λόγον πρὸς τὴν ὅλην διχοτόμον, ὃν τὸ ἄϑροισμα τῶν περιεχουσῶν 

" αὐτὴν πλευρῶν πρὸς τὴν περίμετρον τοῦ 
τριγώνου. 8) Εἰς τὰ τρίγωνα σταθερᾶς πε- 
οιμέτρου καὶ τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα δύο 
πλευρῶν εἶναι ἐπίσης σταϑερὸν μῆκος, ἧ 
προβολὴ τῆς ὑπὸ τῶν πλευρῶν αὐτῶν πε- 
οιεχομένης διχοτόμον ἐπὶ τὴν μίαν ἐξ αὐὖ- 
τῶν εἶναι τμῆμα σταϑεροῦ πάλιν μήκους. 


"Ἔστω | τὸ κέντρον τοῦ ἐγγεγραμ- 
μένου κύκλου. 
1) ᾽Εκ τῶν διχοτόμων ΒΙ, ΓΙ, ἔχομεν: 


ΑΙ ΑΒ. ΑΓ , 
Δ ἘΓ Ὁ () 


2) Ἔκ τῆς σχέσεως ταύτης συνάγομεν 


ΑΙ. ΑΒ. ΑΓ βιγ ; 
ὰ ΑΒΈΒΓΑΓ ΣΤ᾿ () 


3) Ἔστω ΙΚΚ ἡ ἀκτὶς εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς μετὰ τῆς ΑΒ καὶ 


ΣΘΝΝ ὅθεν 
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ΑἊΡ ἡ προβολὴ τῆς διχοτόμου ΑΔ ἐπὶ τὴν πλευρὰν αὐτήν. Θὰ 
ἔχωμεν: 
ΑΡ ΑΔ 2τ 


ἊΚ ΑἹ βγ 


τ 
ΑΡ-Ξακ.----, 
ΒΈΥ 
καὶ ἐπειδὴ ΑΚ -ετ--α, 
2τ.(τ -- α) 
ΑΡ- ᾿ 
βτγ 


δηλ. ποσότης σταθερά, ἀφοῦ τὰ 2τ καὶ β΄-ἘΥ ὑπετέθησαν στα- 
θερὰ μήκη. 
Θεώρημα 335 


1166. "Ἐὰν ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν ὀρϑογωνίον τριγώνου φέρωμεν κά- 
ϑεῖτον ῬΜΝ, τέμνουσαν τὰς καϑέτους πλευρὰς εἰς 
Μ καὶ Ν καὶ τὴν ὑποτείνουσαν εἰς Ρ, τὸ γινόμενον ΠῚ 
ῬΜΟΡΝ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν δύο Ν 
τμημάτων τῆς ὑποτεινούσης, εἰς ἃ διαιρεῖται αὕτη 
ὑπὸ τοῦ Ῥ, 

Τὰ ὀρθογώνια τΡΎΟνα ΡΜΒ καὶ ΡΓΝ 
εἶναι ὅμοια, ἀφοῦ αἱ γωνίαι Μ καὶ Γ αὐτῶν 
εἶναι ἴσαι. Ἄρα [ῃ Ῥ σα Β 


Π Σ). οὐ. 
δ τ ἢ ΡΜΟΡΝ-ΕΡΒ.ΡΓ. 


1166 α. Παρατηρήσεις. 1) ᾿Εἀν Β,Γ καὶ Ρ εἶναι σταθέρὰ σημεῖα 
καὶ ΜΙ, Ν μεταβλητά, ὥστε ΡΜ.ΡΝΞΕΡΒ.ΡΓΞΞ:κ5β, ὁ τόπος τῶν 
τομῶν Α τῶν εὐθειῶν ΒΜ, ΓΝ εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ ΣΑΣ ΑΝ ΒΓ. 

2) ᾿Εκ τῶν ἐγγραψίμων τετραπλεύρων ΑΒΡΝ καὶ ΜΑΡΓ, πορι- 
ζόμεθα ἀκόμη τὰς σχέσεις 


ΜΑ.ΜΒΈΜΝ. ΜΡ καὶ ΝΑ. ΝΓ -Ν Μ. ΝΡ. 
Θεώρημα 385δ.-.-ἰ 


1167. "Ἐὰν διὰ τῆς κορυφῆς Β τριγώνου ΑΒΙ᾿ φέρωμεν εὐθεῖαν ΒΔ 
μέχρι τῆς ἀπέναντι πλευρᾷς καὶ τέμνου- 
σαν αὐτήν, ἢ τὴν χτασίν της, εἰς τρό- 
πον, ὥστε γων. ΓΒΔ -- ΓΑΒ, ᾿ πλευρὰ 
ΒΔ ϑὰ εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν τμημά- 
τῶν ΑΔ καὶ ΓΔ. 

Ἔκ τῶν ἰσογωνίων καὶ ὁμοίων τρι- 
γώνων ΑΒΔ, ΒΓΔ, ἕπεται: 


45. ὅδ, ἢ ΒΔΡ--ΑΔ. ΓΔ. 


Θεώρημα 3386 
1168. ᾿Ἐὰν ἡ διαφορὰ τῶν παρὰ τὴν βάσιν γωνιῶν ἑνὸς τριγώνον 
Γιωμετρία 838 
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εἶναι μία ὀρϑὴ γωνία, τὸ ὕψος τοῦ τριγώνου εἶναι μέσον ἀνάλόγον τῶν 
τμημάτων εἰς ἃ διαιρεῖ τὴν βάσιν ὁ ποὺς αὐτοῦ. 


᾽ ΄“.-. ΄“- 

"Ἔστω ΑΒΓ --Γ -Ξ 909, 

Ἂς λάβωμεν ΗΔ -- ΗΒ. Θὰ ἔχωμεν 
γῶν. ΗΑΔ:ΞΗΑΒ ΞΞ-Γ, 


ΔΑΓ -- 909 


ΑΗ -ΞΗΔ. ΗΓ -Ξ ΗΒ ΗΓ. 
Θεώρημα 3957 


11δ9. Ἑὶϊς πᾶν τρίγωνον ΑΒΓ, αἱ παράλληλοι χ, Υ πρὸς τὰς ΑΒ 
καὶ ΑΓ, αἱ ἀγόμεναι ἐκ τυχόντος σημείου τῆς ΒΓ καὶ περατούμεναι εἰς 
τὰς πλευρὰς αὐτάς͵ πολλαπλασιαζόμεναι ἐπὶ ἀριϑμοὺς ἀναλόγους τῶν 
μηχῶν τῶν ΑΓ καὶ ΑΒ ἀντιστοίχως, ἔχουν ἄϑροισμα σταϑερόν. Δηλ. 
ἐὰν -τ- -- ἙΈ, ϑὰ εἶναι καὶ νχ -- μὴ Ξε σταθ. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8 271). 
Θεώρημα 387--- Ἰ 


1160, "Ἐκ τυχόντος σημείου τῆς βάσεως τριγώνου φέρομεν λλή- 
λους πρὸς τὰς ἄλλας πλευρὰς καὶ περατουμένας εἰς λῆς, Τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν λόγων τῶν οὕτω λαμβανομένων τμημάτων πρὸς τὴν πλευρὰν 
πρὸς ἣν ἕχαστον εἶναι παράλληλον, εἶναι ποσότης σταθερά. 


-ι. ΒΔ ν ΔΑ. υ ν ΒΔΈΈ Δ, 
ἘΞ πα’ α΄ ἈΒ ὅρα τς - πὰ “Π 


Ἡ σχέσις αὕτη εἶναι καὶ ἡ ἐξίσωσις τῆς εὐθείας ΑΒ πρὸς 
ἄξονας Γι, Γν κατὰ τὰς πλευρὰς ΓΑ καὶ ΓΒ. ᾿ 


Θεώρημα 997 .-- 


1100 α. "Ἐκ τυχόντος σημείον βάσεως τριγώνου φέρομεν τὰς κα- 
ϑέτους ἀποστάσεις αὐτοῦ ἀπὸ τῶν - ν πλευρῶν τοῦ τριγώνου. Δεί- 
ξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν λόγων ἑκάστης ἀποστάσεως -διὰ τῆς πλευρᾶς 
πρὸς ἣν δὲν εἶναι κάθετος εἶναι σταϑερὸς ἀριϑμός. ; 
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Θὰ ἔχωμεν 
Ξι Σ -- σταθ., () 


ἐπειδὴ αἱ κάθετοι χ, » εἶναι εὐϑέως ἀνάλογοι τῶν μηκῶν α καὶ ν 
τῆς προηγουμένης ἀσκήσεως. 

Ἢ σταθερὰ ἐξαρτᾶται ἐκ τῆς γωνίας Γ καὶ εἶναι εὔκολον νὰ 
τὴν ὑπολογίσωμεν, ἀφοῦ 


ἀξ, ς᾽. 
ΠΡΓ' ΜΓ 
καὶ ἡ σχέσις. 
. ν 
Ἐπ 
γίνεται 
.Σ, Σ. .-- 
ΒΡ τ - ἭΡΓ, 
ἢ καὶ ᾿ 
αχ - βγ τε αβημΓ -Ξ2Ε, (2) 


ὅπου Ε τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου. 
Καὶ ἀπ’ εὐθείας θὰ ἠδυνάμεθα νὰ ἐφθάνομεν εἰς τὴν σχέσιν 
(2) παρατηροῦντες ὅτι αχ καὶ βγ εἶναι τὰ διπλάσια τῶν ἐμβα- 
ὧν τῶν τριγώνων ΓΔΒ καὶ ΓΔΑ. Ἄρα 


αχ Ἔβν»-Ξ-2. ΑΒΓ --2ῈΕ. 
Θεώρημα 3387--111 
1161. Ἑὶϊς τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ μὲ βάσιν ΒΓ φέρομεν τὸ ὕψος 


αὐτοῦ ΓΔ. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν τριῶν πλδυ- 
ὧν τοῦ τριγώνου ἰσοῦται πρὸς 


ΔΒ'-Ἐ2ΔΑ"- 3 ΔΓ", ᾿ 
Ἐπειδή: 

ΓΒ’ -- ΔΓ’ - ΔΒ: 

ΑΓ’ - ΔΓ’ -- ΔΑ’ 

ΑΒ’ -- ΑΓ’ - Δ" -- ΔΑ" καὶ τ Β 
ἈΒΙ ΑΓΡΈΒΓΡ-- ΔΒΡ 2ΔΑ" 3ΔΓ". να 


Θεώρημα 3388 


1162. 1) "Ἢ διαφορὰ τῶν τετραγώνων δύο πλευρῶν τριγώνου ἰσοῦται 
πρὸς τὴν διαφορὰν τῶν τετραγώνων τῶν ἀντιστοίχων προβολῶν των 
ἐπὶ τὴν τρίτην πλευράν. ᾿ 

“Ἑστωσαν α, β αἱ πλευραί, α΄, β΄ αἱ προβολαί τῶν ἐπὶ τὴν τρί- 
τὴν πλευράν’ θὰ ἔχωμεν 

α' -- β' -- αἴ -- β΄᾿ 
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Θεώρημα 339 


1168. Ἢ διαφορὰ τῶν τετραγώνων δύο πλευρῶν τριγώνου ἰσοῦται 
πρὸς τὸ διπλάσιον γινόμενον τῆς τρίτης πλευρᾶς καὶ τῆς προβολῆς ἐπ᾽ 
αὐτὴν τῆς ὑπὸ τῶν ἄλλων πλευρῶν περιεχομένης διαμέσονυ. 


Πράγματι, εἰς τὸ τρίγωνον ΓΒΔ 


ἔχομεν 
: β α' τι δ' Ἔ μ᾽ Ἐ2μν, (1) 
εἰς δὲ τὸ ΓΔΑ 
8 τ Λ β᾽ Ξε δ μ᾽ --ὄΊζμν (2) 
«- Β, ἘΟΙΤΣ Ἂ . 
ΤΡ ΝΡΕ δὲ ραν ης τρτ δα ἐν ὰ Εξ ἀφαιρέσεως λαμβάνομεν: 
Σ-. τοὶ. α' -- β ΞεμνΞΞ 2 γν. 
α'΄-- β᾽ 
Παρατήρησις. Δυνάμεθα νὰ γράψωμεν: ν - τὰν τ᾿ Ἐὰν ἡ 


πλευρὰ γ καὶ ἡ διαφορὰ αἜ -- β᾽ εἶναι σταθεραὶ ποσότητες, τὸ τ 
κος ν εἶναι ἐπίσης σταθερόν. ᾿Επομένως, ὁ τόπος τῶν σημείων Γ, 
διὰ τὰ ὁποῖα ἡ διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεῶν τῶν 
ἀπὸ δύο σταθερὰ σημεῖα Α καὶ Β εἶναι σταθερὰ ποσότης, εἶναι 
εὐθεῖα ἩΓ κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΒ καὶ εἰς ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ μέσου 
αὐτῆς Δ 


᾽Ο τόπος οὗτος εἶναι ἤδη γνωστὸς ῷ 71)" ἀλλὰ χρήσιμον εἶναι 
νὰ ἀποδεικνύωμεν τὰς προτάσεις διὰ διαφόρων τρόπων. 


Θεώρημα 3395--] 
116Θ04. Δύο τρίγωνα δύνανται νὰ ἔχουν τρεῖς γωνίας ἴσας καὶ δύο 
πλευρὰς ἴσας, μίαν πρὸς μίαν, χωρὶς νὰ εἶναι ἴσα. 


Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, αἱ πλευραὶ χ, γ, 2 τοῦ πρώτου καὶ 
αἱ πρὸς αὐτὰς ὁμόλογοι, γ, Ζ; υ τοῦ δευτέρου θὰ εὑρίσκωνται 
κατὰ γεωμετρικὴν πρόοδον, ἢ 


Ὃ λόγος τῆς προόδου αὐτῆς πρέπει νὰ περιέχεται μεταξὺ 


γ5--τ γόξετ 
-  - καὶ 3. 


ἐξαιρουμένης τῆς μονάδος. 
Λυχ. ὡς: ὁμολόγους πλευρὰς δυνάμεθα νὰ λάβῳμεν 


Β 12 18 
ἢ 12 18 27 κλπ. 


Σημείωσις. Τὸ ξενίζον πὼς θεώρημα τοῦτο ὀφείλεται εἰς τὸν 
ἀββᾶν ΟεἸΐπ. (Νόοιιυ. οονγεϑροπάαποα τϑαϊμόνπαϊσυιιο, 1876. σ. 338). 
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Θεώρημα 840 


1166. "Ἐὰν δύο ὀρθογώνια «οίγωνα εἶναι ὅμοια, το γινόμενον τῶν 
ὑποτεινουσῶν αὐτῶν εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν γινομένων τῶν 
ὁμολόγων πλευρῶν. (Ποβῖος, Ν. Α.., 1869, σ. 433). 


"Εστωσαν α, β, γ καὶ α’, β΄, γ΄, αἱ πλευραὶ τοῦ ἑνὸς καὶ αἱ ὁμό - 
λογοι πρὸς αὐτὰς τοῦ ἄλλου. ᾽Εὰν μ εἶναι ὁ λόγος ὁμοιότητος, 


α'τεαμ, β'Ξ-εβμ; γ΄Ξξεγμ.’ 
Ἢ δϑεικτέα σχέσις 
αα΄ -- ββ΄ -Ἡ γγ΄, 
δύναται νὰ γραφῇ καὶ ὡς ἑξῆς: 


ααμ -Ξ ββμ -Γ γγμ, 
καὶ ἀληθεύει, ἀφοῦ ἀνάγεται εἰς τὴν γνωστὴν 


α' τε 8 Ἐγ". 
Θεώρῤημα 8ϑ40--1 


1166. "Ἐὰν ἐκ τοῦ μέσου μιᾶς τῶν καϑέτων πλευρῶν ὀρϑογωνίον 
τριγώνου ἀχϑῇ κάϑετος ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν, ἢ 


διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἐπὶ τῆς ὑποτεινού- Α. 
σης τμημάτων ἰσοῦται πρὸς τὸ τετράγωνον τῆς ὃ 
ἄλλης καϑέτον πλευρᾶς. δ 
Ἔστω ΑΔ -Ξ-, ΔΒ, ΕΓ -ΞΞμ, ΕΒ-Ξ-ν. Εἶναι 0 ᾿ γ 
μ᾽ Ξε ΔΓ: -- ΔΕ", “---Ὁ-ς-- 
νῬ -Ξτ ΔΒ’ .-- ΔΕ: Σι. τὸῦ. 
ἄρα 


μ᾽ --- ν᾽ ΞΞ ΔΓὀῥ -- Δ185-Ξ- ΔΓ -- ΔΑ" -Ξβ", 
Θεώρημα 3540--1Ὸ 


1168 α. Ἑϊς ὀοθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ", φέρομεν τὸ ὕψος ΑΔ ἐπὶ 
τὴν ὑποτείνουσαν καὶ ἐγγράφομεν περιφέρειαν εἰς ἕκαστον τῶν δύο σχη- 
ματισϑέντων τριγώνων ὡς καὶ εἰς τὸ ἀρχικόν. Δείξατε ὅτι ἡ ἀπόστασις 
τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν τούτων εἰς τὰ δύο πρῶτα τρίγωνα ἰσοῦ- 
ται πρὸς τὴν πλευρὰν τοῦ ἐγγεγραμμένου “τετραγώνου εἰς τὴν τρίτην 
περιφέρειαν. (Α. 5:ϊνα]. 


Τὰ εὐθύγραμμα τρήματα, τὰ συνδέοντα τὸ σημεῖον ἐπαφῆς 
τῆς ὑποτεινούσης καὶ τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς τὸ ΑΒΓ περιφε- 
ρείας, μετὰ τῶν τριῶν κάντρων εἶναι ἴσα, τὰ δὲ ἄκρα τμήματα 
εἶναι κάθετα μεταξό των. ΓΑρα... (Πευϑία ἀε Μαϊεδηιαίϊοαϑ, ϑαη- 
ἐΐαρο, 1904, ο. 245). 


Παρατήρησις. Τὸ σχῆμα τῆς προτάσεως αὐτῆς ὁδηγεῖ εἰς διά- 
φορα στοιχειώδη θεωρήματα. Β8λ. ἐπίσης 88 742, 1599. 


Θεώρημα 840--Π1] 


1167. Διὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ μέσον ἀναλόγον τμήματος δύο δοϑέν- 
τῶν μηκῶν α καὶ β, δυνάμεθα νὰ ἐργασθῶμεν ὡς ἑξῆς : 
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"πὶ δυϑείσης εὐϑείας λαμβάνομεν μῆκος ΑΒ -Ξβὶ Κα καί, ἑκατέρωϑεν 
αἰτοῦ, μήχτη ΑΒΓ-ΞΒΑΔ-Ξα. Μὲ κέντρα τὰ Γ καὶ Δ καὶ ἀκτῖνα α 
γράφομεν τόξα τεμνόμενα εἰς Ο. Τὸ μῆχος ΟΑ Ξ-Ξ-Ἡ ΟΒ εἶναι τὸ ζητούμενον 
μέσον ἀνάλογον τῶν α καὶ β. (Ν. Α. 1857, σ. 125). 


"Ας φέρωμεν τὴν κάθετον ΟΜ. Θὰ 
ἔχωμεν 
ΟΑ-- ΜΑ" -ἰ ΜΟ", 
μ"-- "' 
Α ΞΞ τ 


Μο»-- Δο"-- ΔΜλ-- α»"-- (α Ξ ἘΞ 


Ξαβ-- -τ' 


Ἑπομένως: 
ΜΑΡ-Ἐ ΜΟῖ-- ΟΑὔ-Ξ- αβ. 
1167 α. Σημείωσις. Ἢ κατσοκευὴ αὕτη, ἀρκετὰ ἁπλουστέρα τῆς 


κλασικῆς, ὀφείλεται εἰς τὸν Τοπιᾶθ δίνοας (.. Μ. Ε. καὶ 5}., 1885, 
σ. 159) καὶ ἐδημοσιεύθη ὑπὸ τοῦ ΜΜῺ1116 τὸ 1865. 


Θεώρημα 9241 


1168. "Ἐὰν ἐκ τῆς κορυφῆς τῆς ὀρϑῆς γωνίας τριγώνου ὀρϑογωνίον 
φέρωμεν τὸ ὕψος αὐτοῦ, ὁ λόγος τῶν κύβων τῶν καϑέτων πλευρῶν εἷ- 
γαι ἴσος πρὸς τὸν λόγον τῶν προβολῶν ἐπὶ τὰς πλευρὰς ταύτας τῶν 
δύο τμημάτων εἰς ἃ διαιρεῖται ἡ ὑποτείνουσα ὑπὸ τοῦ ποδὸς τοῦ ὕψους. 

"Ἔστωσαν ΑΓ --β, ΑΒ -- ὐλ,, ΔΓΞεμ, ΔΒτεν, ΓΕ--ρ, ΒΖ Ξ-η. 

Ἔχομεν: 


Β'. Ἢν βὸ μ' 
ἢ τι ξ 


γ2 ν νἿ 
καὶ ἐκ τῶν ὁμοίων ὀρθογωνίων τριγώνων ΑΓΔ, ΔΕΓ: 
μι. ρ΄ μ-- 
Β΄ τὶ Ῥβ 
"Αναλόγως, 
ν 4 - 
τ 5Ξ τοῖν ν᾽ τξ γᾳ. 
“Ἄρα 
β βρ β » 


γ τς ἦγ» «΄ 
Θεώρημα 341-- 1 


1169, "Ἕστω μ ἡ προβολὴ τῆς β ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν, μι ἧ προ 
λὴ τῆς μ ἐπὶ τὴν β, μ; ἡ τῆς μ, ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν κλπ. Θὸ 
χωμεν 
Β΄ κα β' μ,.,. β΄ μ. 8 μκ-ὸὶ 
γ ν᾿ γον, γ'᾽ ν, Ὑπ νκ-- 
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Θεώρημα 942 
1170. Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν διαμέσων τριγώνου ἰσοῦται 
πρὸς τὰ Ξ τοῦ ἀθροίσματος τῶν τετραγώνων τῶν πλευρῶν αὐτοῦ. 


"Ἕστωσαν ὅ, ε, ζ αἱ πρὸς τὰς πλευρὰς α, β, γ, ἀντιστοίχως, 
διμεσοι, Ἔκ τοῦ θεωρήματος τῆς διαμέοου, λαμβάνομεν τὰς 
σχέσεις: 


28). Ξ᾽ -: ρ'.}γ 
2. -8. -)».. 


25 Ἐ } ταν Ἐρν, 
ΓΑρα, διὰ προοθέοεως: 
δ εἰ Ἐζ τ “5. (α»-Ερ’-Ὲγ». 


Θεώρημα 842 -: 


1171. Τὸ. ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν διαμέσων τῶν ὀρϑογωνίων 
τριγώνων μὲ σταϑερὰν ὑποτείνουσαν α, εἶναι ἐπίσης σταϑερὰ ποσότης. 


᾿Επειδή: ᾿ 

δ᾽ ἘελΕ ζλ το Σ (αν Ἐρ'-Ὲ γ)--Σ (α’ Ἐα")- 
3 
ΕΣ 


αΓ -Ξ σιαθ. ποσότης. 


Θεώρημα 842--11 
1171 α. Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετάρτων δυνάμεων τῶν διαμέσων τριγώ- 
νον εἶναι ἴσον πρὸς τὰ τῷ τοῦ ὁμοίου ἀϑροίσματος διὰ τὰς πλευρὰς 
αὐτοῦ. (Ε. ὕεβατο, Μαιμοδὶϑ, 1882, σ. 115). 
Ἔκ τῶν προηγουμένων σχέσεων, 
485 --- 2β5 -τ- 2γ9 --- α", 
4ε' τ- 2γ"-Ἐ 2α"-- 8', () 
4ζ5 ἘΞ 2α3 τ 28’ ἜΨΟΙ γ᾽ 
δι᾽ ὑψώσεος εἰς τὸ τετράγωνον καὶ κατὰ μέλη προσθέσεως, λαμ- 


βάνομεν: 
16 (δ -ἰ εἰ -Ἐ ζ0) ΞΞ 9(α.-Ἐ β -Ἰ γὴ (2) 
1171 β' Παρατήρησις. Εὔρομεν προηγουμένως ὅτι: 
4 (δ᾽ -᾿ ε' - ζ5) ΞΞ 3(α) Ἔ β' Ἔ γ") (3) 


"Αφαιροῦντες κατὰ μέλη τὰς σχέσεις (2) καὶ (3), ἀφοῦ ὑψώσω- 


520 


μεν ἀμφότερα τὰ μέλη τῆς τελευταίας εἰς τὸ τετράγωνον, εὑρί- 


σκομεν 
16 (δ'4) Ἔ εἰχζϑ Ὁ ζ)δ᾽) ΞΞ 9 (αὐβ' -Ἐ β'γ' -Ἐ γα"). 
Δηλ., τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν γινομένων ἀνὰ δύο τῶν 
διαμέσων ἑνὸς τριγώνου εἶναι ἴσον πρὸς τὰ ἘΠῚ τοῦ ἀναλόγου 
ἀθροίσματος διὰ τὰς πλευρὰς αὐτοῦ. 


Σημείωσις. Τὰ ἐθρήματα αὐτὰ ἐδόθησαν κατὰ πρῶτον ὑπὸ τοῦ 
]δσπιςεθ Βοοίδ. (ομνπα Μαϊιπμόνιαϊιμι68 ὀϊδνιθη αἰγδ8 τοῦ Βοωνφεί, 
879, σ. 272, τ 28). 
Θεώρημα 842-- 111 


1172. Ἐΐϊς πᾶν τρίγωνον, τὸ ἐενφάγονον τῆς ἀποστάσεως τοῦ κέντρου 
τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας τοῦ σημείου τομῆς τῶν διαμέσων 
ἰσοῦται ἼΝ: τὸ τετράγωνον τῆς ἀκεῖνος τῆς περιφερείας ταύτης, μεῖον 
τὸ ἔνατον τοῦ ἀϑροίσματος τῶν τετραγώνων τῶν πλευρῶν. 

"Ἂς προβάλωμεν τὰς κορυφὰς ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΟΜ (Σχ. 708)" 
γνωρίζομεν ὅτι ἧς 462, Παρατήρησις) : 


ΜΗ --ΜΙ -Ἐ ΜΚ. (1) 

Εἰς τὸ τρίγωνον ΑΟΜ, ἔχομεν Κκ' ΞΞ ΜΑῬ - ΜΟ-2ΜΟ .ΜΙ 
» ΒΟΜ » ἈΞ ΜΒ ΜΟΡ" -δμο. ΜΗ 
» ΓΟΜ » ΚΗ'- ΜΓΡΈ ΜΟΙ -2ΜΟ.Μκ. 


Προσθέτοντες κατὰ μέλη καὶ ἔχον- 
τες ὑπ’ ὄψιν τὴν (1), εὑρίσκομεν 
33: ΜΑΞ- ΜΒ’ -Ὁἰ ΜΓ93-Ἐ3ΜΟ0". 
᾿Αλλ’ εἶναι 
ΤᾺ 


ΜΑΞε Ξ 


ΑΔ, ΜΑ"-- 5 ΑΔ' ΤΌΣ 


"Ἄρα 
ΜΑ'Ἐ ΜΒ’ ΜΓ’ τ ξ (α"Ἐβ5γ»); 


ἀφοῦ, ὡς εἴδομεν, ΑΔ'-{- ΒΕ’.- ΓΖ' -- 3 (α"-Ἐ6»}γ} Ἑπομένως 
3ΜΟ" Ξ- 38 -- ῷ (α" ἘΠ’ -Ἐ γ᾽, 


ἱ ΜΟ"-- Ἀ"-- ξ (α! Ἐβ'-Ἐ γ}) 


1178 α. Παρατηρήσεις. 1), Ἢ ἀπόστασις τοῦ κέντρου Ο τῆς περι - 
γεγραμμένης περιφερείας ἀπὸ τὸ κέντρον βάρους τοῦ τριγώνου 
εἶναι τὸ τρίτον τῆς ἀποστάσεως του ΟΗ ἀπὸ τοῦ ὀρθοκέντρου 


(5 1119). “ῶστε 
ΟΗΘ -- 985 -- (α" - 85 - γ᾽. (2) 


2) “Ἔχοντες ὁπ᾿ ν τὴν πρότασιν τῆς 8 130, 2), ὁδηγούμεθα 
εὐκόλως εἰς τὴν ἡὐβας δ Τὸ ἄδροισμα δ τετραγώνων τῶν πλευρῶν 
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τῶν τριγώνων, ἅτινα εἶναι ραμμένα εἰς τὴν αὐτὴν. περιφέρειαν καὶ ἔχουν 
τὸ αὐτὸ ἀρϑόκενερον, ἢ τὸ αὐτὸ κέντρον βάρους εἶναι ποσότης σταθερά. 


᾿Επειδή: α' -Ἐ β'-Ἐ γ᾽ ΞΞ 9Ἐ -- ΟΗ», (3) 


1173 β' Σημείωσις. Ἢ σχέσις (2) δύναται νὰ εὐρεθῇ καὶ ἀπ᾽ εὐ- 
θεΐας (υ. Μ. Ε. τοῦ Ιοηρτμαπιρβ, 1896, σ. 169, Βαγδανὶπ, καθὼς καὶ 
τὸ ΕΡΥΟΥ Ἀεϊαϊϊοη δηΐρε ἰε5 Εἰόηιοπίϑ ἀμ ἰγίαπρίε (2: ἐἀλεϊοη), 
σ. σ. 72 καὶ 82, τύποι 70 καὶ 84). 

Εἰς τὸ ἴδιον περιοδικὸν (1892, σ. 248) εὑρίσκεται καὶ μία με- 
λέτη τοῦ Α. Βονεπ: Ὀιϑέαποοϑ ἀ68 ροῖπίϑ γουπαυημαδίο8 ἀἰμη ἐνϊαηρὶο 
(1892, σ. 248). 


Θεώρημα τοῦ «“ἰετυατί 848 


1178, "Ἕστω τρίγωνον ΑΒΓ, ἀ τυχὸν σημεῖον ρν μντῦ τῆς βά- 
σεώς του ΒΓ καὶ μ, ν τὰ μήχη τῶν τμημάτων ΒΔ, ΔΙ᾽. Δείξατε τὴν 
σχέσιν 

αΑ Δϑ -Ξ μβ᾽ -Ἡ νγ" -- μνα, 
ὅπον α, β, Υ αἱ πλευραὶ ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ ἀντιστοίχως (""). 


Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι ἐπέκτασις τοῦ γνωστοῦ διὰ τὰς διαμέ- 
σους καὶ κατ’ ἀνάλογον τρόπον ἀποδει- 
κνύεται. Α 

“Ἔστω ὃ τὸ μῆκος τῆς ΑΔ καὶ ΑΕ τὸ 
ὕψος τοῦ τριγώνου ἐπὶ τὴν βάσιν ΒΓ. 


χομεν 
γ᾽ ΞΞ δ᾽ ἘμΡ -Ἐ2μ ΔΕ 
β᾽ ΞΞ δ' -Ὃ ν' --2ν,.ΔΕ. 
Πολλαπλασιάζομεν ἀμφότερα τὰ μέλη 
ἑκάστης τῶν ἰσοτήτων τούτων. ἐπὶ ν καὶ μ, 


ἀντιστοίχως, καὶ προσθέτομεν. Εὐρίσκομεν Β6- τ ᾿ 
βὴμ -Ἐ γ᾽ν τε δ᾽ (μ-Ἐ ν) Ἐμν(μ-Ἐ ν)-ξ -----ὶὶ- 
Ξξ δ'α - αμν. Ἰἀπάξει ἀτάαποσε , 
ἙἘπομένως, Σχ. 709. 


αδ' --Ξ- μβ' - νγ᾽ -- μνα. 


1178 α. Σημείωσις. Ἢ σχέσις αὕτη ἀποδίδεται, κατὰ κανόνα, εἰς 
τὸν ϑίεπατί (Αρεγρρμ πἰϑίονίφιιρ, σ. 175 καὶ Ηϊδίοῖγε ἀδ8 δείρποσϑ 
Μαιβόνιαίίᾳ μεθ, ὑπὸ Μαχίπιἰεη Ματίς). Ὁ ζατποῖ, εἰς τὴν 7εωμ4- 
τρίὰν ϑέσεως αὐτοῦ, δίδει τὸ ἴδιον θεώρημα. Φαίνεται ὅμως ὅτι 
ἀνήκει, πράγματι, εἰς τὸν Βοδετὲ ϑίπιβοη. ({πέ|. ἀἅ. Μαίβοηι., 1908, 
σ. σ. 100 καὶ. 168). 

Τὸ ϑεώρημα τοῦ δίεωαντί προσφέρεται διὰ μέγα πλῆθος ἐφαρμο- 
γῶν. Βλέπε : Αρρίϊοαίϊοτδ γενιατηιιαδίοα ἀω. ἐμόργόνιε ἀρ ϑίοιυανὲ οἱ 
ἐλόονίε ἀντι δανψοοηίνε, 1891, ὑπὸ Ο. Ταῖγν. 


θῦ, Σημ. μετ. Διὰ τὴν γενίκευσιν τοῦ τύπου αὐτοῦ, διὰ τυχοῦσαν 
θέσιν τοῦ σημείου Δ ἐπὶ τῆς ΒΓ, θά πρόποι ἔκαστος τῶν ἀριθμῶν μιν νὰ 
λαμόάνεται ὡς θετικός. ἐφ᾽ ὅσον ἡ φορὰ ΒΔ ἢ ΔΙ τοῦ ἀντιστοίχου τμή- 
ματος εἶναι ἡ ἰδία μὲ τὴν φορὰν ΒΓ τῆς δάσεως. Ἄλλος θὰ λέ βάνε- 
ται ἀρνητιχός. 


Παράδειγμα: Διὰ τὴν διάμεσον, εἶναι μ-εν-Ξ Ξ᾿ δθεν, διὰ δι- 
αιρέσεως κστὰ τὰ μέλη διὰ μ: 
2δ5-- β'.-Ἐ γ'-- 2μ'ε-β» Ἐ γ"--θ. 


Διὰ τὴν ἐσωτερικὴν διχοτόμον : Ἐ- Υ͵ 


Τὸ θεώρημα τῆς παραγράφου 1174 δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς 
οχόλιον τοῦ ἀνωτέρω τοῦ δίειυαγέ. 

Βλέπε ἐπίσης μίαν ὡραίαν στοιχειώδη σπουδὴν ἐπὶ τῶν ἐφαρ- 
μογῶν τοῦ θεωρήματος αὐτοῦ εἰς Βημϊ!ειϊη ἃ. τνηπαίμ. ὀϊόνη., 
τῶν Νίενεηρίονθκὶ καὶ ΟΘετατὰ (1895 . 96, σ. σ. 113 κἀὶ 118 καὶ 


1903 - 4, σ. 50). 
Θεώρημα 845--1 


1179 β. "Ἐὰν Ἑ καὶ Ζ εἶναι τὰ ἴα τομῆς τῶν ἀπέναντι πλενρῶν 
ΑΒ, ΓΔ καὶ ΑΔ, ΒΓ τοῦ ἐγγεγραμμένον τετραπλεύρου ΑΒΓΔ εἰς περι- 
φέρειαν ἀκτῖνος Ἐ καὶ κέντρου Ο, ϑὰ εἶναι : 


ΕΖ" -- ΟΕ" -- ΟΖ" -- 2". () 


Ἢ ἀπόδειξις διὰ τοῦ θεωρήματος τοῦ διειυαγὶ (Τ τν). 
Ἔκ τῆς σχέσεως (1) ἕπεται καὶ ἡ ἀκόλουθος : 


ΟΕ. ΟΖ. συν ΕΟΖ -- Ὁ, (2) 


καὶ ἀντιστρόφως (ΕΒτηπιετίς). 
(ἡαιμοοδῖα, 1902, σ. 52, φυεϑιίου 1325). 


Θεώρημα 9498-- 1] 


1174. Ἢ ὑποτείνουσα ὀρθογωνίου τριγώνου διαιρεῖται εἰς τρία ἴσα 
μέρη καὶ τοι αἱ συνδέουσαι τὴν κορυφὴν μὲ τὰ σημεῖα διαιρέσεως 
εὐθεῖαι, Τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν. εὐθειῶν αὐτῶν, ηὐξημένον 


κατὰ τὸ τετράγωνον τοῦ πη τῆς ὑποτεινούσης ἰαοῦται πρὸς τὰ τ τοῦ 
τετραγώνου. τῆς ὑποτεινούσης. 
Διὰ μ-Ξε Ξ καὶ ν-- ξξ , θὰ πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι: 


8' Ἐπ Ἐ ΔΕ" -- -ξ. α», 


Ὃ γνωστὸς τύπος (8 1173) 
δα -- μβ' - νγ' --μνα, 


διὰ μ-- αν ν-.2.α καὶ μετά τι- 


3 
«----- ..----ἰ----,-. νας ἀπλοποιήσεις, γίνεται 
«--------....--Ἐ5Ζ---ς---.. 
1 2 2 
Σι. 0. δ'-Ξ- - β' ἜπΥ" τσ α΄ 


"Αναλόγως εὑρίσκομεν ᾿ 
2 1 2 
ετ- -τ β' Ἔπ-τν" -- - σ"- 


Διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη λαμβάνομεν 


δ᾽ - ε" ΞΞ β' - γ'-- ξ:α" 


καὶ ἐπειδὴ : 
ΔΕ’-- Ξ5-, β᾽ Ἐ γ"π-ε α’, 
ἕπεται 7 
δ᾽ - εὐ - ΔΕ: -- α -- δα π, 
ἢ 


αδ'Ἔ ΔΕ" -Ἐ ΑΕ -- -ξ α". 


Θεώρημα 949-- 11] 


117δ. Πρὸς τὴν βάσιν ΑΒ ἐγγεγραμμένον εἰς περιφέρειαν Ο τριγώ-. 
νου φέρομεν Ἰροῦ γν παράλληλον ΛΜ, καϑὼς καὶ τὰς εὐθείας ΓΝΛ καὶ 
ΓΜ. Δείξατε ὅτι τὸ γινόμενον ΓΜ. ΓΝ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ΓΑ. ΓΒ τῶν 
πλευρῶν τῆς γωνίας Γ. 
Τὰ τρίγωνα ΒΓΝ, ΑΓΜ εἶναι ὅμοια, ὡς ἰσογώνια. Πράγματι, 
ἡ ἐχυεγραμμένῃ γων. ΒΞΞΜ καὶ γων. 
ΓΝ ΞΕΑΓΜ' ἄρα 


ΓΑ ΓΝ 
ΤᾺ ΤΒ᾽ 
ἢ ΓΑ.ΓΒΌΈΓΜΟ.ΓΝ. 
117δα. Παρατήρησις. Δύο γνωστὰ 
θεωρήματα εἶναι εἰδικαὶ περιπτώσεις 
τοῦ ἀνωτέρω : 
1) Τὸ γι δύο πλευρῶν τριγώνου 
ἰσοῦται πρὸς τὸ γινόμενον τῆς διαμέτρου τῆς : 
περιγεγραμμένης περιφερείας καὶ τοῦ ὕψους Σχ. τὴ... 


ἐπὶ τὴν τρίτην πλευράν. 
Πράγματι, ἡ γῶν. ΓΑΔ εἶναι ὀρθή, μὲ μέτρον τόξ. ἘΞΈΕΒΕΣΕΕΞ ᾿ 


ΓΒΕΕΔ- ΔΑ 
πες τ -, 


τὸ δὲ μέτρον τῆς Η εἶναι : τόξ. ΓΑρα τόξ. ΒΕ -- ΔΑ, 
ἡ δὲ χορδὴ ΔΕ παράλληλος πρὸς τὴν ΑΒ’ ἑπομένως 
ΓΑ.ΓΒΓΔ.ΓΗ. 


2) Τὸ γινόμενον δύο πλευρῶν τριγώνου ἰσοῦται πρὸς τὸ τετράγωνον τῆς 

ὗπ'᾽ αὐτῶν περιεχομένης ἐσωτερικῆς διχοτόμου, πολλαπλασιασμένης ἐπὶ τὸ 
γινόμενον τῶν τμημάτων τῆς τρίτης πλευρᾶς, τῶν ὁριζομένων ἐπ᾽ αὐτῆς ὑπὸ 
τῆς ἐν λόγῳ ϑιχοτόμον. 
. “Ἐπειδὴ ἡ παράλληλος πρὸς τὴν ΑΒ ἐφαπτομένη τῆς περιφε- 
ρείας ἐφάπτεται αὐτῆς εἰς τὸ μέσον Θ τοῦ τόξου Δ ΟΒ καὶ ἢ εὐ- 
θεῖα ΓΘ εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας Γ. Αἱ εὐθεῖαι ἑπομένως ΓΜ, 
ΓΝ συμπίπτουν. 
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ὰρα ΓΑ.ΓΒ-ΌΓΙ. ΓΘ -- ΓΙ(ΓΙ- 1Θ) -ε ΓΙΡΈΓΙ. ΓΘ, 
ἢ ΓΑ.ΓΒ-- ΓΙ -Ἐ ΑἹ .ΒΙ, 
ἀφοῦ ΓΙ.1Θ τε Αἱ. ΒΙ. 


᾿Ανάλογος σχέσις εὑρίσκεται καὶ διὰ τὴν ἐξωτερικὴν διχοτόμον. 


1176. Σημείωσις. 1) Ἢ ἀνωτέρω πρότασις εὐκόλως διατυποῦ- 
ται καὶ ὡς ἑξῆς : Δύο ἰσογώνιοι, εὐϑεῖαι, διὰ τῆς αὑτῆς κορυφῆς ἑνὸς 
τριγώνου ἀγόμεναι καὶ ἐκ τῶν ὁποΐων ἡ μία περατοῦται εἷς τὴν ἀπόναντι 
δ νον καὶ ἡ ἄλλη εἰς τὴν πδριγεγραμμένην περιφέρειαν, ἔχουν γινόμενον 
σταϑερόν. Σ 

Διὰ τὸν ὀρισμὸν τῶν ἰσογωνίων εὐθειῶν βλέπε ὃ 1118. 

2) Ἢ πρότασις αὕτη (1175 β), χρησιμοποιεῖται ὃς τὸ βασικὸν 
θεώρημα τῆς ᾿Ισογωνίον "Αντιστροφῆς. (Βλ. ἔπμ, 8 1342, γ). Ὁ μετα- 
σχηματισμὸς αὐτὸς εἶναι γνωστὸς ἀπὸ τοῦ 1890---1891 καὶ ὀφεαίλε- 
ται εἰς τὸν ΒετπὲθΒ. ᾿Ενωρίτερον, ὁ ΟοὈ εἶχεν δημοσιεύσει σχετι- 
κῶς εἰς “48οοἰαίϊοη Γγαπραὶδαε Ῥομτ' ἰ᾿αυαπιοογηθπὶ εἰ68 δοίφηοοθ. (..Μ.Ε., 
1890, 1891, κλπ.). 

Θεώρημα 844 


1176. Τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τυχόντος σημείου τῆς ἐγγεγραμ- 
μένης περιφερείας εἰς τρίγωνον ἀπὸ τῶν τριῶν 
πλενρῶν αὐτοῦ, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον 
τῶν ἀποστάσεων τοῦ σημείου ἀπὸ τῶν πλεν- 
ρῶν τοῦ τριγώνου τῶν ἐπαφῶν. 


“Ἕστωσαν α, β, γ αἱ ἀποστάσεις τοῦ 
Μ ἀπὸ τῶν πλευρῶν τοῦ ἐγγεγραμμένου 
τριγώνου καὶ ὅ, ε, ζ αἱ ἀποστάσεις τοῦ 
ἰδίου σημείου ἀπὸ τῶν πλευρῶν τοῦ περι- 
Ὑγράμεενου τριγώνου. 

νωρίζομεν ὅτι ἡ ἀπόστασις τοῦ ση- 
μείου Μ ἀπὸ μιᾶς χορδῆς εἶναι μέση ἀνά- 
λογος τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τῶν ἐφα- 
πτομένων εἰς τὰ ἄκρα τῆς χορδῆς αὐτῆς 
(88 25, 1129). “ὥστε 


α Ξε δε, β' τε εζ, γ᾽ ΞΞ ζδ, 
ἄρα αβγ -ξΞδεζ. 


Παρατήρησις. Θὰ ἠδυνάμεθα καὶ ἀπ’ εὐθείας νὰ ἀποδείξωμεν 
τὴν πρότασιν αὐτήν, χρησιμοποιοῦντες τὰ γνωστὰ θεωρήματα τῶν 
παραγράφων 1175 α, 1) καὶ 1128. 


Οὕτω 2ρα--Μὰ .ΜΒ, 2ρβξξ ΜΑ μΜγ, 2ργ-μβ ΜΓ 


καὶ δϑριαβγ--Ξ., ΜΑ". ΜΒ. ΜΓ: () 
᾿Αλλὰ 2ρδτ--ΞΜΑ", 2ρε-Ξ- ΜΒ", 2ρζ- ΜΓ: 
καὶ 8 ρ'δεζ-- ΜΑ’, ΜΒ’. ΜΓ", (2) 


ἙἝ πομένως, διὰ συγκρίσεως τῶν (1) καὶ (2). 
αβν -Ξ δεζ. 
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Θεώρημα 8344--1 


1177. Ἐὰν Δ, Μ εἶναι τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῶν πλευρῶν τριγώνου 
ΑΒΓ μετὰ τῆς ἐπ Δα νηρ πεῖς εἰς αὐτὸ περιφερείας (0), ὁ λόγος τῶν 
ἀποστάσεων τοῦ κέντρου Ο ἀπὸ δύο ἀπέναντι χορυφῶν τῶν τριγώνων 
ΑΒΓ καὶ ἼΝΕ εἶναι ἴσος πρὸς τὺν λόγον τῶν ἀποστάσεων τῶν ἰδίων 
κορυφῶν ἀπὸ τῶν ἀπέναντι αὐτῶν πλευρῶν. (Θ 4] τι οπ). 


Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι: 


Α 


ΑΟ ΑΖ 
οὶ ΔΕ᾿ 

Τὰ ὅμοια τρίγωνα ΑΟΗ, ΟΛΘ δίδουν 
ΑΟ ΔΗ 
ὸ δ᾽ () 

᾿Αλλὰ ΑΟ.ΔΟ-- ΟΜ)ὴ--ΟΛ", 

καὶ ἑπομένως 

Α οΟ 

Τὰς ἀναλογίας (1) καὶ (2) δυνάμεθα νὰ Σ;. ἨΔ 


γράψωμεν καὶ κατὰ τὴν μορφήν: 
ΑΘ ΛΟ ΑΗ 


ΧΟ Δδὸ λδ᾽ 
ἐκ τῆς ὁποίας 
ΝΝ . ΛΟ ΑΗ ΑΖ 
Δ δόξψφλθ ΛΕ 


1177 α«. Σημείωσις. γὴ τόμ (ἰαπρεηῖϊο!) τρίγωνον. Οὕτω 
καλεῖται τὸ τρίγωνον ΑΒΓ, τῶν ἐφαπτομένων τῆς περιφε “ας 


ΛΜΝ εἰς τὰς κορυφὰς τοῦ εἰς αὐτὴν ἐ νου τριγώνου 

Τὸ ἐφαπτομενικὸν τρίγωνον τοῦ ΣΝ ᾿δϑὴ τὸ ῥιοἠβαθῥ αἰ Αμρλν 
αὐτοῦ πρὸς μὰ κργρων «ριγεγραμμένην ν εἰς αὐτὸ περιφέρειαν. 

Εἰς τὴν πλΑδίω ν τριγώνου θεωροῦμεν συχνὰ τὸ ἐφαπτομενινὸν 
τρίγωνον ΑΒΓ, ὡς καὶ τὸ τρέγωνογ τῶν ἑκαφῶν ΛΜΝ. 


Θεώρημα 
1178. "Ἐκ τυχόντος ίου Μ οείας φόρομεν ῦσι 
ϑήν, τόμνουσαν τ ππδιθαν, γουδὴν ᾿ὐρτηρὰϑμοε Α καὶ τὰς ἐροκιομένας εἰς πὰ 
ἄκρα αὐτῆς εἰς Β καὶ Γ΄. Δείξατε ὅτι ὁ λόγος ἜΡ. ΠΣ εἶναι ἀριϑμὸς 
σταθερός. 
(Μέϑοδοι, ἃ 290) 
Θεώρημα 846δ-- } 
1179. Θεωροῦμεν ἔγωνον καὶ τὸ τρίγωνον τῶν ἐπα, ῦ 
" αὐτὸ Πιοθεκ κά ρηῤῤδιης γλδτκα ᾿Ἐὰν διὰ τ πόποι πίον Μ "Ἶ ἐπ: 


παριφερείας φέρωμεν εὐδεῖαν (εἢ ἡ παράλληλον πρὸς δοθεῖσαν 
ἀκ έθυνσιν {ΕἸ, τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τοῦ σημδίου αὐτοῦ ἀπὸ 


τῶν σημείων τομῆς τῆς (ε) καὶ τῶν πλευρῶν τοῦ ἑνὸς τριγώνου ἔχει 
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λόγον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τῶν σημείων καϑ᾽ ἃ 
ἡ ἰδία εὐθεῖα τέμνει τὰς πλευρὰς τοῦ ἑτέρου τριγώνου, ἶσον πρὸς στα- 
ϑερὸν ἀριϑμόν. 

Θεώρημα 83468-- 1 


1180. Διὰ τυχόντος σημείου τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς τρίγωνον περιφε- 
φείας φέρομεν τέμνουσαν παράλληλον πρὸς δοϑεῖσαν διεύϑυνσιν. Δεί- 
ξατε, ὅτι τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τοῦ σημείον αὐτοῦ ἀπὸ τῶν 
τριῶν σημείων τομῆς τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ἐπαφῆς ἔχει λόγον 
πρὺς τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τοῦ σημείου ἀπὸ τῶν πλευρῶν τοῦ 
περιγεγραμμένου τριγώνου, ἀριϑμὸν σταϑερόν. 


Τὸ θεώρημα τοῦτο δύναται νὰ ἐπεκταθῇ εἰς ἕν τυχὸν περιγε- 
γραμμένον πολύγωνον καὶ εἰς τὸ ἀντίστοιχον ἐγγεγραμμένον τῶν 
σημείων ἐπαφῆς, ἀποδεικνύεται δὲ κατ᾽ ἀνάλογον τρόπον ὅπως 
καὶ διὰ τὸ θεώρημα τῆς ἀσκήσεως 344 ἀλλὰ Ἀρῆσι βθποιθοντες 
καὶ τὴν πρότασιν τῆς ἀσκήσεως 345 (88 1176 καὶ 1178. 

"Εστωσαν α, β, γ. αἱ ἀποστάσεις τοῦ᾽ σημείου Μ τῆς περιφε- 
ρείας ἀπὸ τῶν σημείων τομῆς τῶν πλευρῶν τοῦ ἐγγεγραμμένου 
τριγώνου καὶ τῆς δι᾽ αὐτοῦ τεμνούσης, ὃ, ε, ζ αἱ ἀποστάσεις τοῦ 
ἰδίου σημείου ἀπὸ τῶν σημείων ὅπου ἡ τέμνουσα συναντᾶ τὰς 
πλευρὰς τοῦ Ἀεριγεγραβμενου τριγώνου. 

Ἂν παραστήσωμεν διὰ λ, μ, ν σταθεροὺς ἀριθμούς, θὰ ἔχωμεν 
τὰς σχέσεις: 


α' β' γ᾽ 
ξεν" πξ 8 τὸ" 
᾿ αβγ ἀπὺς 
καὶ τες Ξ- Υχμν. 


1181. Παρατηρήσεις. 1) Αἱ σταθεραὶ ἐξαρτῶνται καὶ ἀπὸ τὸ δο- 
ϑὲν τρίγωνον καὶ ἀπὸ τὴν διεύθυνσιν τῆς τεμνούσης. 

2) Παριστῶντες διὰ α΄, β΄, γ΄, δ΄, ε΄, ζ΄ τὰς ἀποστάσεις τοῦ δευ- 
τέρου σημείου τόμης Μ’ τῆς διὰ τοῦ Μ τεμνούσης καὶ τῆς περιφε- 
ρείας, ἀπὸ τῶν ἰδίων, ὡς καὶ προηγουμένως, κοινῶν σημείων τῆς 
τεμνούσης καὶ τῶν πλευρῶν τῶν δύο τριγώνων, θὰ ἔχωμεν τὴν 
σχέσιν - 

αβγ αβγ' 
δεζ δεῖζ, 
οἰασδήποτε οὔσης τῆς διδυϑύνσεως τῆς τεμνούσης. 


Θεώρημα τοῦ Ξμίον 346 


1184. ΕΠῤς πᾶν τρίγωνον, ἣ ἀπόστασις ὃ τοῦ κέντρον τῆς περιγε- 
γραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας ἀπὸ τοῦ. κέντρον τῆς ἐγγεγραμμένης, 
συνδέεται μετὰ τῶν ἀντιστοίχων ἀχτίνων διὰ τῆς σχέσεως 


᾿ 8" -Ξ-ἠ Ε(Ἡ --3 9). 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8 327 καὶ 7ὕ.Μ. Ε. τοῦ Τοπροδαπιρα, 1695, σ. 198). 


1182 α. "Αλλη ἀπόδειξις. Ἢ διχοτόμος ΑΙΔ διέρχεται διὰ τοῦ 
ἔρον τοῦ τόξου ΒΔΓ καὶ γνωρίζομεν ὅτι ΔΙ Ξ- ΔΒ -Ξ ΔΓ (8 701 
αρατήρησις καὶ δ 816, Παρατήρησις):. Θὰ ἔχωμεν 
Ἐ' -- δΞΞΑΙ ΙΔ ΈΞΑΙ.ΒΔ. 


᾽ν φέρωμεν τὴν διάμετρον 
ρέυγόνια τρίγωνα ΑΙΚ καὶ ΒΔ 
δουν 
ΑΙ 2Ὲ. 
ρ ΒΔ’ 
καὶ ἐπομένως, 
Ἀ᾽ -- 8'ΞΞ2Κρ ἢ δ᾽ ΞΞ Κ ( -- 2ρ). 


τὰ καὶ τὴν ἀκτῖνα [Κ, τὰ ὅμοια 


᾿Αντίσεροφον ϑεώρημα 846--1 


1182β. 'Ἐὰν μεταξὺ τῶν ἀκτί. 5 
νῶν Εὶ καὶ ρ δύο περιφερειῶν (Ο), 
(ἢ καὶ τῆς τάσεως ΟἹ -- ὃ τῶν 
κέντρων αὐτῶν ὑφίσταται ἡ σχέσις 


δ' ΞΕ ΒΕ (Ἀ -- 30), 


ἀπάρχοι ἀπειρία τριγώνων, ἐγγεγραμ- Στ ἢ. 
μένων εἰς τὴν περιφέρειαν (0) καὶ περιγεγραμμένων εἷς τὴν (ἢ. 

Διὰ τυχόντος σημείου Α τῆς περιφερείας (Ο) φέρομεν τὰς ἐφα- 

πτομένας τὴ ΑΓ ᾿ μετὰ τὴν περιφ δέϊαν 3. ἡ φρθᾷ Ἡ 
ὁ κέντρον ἰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας ΒΑΓ, 

Ἡ σχίσις δ8:-ΞΚ---2ΖᾺῥρ δεικνύει ὅτι ΑΙ. [Δ-ΞΖΕρ τὰ δὲ τρίγωνα 
ΑΙΚ, ΒΕΔ εἶναι ὅμοια καὶ ἑπομένως ΑἹ. 1Δ -Ξ-  ΖΕρ. Εἶναι λοιπὸν 
ΔΙ ΞΞ- ΔΒ καὶ κατὰ συνέπειαν τὸ σημεῖον ἰ εἶναι κέντρον τοῦ ἐγ- 
γεγραμμένου εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ κύκλου. Ἤ, ἄλλως, ἡ ΒΓ ἐφά- 
πτεται τῆς περιφερείας (1) καὶ τοῦτο οἱουδήποτε ὄντος τοῦ ση- 
μείου Α. ΓΑρα... 

1188 γ. Ση ες. 1) Αἱ ἀνωτέρω 
ἀποδείξεις τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Εμὶεν καὶ 
τοῦ ἀντιστρόφου του ἐρανίσθησαν ἐκ 
τοῦ Βωιἰοίΐη ἀέα δοίδηοοεδ πιαίβόνιαί ἥιιθα 
τπἰρμγείφυοεϑ δἰἐνιοπίαίνει (1903, σ. 194, 29), 

Μία ὡραία. στοικειώθης μελέτη ἐπὶ 
τοῦ θεωρήματος τούτου καὶ τῆς γενι- 
κεύσεῶς τοῦ εὑρίσκεται εἰς Τομνπαὶ ἀδ 
Μαιλόνια ἑσυιοη Φἰδνηνοπίαϊιτοε τοῦ γοὶρογε 
(1902--- 1903, σ. 57). 

2) Δυνάμεθα νὰ θέσωμεν τὸ ἐπόμε- 
νον πρόβλημα: ᾿Βκ. τῶν ἐγγεγραμμένων 
οἰς τὴν περιφέρειαν (Ο) καὶ περι ζεγραμμές 
ψῶν οἷς τὴν (1) τριγώνων, ποῖον ἔχον τὸ 
μέγιστον ἢ ἐλάχιστον ἐμβαδόν; 

Συμφώνως πρὸς μίαν προγενεστέραν παρατήρησιν (ὃ 573), ἀγό- 
μεθα εἰς τὸ νὰ δεωρήσομεν τὰ ἰσοσκελῆ τρίγωνα, τὰ ἔχοντα ὡς 
κορυφὰς τὸ ἔν ἢ τὸ ἄλλο ἄκρον τῆς ϑιαμέτρου ΑΟΙΑ΄ (Σχ. 715). 

Τὸ μέγιστον τρίγωνον εἶναι τὸ ΑΒΓ, μὰ ἐμβαδὸν 

ΕΞ Δ ΡΞ) [ΕΞ δ. ἘΡ}» 
καὶ τὸ ἐλάχιστον τὸ Α'ΒΤ', μὲ ἐμβαδὸν 


ΞΞ (ἃ Ἐρ-- 8) Γπὐ 20 --Ρ. 


ν»ῇ-----ς.Ἅ.ςς 


(Α. Βουξὲπ) 
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(ΤΠ ἰοννιβαϊαΐτε ὧδ Μαϊμένναίιοϊοτιϑ, 1904, ο. 248 -- 252: διάφοροι 
λύσεις ὑπὸ Ἰψεὶππιείοίεγ, Μαίδίει, Μαῖο; Βουξλη). 

3) Τὰ τρίγωνα ταῦτα ἔχουν διαφόρους ἰδιότητας" διάφοροι πο- 
σότητες ἐμφανίζονται εἰς αὐτὰ ὡς σταθεραί. Λ΄ χ. αἱ 


ϑέν, τ. ΑΗ ΒΗ ΈΓΗ, 


Ἱ 1 1. 
ρα -τΡρ τρυ. ὃς Τρ, πρτ -- Ἐς--ἘἘ͵--- 


Τὸ κέντρον τῆς ἈΔΡΙΨΕΡ ας τῶν ἐννέα σημείων, τὸ ὀρθόκεν- 
τρον καὶ τὸ κέντρον βάρους γράφουν περιφερείας. 

(Μαιμεοοὶδ, 1901, σ. 271, η5 22). 

4) Τὰ ὅρια μεταξὺ τῶν ὁποίων περιέχονται αἱ περίμετροι τῶν 
τριγώνων αὐτῶν ὀρίζονται ὑπὸ τῶν ἀνισοτήτων 


283 - ἸΟΘᾺΡ -- ρ᾽ -- 2(Ὰ -- 2ρ) ἵπ -- ΞᾺρ « τ' 


«, 28" - ἸΟΘῈΡ -- ρ" -ἰ- 2(Ὰ --- 2}) [Ε᾽ -ΖΕὀρ. 
(Ν. Α.. 1908, σ. 558). 


Θεώρημα 846--1 


1188. ᾿Ἐὰν ρα εἶναι ἡ ἀκτὶς τῆς παρεγγεγραμμόνης εἰς τὸ τρίγωνον 
ΑΒΓ καὶ εἰς τὴν γωνίαν Α περιφερείας καὶ δα ἡ ἀπόστασις τοῦ χέν- 
τρον τῆς ἀπὸ τοῦ κένιρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας, θὰ ἔχωμεν 


τὴν σχέσιν : 
δα ΞΞΕ(ΚΕ Ἔ3ρα} 
(Μέϑοδοι, 8. 3217, β). 


1189 α. Σημείωσις. Ἢ σχέσις τοῦ Επμίον εἶναι τὸ πρῶτον βῆμα ἐπὶ 
τᾶς ὁδοῦ τὴν ὁποίαν ἐπιφανεῖς γεωμέτραι ἠκολούθησαν κατόπιν. 
ρόκειται περὶ τῶν πολυγώνων τῶν ἐγγεγραμμένων καὶ περιγε- 
γραμμένων εἰς δύο δοθείσας περιφερείας ἥ, γενικώτερον, εἰς δύο 
κωνικὰς τομάς. Τὸ 1792 ὁ ΝίοοϊαΒ Βυ58 ἐπεζήτησε νὰ λύσῃ τὸ 
ὁμώνυμον πρὸς αὐτὸν πρόβλημα: Νὰ εὑρεθῇ ἡ σχέσις ἡ συνδέουσα 
τὰς ἀκτῖνας καὶ τὴν διάκεντρον δύο περιφερειῶν, ἐκ τῶν ὁποίων 
ἡ-μία εἶναι ἐγγεγραμμένη καὶ ἡ ἄλλη περιγεύρα μένη εἰς δοθὲν 
πρθλύψώνον, Δὲν ἐπέτυχεν ὅμως τὴν λύσιν παρὰ δ εἰδικάς τινας 
περιπτώσεις. ᾿ 
Ὃ Ροποεῖεϊ ἀργότερονι κατὰ τὸ 1817 - 1822, ἐπεξειργάσθη γεω- 
μετρικῶς τὸ πρόβ μα τῆς ἐγγραφῆς καὶ περιγραφῆς ἀνὸς πολυ- 
γώνου εἰς δύο δοθείσας κωνικὰς τομὰς καὶ τὸ ἐπέλυσε ἐν ὅλῃ τῇ 
γενικότητι αὐτοῦ. 
Τὸ 1828, ὁ Ταορἱ ἐπελήφθη τοῦ αὐτοῦ προβλήματος ἀπὸ ἀνα- 
λυτικῆς σκοπιᾶς. 
Ὃ Μοαιατά (1862) εἰργάσθη ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ θέματος ἀλλὰ κατὰ 
γενικὸν τρόπον. (Αρίιϊοαίίοπϑ, ἀ' απαίψδε οἱ ἀε σέονλόίνίο, ὑπὸ Ῥοποεϊεῖ, 
τόμ. Ι, σημ. 3, σ. 535). 


Θεώρημα 846--111 


1184. Ἐὺπ: πᾶν τοίγωνον, τὸ ἄδροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστά' 
σεων τοῦ κέντρου τοῦ περιγεγρα νυ κύκλον εἰς αὐτὸ ἀπὸ τῶν τεσσά: 
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ρῶν κύκλων τῶν ἐφαπτομένων τῶν τριῶν πλευρῶν τον, ἰσοῦται πρὸς τὸ 
δωδεχαπλάσιον τοῦ τετραγώνου τῆς ἀκτῖνος τοῦ περιγεγρσμμένου κύκλον 


᾿Επειδὴ 
δ᾽ -ΞΕ (Ε -- 2ρ), 
δα ᾿Ξ (ΚΕ - 2ρα), 
δρΞἈ(Ὰ -2ρρ), 
ὃγ ᾽ΞΚ(Κ - 2ρ.), 
δ᾽ δι" δρ᾽ Ὁ δγ"Ξ- (48 -᾿ 2ρα “ 2ρρ -Ἐ 2ρῃ -- 2ρ). 
᾿Αλλὰ κατὰ τὴν 8. 736, τὸ ἄθροισμα ρα -Ἐρβ -Ἐρῳ -- ρ ΞΞ 4Ε. 
ΓΑρα δ᾽ - δα" -Ἡ δρ"-Ὲ δὲ :ΞΞ Καὶ (4Ὰ - 88) ΞξΞ 12. 
Σημείωσις, Τὸ θεώρημα ἀνήκει εἰς τὸν ἀνώνυμον. συντάκτην 
1ωὉῬῈ.Ἐ.Ἡ. ἑνὸς ἐνδιαφέροντος ἄρθρου εἰς 4π. ἀ. ἀενᾳ.ν τομβ. ΧΙΧ, 
1828--- 1829, σ. 216. 
Εἰς τὸ ἄρθρον τοῦτο ὑποδεικνύονται καὶ ἄλλαι σχέσεις, σελ. 
211 -- 218, 
Θεώρημα 946--Κ 


118δ. "Ἐὰν φέρωμεν τὴν κοινὴν διάμετρον ΜΝ τῆς περιγεγραμμένης 
καὶ ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τρίγωνον ΑΒΓ, ἡ ἀκτὶς τῆς ἐγγε- 
γὙραμμένης περιφερείας ϑὰ εἶναι μέση ἀνά- 
λογος τῶν τμημάτων ΜΡ, ΝΟ, τῶν περιε- 
χομένων μεταξὺ τῶν δύο περιφερειῶν. 
(Ν. Α. 1850, σ. 216). 


Ἔστωσαν 
ΟΝ Ξ- ΟΜ --Ἐ, ΟΔ--δ, ΔΩ -- ΔΡξξρ, 
ΜΡ- ΟΜ -- ΟΔ -- ΔΡΞΞΕ --ο -- δ. 
ΝΟ ΞΞ ΝΔ -- ΔΟ-ΞΞ-Ὰ -- ρ -Ἐδ, 
ΜΡΌΝΟ ΞΞ (Ἀ -- ρ) -- δ". 
᾿Αλλά: κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ Επ]ετ, 
δ: -- Β -- 2ΆΡρ, 
καὶ ἑπομένως: 
ΜΡΌΝΟ -Ξ Κ’ -- ΞᾺρ Ἐῥρ -- (κ -- 2Ἀρ) Ξε ρ'. 
Παρατηρήσεις. 1) ΜΩ.1! Ρ--Ξ4Ὲρ -Ἐρ’. 


2) Παριστῶντες διὰ Δ καὶ Δ΄ τὰς δυνάμεις τῶν σημείων Ῥ καὶ 
Ο πρὸς τὴν περιγεγραμμένην περιφέρειαν, λαμβάνομεν σχέσιν 
ὀφειλομένην εἰς τὸν Οτυπετί: 

Δ. Δ’ τε  ρ'(4Ὰ -Ἐ ρ). 

(Νο»»»"». Απηαῖςβ, 1858, σ. 447). 

1185 α. Σημείωσις. ᾿"Αριϑμητικαὶ σχέσεις. Ἢ ἕκτη ἔκδοσις τῶν 
ΤἈδογόνιθβ οἱ ρυοδίότοϑ τοῦ Οαίαϊαη περιέχει μέγα πλῆθος ἀριθμητι- 
κῶν σχέσεων. ᾿Απὸ τῆς ἀπόψεως αὐτῆς πληρέστερον δύναται νὰ 


θεωρηθῇ τὸ ἔργον τοῦ Ναυΐδετι: Ποίαίίοτιθ επίτο ἰο8 Εἰάνηβθυιὶϑ ἀὰ 
4γίαησίε (1893), περιέχον περὶ τὰς 273 σχέσεις, μετὰ τῶν ἀποδεί- 


Γεωμετρία 84 
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ξεών των, ἀναφερομένὰς εἰς ὅ,τι πλέον ἐνδιαφέρον παρουσιάζει 
ἡ κλασικὴ Γεωμετρία σχετικῶς πρὸς τὸ τρίγωνον. 

Εἰς διάφορα ἄρθρα τοῦ ζομγπαὶ ἀδ πιαϊπμένιαί ἐσιεθ ἐϊότηοηϊαῖνες 
τοῦ Ο. ἀε Ἰοπβομαπιρθ ὑπάρχουν πολυάριθμοι σχέσεις ἐπὶ τῆς 
Γεωμετρίας τοῦ τριγώνου' τὸ αὐτὸ ἰσχύει καὶ διὰ τὴν Μαίμεσίν, ὡς 
καὶ διὰ τὰ ἔργα τοῦ (δ68ε» καὶ τοῦ Ἑπιαιετγο (4 δεσμοὶ ο ἱλὲ 
Πνϑί οἷς Βοοκϑβ οὗ ἰδὲ Εἰοτιοηὶδ οὗ Ἐποϊὰ, ὉΥ Ἰοδπα δεν καὶ δὲε 
Βηεοραναάϑομθη Οεδιάθ, νο τ Ἐταπιοτὶς). 


Θεώρημα 846--Κ 


1186 β. Δυνάμεϑα νὰ κατασκευάσωμεν ἀπειρίαν τριγώνων ἐχόντων 
τὴν αὐτὴν περιγεγραμμένην περιφέρειαν καὶ πληρούντων μίαν τῶν ἐπο- 
μένων συνθηκῶν. 

1) Νὰ ἔχουν τὴν αὐτὴν ἐγγεγραμμένην περιφέρειαν' 3) τὸ αὐτὸ ὁρ- 
θϑόκεντρον' 8) τὸ αὐτὸ κέντρον βάρους" 4) τὸ αὐτὸ σημεῖον τοῦ [,επποίῃς. 


1) ᾿ΕἘὰάν δοθοῦν δύο περιφέρειαι (Ο) καὶ (Δ) (Σχ. 716), τῶν 
ὁποίων αἱ ἀκτῖνες ΒΕ καὶ ρ καὶ ἡ διάκεντρος ὃ πληροῦν τὴν σχέσιν 


δ᾽ -Ξ- καὶ (Ε -- 2ρ), 


πᾶσα ἐφαπτομένη ΑΒ τῆς ἐσϑτερικῆς περιφερείας ὀρίζει τρίγωνον 
ΑΒΓ ἐγγεγραμμάνον εἰς τὴν πε- 
ριφέρειαν (Ο) ( 1182 α). 
2) Τὸ αὐτὸ ὀρϑόκεντρον. (Βλ. ὅ 
130, 2)}. 
3) Τὸ αὐτὸ κέντρον βάρονς. Φέ- 
ρομεν, τυχοῦσαν χορδὴν ΑΘΜ διὰ 
δοθέντος κέντρου βάρους Θ 
καὶ λαμβάνομεν ἐπὶ ταύτης 


1 
θ9Μ-.-τΑθ. 


ἃ 


Διὰ νὰ σχήἠματίσωμεν ἕν τῶν ζη- 
τουμένων τριγώνων, ἀρκεῖ νὰ φέ- 
ρῶμεν διὰ τοῦ Μ χορδὴν ΒΓ κά- 
θετὸν ἐπὶ τὴν ΟΜ. 


» Ἢ χορδὴ ΑΘΑ’ ὀδηγεῖ εἰς 
Στ. Ἢ17. τὴν εὕρεσιν ἑνὸς δευτέρου τρι- 
γώνου ΑῬΓ΄. 


4) Τὸ αὐτὸ σημεῖον τοῦ ἵ,οτηοῖπε. (Βλ. ἅπμ. δ᾽ 2442). 
ΠῺαρατηρήσεις. 1) Τὰ σημεῖα Μ, Μ’ κατασκευάζονται εὐκολώτα- 


ρὸν λαμβάνοντες ΘΡ -- τὸ καὶ γράφοντες τὴν περιφέρειαν. 


(ρ, 5} ἐπειδὴ αὕτη εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων Μ ἢ Μ΄. 


2) Ἢ περιφέρεια τῶν ἴσων ροπῶν ἢ τῶν ὀκιὼ σημείων (δ 2411), ἡ 
ἔχουσα ΟΘ. ὡς διάμετρον, εἶναι κοινὴ εἰς πάντα τὰ τρίγωνα, ὡς 
τὸ ΑΒΓ, καὶ διέρχεται διὰ τῶν ὀκτὼ σημείων τῶν σχετικῶν πρὸς 
ἕκαστον ἐξ αὐτῶν. 

3) Τὰ τρίωνα ΑΒΓ ἔχουν πάντα τὸ αὐτὸ ὀρθόκεντρον, ἀφοῦ 


ΟΘ -- Ὁ καὶ τὸ σημεῖον Η σταθερὸν ἑπομένως. 
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4) ᾿Επίσης. τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν πλευρῶν τῶν ἰδίων 
τριγώνων εἶναι σταϑερὰ ποσότης. Ἐπειδὴ τοῦτο εἶναι ἴσον πρὸς 
9 (ΚΕ -- ΟΘ.. 

ΒᾺ. 5 1172 καὶ ϑομγπαὶ ἀε Μαιϊμότπαι(φιες τοῦ γείϑενε, 1902-1903, 
Ο. 117, η5 5413. 


Θεώρημα 846-- γἱ 


1186 γγ. 'Ο τόπος τῶν κέντρων ἰα, ἰβ, ἰν, τῶν παρεγγεγραμμέ- 
νὼν περιφερειῶν εἰς τὰ τρίγωνα τὰ ἔκοντὰ τὴν αὐτὴν περιγε- 
γραμμένην περιφέρειαν (Ο) καὶ τὴν αὐτὴν ἐγγεγραμμένην ([), εἶναι 
περιφέρεια ὁμωόϑετος τῆς (Ο) καὶ μὲ διπλασίαν ἀκεῖνα 2Ἐ. 

Πράγματι, τὸ κέντρον εἶναι τὸ ὀρθόκεντρον τοῦ τριγώνου 
ἴα ἱρ ἰἴν καὶ τὸ κέντρον Ο κέντρον τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα ση- 
μείων τοῦ τριγώνου τούτου. Κατὰ συνέπειαν, ἡ περιγεγραμμένη 
εἰς τὸ τρίγωνον περιφέρεια (Γ) εἶναι ὁμοιόθετος τῆς περιφερείας 
(0) καὶ τὸ σημεῖον Ο διαιρεῖ τὸ τμῆμα [Γ᾽ εἰς δύο ἴσα μέρη. 

(]πιεννιδάϊαινε ἀφθ8 Μαϊπμένπαιϊοϊοπβ, 1901, σ. 289, πο 2056, ΡΕ. 
ἵΝνειϊππιεϊδίεσγ, Εγπεϑί Ὀυροτοα). 


Θεώρημα 39346--νἡ 


1186 δ. Ὃ τόπος τῶν ὀρϑοκέντρων τῶν περιγεγραμμένων καὶ ἐγγε- 
γραμμένων εἰς δύο δοϑείσας περιφερείας τριγώνων, ἀκτίνων Β καὶ 9, 


εἶναι περιφέρεια ἀκτῖνος ΞΡ. (Ὁ. ϑαϊπιοῃ). 


Τὸ κένερον βάρους τῶν τριγώνων αὐτῶν γράφει περιφέρειαν ἐπίσης. 
(Βλέπε Ν. Α. 186], σ. 96, ζήτ, 527 (1. Μεπίίοη καὶ Ττοπϑεπϑ). 


᾿Αροιϑμητικαὶ σχέσεις εἰς τὸ Τετράπλευρον 


1186, Ἢ σπουδὴ τῶν ἀριθμητικῶν σχέσεων εἰς τὸ τετράπλευ- 
ρον παρουσιάζει πολὺ ἐνδιαφέρον, ἕνεκα τῶν ἐφαρμογῶν των εἰς 
τὰ ἀρϑρωτὰ συστήματα. 

Ἕν τετράπλευρον τοῦ ὁποίου δίδονται αἱ τέσσαρες πλευραὶ 
δὲν εἶναι τελείως ὡρισμένον’ ἐπειδὴ δυνάμεθα νὰ τὸ παρα- 
μορφόσωμεν. πλησιάζοντες ἢ ἀπομακρύνοντες τὰς ἀπέναντι κορυ- 
φὰς ἀπ’ ἀλλήλων, Αἱ δὲ σχέσεις, αἵτινες συνδέουν ὡρισμένα 
οταθερὰ σηιιεῖα ἐπὶ τῶν πλευρῶν του ἢ τῶν διαγωνίων δύνανται 
νὰ ὁδηγήσουν ἐνίοτε εἰς μετασχηματισμὸν μιᾶς δοθείσης κινήσεως 
εἰς ἄλλην ἐπίσης δοθεῖσαν (55). 

Θὰ ἀναφέρωμεν τὰ ἁπλούστερα καὶ μᾶλλον ἐνδιαφέροντα πα- 
ραδείγματα, ἐελετῶντες κατὰ πρῶτον τὸ παραλληλόγραμμον-- 
εἰδικὴ τοῦ ὁποίου περίπτωσις εἶναι ὁ ρόμβος---, τὸ τετράπλευρον 
κατόπιν μὲ ἀρ μβ σόμμιν διαγωνίους καὶ τὸ τραπέζιον καὶ τυχὸν 
τετράπλευρον τελευταῖον. 


Θεώρημα 847 


1187. Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων τυχόντος σὴη- 
μείον τοῦ ἐπιπέδου ὀρθογωνίου παραλληλογράμμον ἀπὸ δύο ἀπέναντι 


86. Σημ. μετ. ᾿Αντιστροφεὺς τοῦ Ῥαιοοί]ετ, Παντογράφος κλπ. 
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κορυφῶν αὐτοῦ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀπο- 
ατάσεών του ἀπὸ τῶν δύο ἄλλων χορυφῶν, 

Διὰ τοῦ δοθέντος σημείου Ο φέ- 
ρομεν παραλλήλους πρὸς τὰς πλευ- 
ρὰς τοῦ τετραπλεύρου. ἴΈστωσαν 
α, β, γ, ὃ τὰ τέσσαρα τμήματα, ὡς 
εἰς τὸ σχῆμα, τῶν εὐθειῶν αὐτῶν’ 
θὰ ἔχωμεν: 

ΑΟ9 -- α"-Ἔ β᾽, 
ΓΟ: -Ξ- γ᾽ -᾿ δ’, 

ΓΑρα:,, 

ΑΟ9- ΓΟ9-Ξ- αϑ -ἘΒ' - γ'᾽ -ὸὶ δ᾽: ΒΟ" Ὁ ΔΟ», 


Θεώρημα 347--] 


1188. Τὸ ἄϑροιυμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων τοῦ σημείον 
Ο ἀπὸ τῶν τεσσάρων κορυφῶν τοῦ ὀῤθογωνίου εἶναι ἴσσν πρὸς τὸ τε- 
τράγωνον μιᾶς τῶν διαγωνίων, πλέον τὸ τετραπλάσιον τετράγωνον τῆς 
ἀποστάσεως τοῦ σημείου ἀπὸ τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν διαγωνίων. 


᾿Επειδὴ ἈΟ»ΈΓΟ" --2 ΑΜὉ -2Μ0: 
ΒΟν- Δο: -- 2ΒΜ:- 2ΜΟ- 
ἀλλὰ ΑΜΞΞ-ΒΜ, 4.Με-- 48Μ58-- ΑΓϑ. 
"Ἄρα ΑΟΞ: ΒΟ ἘΓΟΡ- ΔΟ’- ΑΓ’ - 4ΜΟ». 


Θεώρημα 348 


1189. Εἰς πᾶν παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ, αἱ ἀποστάσεις. ΜΕ, ΜΖ 

ἑνὸς τυχόντος σημείου μιᾶς τῶν δια- 

Δ τ. γωνίων ἀπὸ δύο ἐφεξῆς πλευρῶν 

ἔχουν λόγον ἀντίστροφον τοῦ λόγον 
τῶν πλευρῶν αὐτῶν. 

Διὰ τοῦ Μ ἌΤΗΝ τὰς πα- 
ραλλήλους ΜΘ, ΜΗ πρὸς τὰς 
πλευρὰς τοῦ παραλληλογράμμου, 
ὡς καὶ τὰς καθέτους ἐπ᾽ αὐτὰς 

Σγ. 119. ΜΕ, ΜΖ. Τὰ ὀρθογόνιᾳ τρίγωνα 
ΜΕΗ, ΜΘΖ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔ- 
χοντα τὰς ὀξείας γωνίας εἰς τὰ Θ καὶ Η ἴσας: ἐπειδὴ αἱ πλευοσ" 
τῶν γωνιῶν αὐτῶν εἶναι παράλληλοι. .Ἑ πομένως, 
ΣῈ - ΜΗ ΜΗ 
ΜΘ ἌΗ᾿ 
᾿Αλλὰ καὶ τὰ ππὲ- Εἴ ΑΒΓ εἶναι ὅμοια: 


ΜΗ ΒΓ ΑΔ 
ΑΗ ἊἋΒ ἊἋΒ᾽ 


ΓΑρα: 
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1189 α. Παςατηρήσεις. 1 Ἕκ τῆς σχέσεως ταύτης, γραφομέν 
καὶ ὑπὸ τὴν μορφὴν ΜΕ. ΑΒ --- ΜΖ. ΑΔ, ἕπεται ὅτι δαὶ τέ μένς 
τῶν ἀποστάσεων ΜΕ καὶ ΜΖ ἐπὶ τὰς ἀντιστοίχους πλευρὰς ΑΒ 
καὶ ΑΔ εἶναι ἴσα. 

2) Ἢ ἀπόδειξις εἶναι πολὺ ἁπλῆ διὰ τοῦ 1᾿΄ Βιβλίου (Σχ. 720). 
Ἔχομεν 


ε μ . ἢ ΑΔ 
-.-.ὄ-: --τ, ΑΒ..η-Ξ " βνὶ ΠΌΡΕΝ δον ΘΕ 
ζ κ ΞΟ λα ἢ Β 
" ε ΑΔ 
Ἄρα τ ἀπ᾿ 


3) Ἢ εὐθεῖα ΑΝ εἶναι ἡ διάμεσος τοῦ τριγώνου ΒΑΔ. “ὥστε: 
ἡ διάμεσος τριγώνου εἶναι ὁ 
τόπος τῶν σημδίων τῶν ὁποίων 
αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ τῶν πλευρῶν 
τῶν περιεχουσῶν αὐτὴν ἔχουν 
λόγον ἀνείστροφον τοῦ λόγου 
τῶν πλευρῶν αὐτῶν. 

τ ἯἩ συμμετροδιάμεσος 
(8 899 α) εἶναι ἡ συμμε- 
τρικὴ τῆς διαμέσου πρὸς 
τὴν διχοτόμον εὐθεῖα ἢ ἡ 
ἰσογώνιος αὐτῆς πρὸς τὴν 
διχοτόμον (8 1118). ΓΑρα: ΣΥ 70 
ἡ συμμετροδιάμεσος εἶναι ὁ τό- 
πος τῶν σημείων τῶν ὁποίων αἷ ἀπυστάσεις ιἱπὸ τῶν ἀνιιστοίχων πάρι υῶν 
δἶναι εὐθέως ἀνάλογοι τῶν πλευρῶν αὐτῶν. 

Τὴν ἐνδιαφέρουσαν αὐτὴν πρότασιν θὰ ἀποδείξωμεν καὶ ἀπ 
εὐθείας (ξ 2333). 


Θεώρημα 348--] 
1190. Εἰς πὰν παραλληλύγραμμον ΑΒΓΔ, τὸ ἀἄϑροισμα τῶν τειρα- 
γώνων τῶν πλευρῶν του ἰσυῦται πρὸς τὸ ἀἄϑροισμα τῶν τετραγωνων 
τῶν διαγωνίων. 


Ἧ πρότασις αὕτη εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ θεωρήματος τοῦ 
Ευϊενγ (ἔπμ. 5. 1285) ἀλλ᾽ ἀποδεικνύεται καὶ "π᾿ εὐθείας διὰ τοῦ 


θεωρήματος τοῦ τετραγώνου τῆς διαμέσου. 


Θεώρημα .348 -- ΠΠ 


1191. Διὰ τῆς κορυφῆς Α πα- ὡς 
ραλληλογράμμου ΑΙΞΓΔ φέρομεν Ἀν, 
εὐθεῖαν ΑΜΝ τυχοῦσαν, τέμνου.-. ὡς. ΟΖ 058 
σων τὴν ἩΓ εἰς Μ καὶ τὴν Δ τ ἜΡ ς 
εἰς Ν. Δείξατε ὅτι τὸ γινόμε- Ν εὐκὲς ΝΣ 
νον ΒΜ. ΔΝ εἶναι σταϑερόν. Ν ει πος 
(Ὀουγραμηον, πϑ 222). τὴς στ ἘΞ ΣῈ δεν ΠΝ 
Τὰ τρίγωνα ΑΒΜ, ΑΔΝ θ " 
εἶναι ἰσογώνια καὶ ὅμοια. σα. 121, 
ἼΑρα 
ΒΜ ΑΔ 
ΑΒ ΔΝ 


καὶ ΒΜ.ΔΝ -- ΑΒ. ΑΔ - σταθερὰ ποσότης. 
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Θεώρημα 848--111 


1192. Διὰ σημείου Ο ἐπὶ τῆς διαγωνίου ΒΔ ἑνὸς παραλληλογράμμου 
φέρομεν τέμνουσαν, συναντῶσαν τὰς ἐφεξῆς πλευρὰς ΑΒ, ΑΔ εἰς Ζ καὶ 
καὶ τὰς δύο ἄλλας εἰς Ζ' καὶ Θ΄. Δείξατε ὅτι ΟΖ. ΟΘ -Ξ- ΟΖ΄. ΟΘ΄. 


Τὰ τρίγωνα ΟΖΒ, ΟΘ΄ Δ (Σχ. 721) εἶναι ὅμοια, ὡς καὶ τὰ ΟΖΒ 
καὶ ΟΘΔ' ἑπομένως 


δ Ξδκ -- ὅδ καὶ ΟΖ. ΟΘ-- ΟΖ΄. ΟΘ΄. 


Θεώρημα 840 


1103. "Ἐπὶ τῶν πλευρῶν παραλληλογράμμον ἀρϑρωτοῦ ΑΒΡᾺΆ, ἢ 
ἐπὶ τῶν προεχτάσεων αὐτῶν, λαμβάνο- 
μεν τέσσαρα σημεῖα ΔΛ, Μ, Ν, Ο κεί- 
μενα ἐπ᾽ εὐθείας. "γποϑέτοντες τὰ σῃ 
μεῖα ταῦτα σταϑερὰ κατὰ τὰ παρα: 
μορφώσεις τοῦ παραλλῃ, νυ, 
δείξανε ὅτι ὁ λόγος τῶν ἐἰρβφ ιν μαμθὰ 
τοῦ ἑνὸς τῶν σημείων τούτων ἀπὸ δύο 
ἄλλων παραμένει σταϑερός. 


Θεωρήσωμεν ἐπὶ παραδείγματι 
τὰ σημεῖα ΔΛ, Μ,Ν. 
Ἔκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΜΒΛ, 


ΜΓΝ εὑρίσκομεν 


ΜΛ ΜΒ 
ἍΝ ΞΞ Γ᾽ , λόγος οταθερός. 
Μ 
᾿Αναλόγως, Ἅ 5. ΞΞΞ ἘΝ , αταθερὸς λόγος ἐπίσης. 


1194. Παντογράφος. ᾿'Ο παντογράφος εἶναι μηχάνημα διὰ τοῦ 
ὁποίου ἐπιτυγχάνομεν τὴν ταχεῖαν ἀναπαραγωγὴν ἑνὸς σχεδίου 
καὶ τὴν μέγέθυνοιν ἢ σμίκρυνσοιν τῶν διαστάσεων αὐτοῦ κατὰ 
δοθέντα λόγον. Ἡ ἀρχὴ τοῦ ὀργάνου αὐτοῦ βασίζεται ἐπὶ τοῦ 
προηγουμένου θεωρήματος. 

᾿Εὰν σταθεροποιήσωμεν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τοῦ σχεδίου τὸ ση- 
μεῖον Μ λ.χ. καὶ μετακινήσωμεν τὸ σημεῖον ΛΔ κατὰ μῆκος τῶν 
γραμμῶν τοῦ σχεδίου (Α), τὸ σημεῖον Ν᾿ θὰ γράψῃ σχῆμα (Β) 
μοιόθετον τοῦ (Α) πρὸς κέντρον ἐσωτερικῆς ὄνοι εσίας τὸ ση- 


μεῖον Μ. ᾿Επειδὴ διὰ πᾶσαν θέσιν τῶν Λ καὶ Ν θὰ εἶναι 
ΜΛ 
ΜΝ ΞΞ σταθ. 


Ἂν σταθεροποιήσωμεν τὸ σημεῖον Λ, τὰ σημεῖα Μ καὶ Ο θὰ 
γράφουν ὁμοιόθετα σχήματα μὲ κέντρον ἐξωτερικῆς ὀμοιοθεσίας 
τὸ σημεῖον Λ. 

Ὁμοίως, διὰ Ν σταθερόν, τὰ ὑπὸ τῶν Μ καὶ Ν᾽ γραφόμενα 
σχήματα εἶναι ὁμοιόθετα. ᾿Επειδὴ ἐκ τῆς ἀναλογίας 


ΔΜ ΜΒ 
ΜΝ ΜΓ΄ 
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ἔπεται καὶ ἡ 
μ᾿... ΜΒ ἈΜῚΜΒο τος 
ΜΞΝ - ΜΒΈΜ ἡ ἊΝ ΒΓ 40: λόγος, 
Παρατήρησις. Ἐϊς τὰς μηχανικὰς ἐφαρμογάς, τὸ παραλληλό- 
γραμμον ΑΒΓΔ εἶναι συνήθως ρόμβος. ἔ 


Θεώρημα τοῦ ῥεαμεε! εν 5δ0Ὸ 


119δ. Ἔν τυχὸν σημεῖον Ρ ἐπὶ τῆς διαγωνίον ΑΓ ρόμβου ΑΒΓΔ 
διαιρεῖ τὴν εὐθεῖαν ταύτην εἰς δύο τμήματα, 
τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον ἰσοῦται πρὸς τὴν 


“-- 
“ππττὸ-ς 


διαφορὰν ΑΒ" - ῬΒ᾽", τοῦ τετραγώνου τῆς ΖΞ ΝΕ 
πλευρᾶς τοῦ ρόμβου καὶ τοῦ τετραγώνου τῆς “ἷ ΚΝ 
ἀκοστάσεως τοῦ σημείου Ῥ ἀπὸ τῆς κορυφῆς Β. ,." Ἥ 


(Ν. Α. 1864, ο. 414). 


ἢ 
Η 
ἐ 
"ΑἊς προεκτείνωμεν τὴν ΡΒ μέχῥι τῆς ὰ ν 
ουναντήσεώς τῆς Ζ μετὰ τῆς περιφερείας ἐξῆν» ᾿αδὴ 
(8, ΒΑ --Ξ α). "Ἔχομεν ς΄ ΄" 


ΡΑΙΡΓ-ΡΕ.ΡΖ -- (α -ἰ8) (α--β)͵κα-β. πὸ 
“Αλλὴ ἀπόδειξις. Γνωρίζομεν ὅτι ἡ δια- 
δορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἑνὸς σημείου Β ἀπὸ δύο 
ἄλλων Α καὶ Ρ, ἰσοῦται πρὸς τὴν διαφορὰν τῶν τετραγώνων τῶν 
ἀποστάσεων τῆς προβολῆς Ο τοῦ Β ἐπὶ τῆς ΑΡ ἀπὸ τῶν ἰδίων 
σημείων (δ 7|). 
“ΑἈρα 
Α8Β:--ΒΡν-- α'--β6ι--. (05--ΟΡ5Γ-- ([(Ο-ΟΡῚ (40 -- ΟΡ)ΞΞΆΡ,ΡΓ. 
Σημείωσις. Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις ὀφείλεται εἰς τὸν Μαππβείπι. 
(Ν. Α. 1873, σ. 73). 


Θεώρημα 8δ0--1 


1108. Τὸ γινόμενον ΑΡ. ΓΡ εἰναι 
σταϑερόν: 


1) ᾿ξὰν τὸ σημεῖον Ῥ εὑρίσκεται ἐπὶ 
τῆς προνκτάσεως τῆς διαγωνίου ΑΓ᾽ «τοῦ 
ούμβου ΑΒΓΔ. 

2) ᾿Επίσης, ἐὰν ὁ ρόμβος ἄντικατα-. 


σταϑῇ ὑπὸ γῤρλφαττ ἐμ ΒΑΕΓ, τοῦ 
ὁποίου ἡ διαγώνιος ΒΕ. εἶναι κάθετος εἰς 


νὸ μέσον πῆς ΑΓ. Σι. 34. 
1, β9-- α᾽ ΞΞ- ΟΡ -- ΟΑΆ -Ξ- (ΟΡ -- ΟΑ) (ΟΡ - ΟΑἹ -- ΑΓ ΤΊ" 
2) Β΄ -- α΄-Ξ:β: -- ατΞ ΑΡ.ΓΡ. 


Θεώρημα 380--11 
1107. "Ἐὰν ἢ διαφορὰ τῶν τετραγώνων δύο ἐφεξῆς πλευρῶν τετρα- 
πλεύρου εἶναι ἴση πρὸς τὴν διαφορὰν τῶν τετραγώνων τὼν δύο ἄλλων 
πλευρῶν καὶ αἱ μεγελύξεραι πλευραὶ τῶν δύο ζενγῶν πλενρῶν ἔχουν 
ποινὴν κορυφήν, αἵ διαγώνιοι τοῦ τετραπλεύρου τέμνοντα, ννϑέτως. 
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“Ὑποθέσωμεν πληρουμένην τὴν σχέσιν 
β' -- α' -Ξ- γ᾽ -- 83, 
καὶ ὅτι αἱ μεγαλύτεραι πλευραί, βὶ καὶ γ, ἔχουν κοινὴν κορυφὴν Γ΄. 
Θὰ δείξωμεν ὅτι αἱ ΒΔ καὶ ΑΓ εἶναι 
κάθετοι εὐθεῖαι. 

Εστωσαν Ο καὶ Ο’ οἱ πόδες τῶν 
ἐκ τῶν Β καὶ Δ ἀγομένων καθέτων ἐπὶ 
τὴν ΑΓ’ ἀρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι τὰ σημεῖα 
ταῦτα συμπίπτουν. ᾿Αλλ᾽ εἶναι 

β᾽ -- α -ε ΓΟ" -- ΑΟ' (9 71) 
γϑ -- δ᾽ -- ΓΟ" -- ΑΟ΄"" 
ἄρα: 
ΓΟ’ --ΑΟ᾽ -᾿- ΓΟ" -- αο’, 
καὶ ἡ σχέσις αὕτη δὲν δύναται νὰ 
ἀληθεύῃ παρὰ μόνον ἐὰν τὰ Ο καὶ Ο’ συμπίπτουν. 


Θεώρημα 8δ0-- ΠῚ 


1197 α. Ἑϊς τετράπλευρον μὲ διαγωνίους καϑέτους ἐπ᾽ ἀλλήλας, τὰ 
οὐδ πη τα τῶν τετραγώνων τῶν ἀπέναντι πλευρῶν εἶναι ἴσα. Καὶ ἀντι- 
στρόφως. 


ὧχ. 125. 


Πράγματι: α΄ Ἐγ" τεμ' τ ν" ἘΡ' Τα) 
β' Ἐ δ' τε ν᾽ Ἐρ' ἜμΓ Ἔα". 
ἄρα: α3 -Ἐ γ᾽ Ξ-  β' -ἰ δ". () 


"᾿Αντισερόφως, ἐκ τῆς σχέσεως (1) ἕπεται 
γϑ -- δ᾽ -- β᾽)-- αϑ. 
Δηλ. ἡ ΒΔ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΓ (85 1197). 
Θεώρημα 361 


1198. Ἑϊς τετράπλευρον ΑΒΓΔ, αἴ διαγώνιοι ΑΓ' καὶ ΒΔ τέμνονται 
ὀρθογωνίως. ᾿Εὰν παραμορφώσωμεν τὸ τετράπλευρον, πλησιάζοντες δύο 
ἀπέναντι κορυφὰς αὐτοῦ Α καὶ Γ, δείξατε ὅτι τοῦ νέου τετραπλεύρου 
αἱ διαγώνιοι τέμνονται πάλιν καϑθέτως. ᾿ 


᾿Αφοῦ αἱ διαγώνιοι τοῦ ἀρχικοῦ τετραπλεύρου εἶναι κάθετοι, 
θὰ ἔχωμεν 
β᾽ - α' Ξε ν -- μ᾽ Ξ- γ᾽ -- δ' (Σχ. 725), 


καὶ ἐπειδή, κατὰ τὴν ἀνωτέρω παραμόρφωσιν, τὰ μήκη τῶν πλευ- 
ν μένουν ἀμετάβλητα, ἡ σχέσις καθετότητος τῶν διαγωνίων 
".- αὐ -Ξ γ᾽ -- δ' ἐξακολουθεῖ νὰ ὑφίσταται. Εἶναι, ἑπομένως, αἱ 
σιαγώνιϑι τοῦ νέου τετραπλεύρου κάθετοι πάλιν ἐπ᾽ ἀλλήλας 
(9 1197). 


1198. α. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν πύσάψον 
τρημάτων. τῶν διαγωνίων (τῶν ὡς ἄνω μεταβλητῶν τετραπλεύρων) εἶναι 
σταϑερὰ ποσότης ; 


μὴ Ἔν" Ρ' αὐ τος. (αὐ ἘΡ' Ἐ γ' Ἐ 8). 
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2) Τὰ τετράπλευρα τῶν ὁποίων αἱ διαγώνιοι τέμνονται ὀρθο- 
γωνίως ὀνομάζονται καὶ ὀρϑοδιαγώνια (ον ποαϊασοναι:} τετράπλευοα. 

3) Ψευδοτετράγωνον (ρϑβϑυιαο - εατ"ὲ}] καλεῖται τὸ ὀρθοδιαγώνιον 
τετράπλευρον τοῦ ὁποίυυ αἱ διαγώνιαι εἶναι ἴσαι. (λίαιμεεῖδ. 1894, 
σ. 268). 

4) βομβοειδές, τέλος καλεῖται ἔν ὀρθοδιαγώνιον τετράπλευρον, 
συμμετρικὸν πρὸς μίαν τῶν διαγωνίων του. 


Θεώρημα 361-- 


1198 β. ᾿Εὰν δύο ὅμοια ρομβοειδῆ ΑΒΓΔ, ΓΔΕΖ ἔχουν μίαν πλευ- 
ρἀν ΓΔ κοινὴν καὶ μίαν γωνίαν Γ κοινήν, ἡ εὐθεῖα ΑἘ ϑὰ εἶναι χά- 
ϑέετος ἐπὶ τὴν ΒΓ, 


1) Ἂς προεκτείνωμεν τὰς ἴσας πλευρὰς ΑΔ καὶ ΔΕ μέχρι τῶν 
σημείων Μ καὶ δ πντιστοίχρει 

᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΑΒΜ, 
ΓΔΝ ἔχουν δύο γωνίας ἀντι- 
στοίχως ἴσας, γωνία Μι,τ:-νΝ 
καί, ἑπομένως, ἡ διχοτόμος τῆς 
γωνίας Δ τοῦ ἰσοσκελοῦς τρι- 
γώνου ΑΔΕ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὴν ΜΝ. Εἶναι, ἄρα, ἡ 
βάσις ΑΕ τοῦ τριγώνου τού- 
του κάθετος ἐπὶ τὴν ΜΝ ἢ ΒΓ. ἔβαν, 

2) Θὰ ἠδυνάμεθα ἐπίσης ΝΣ 


νὰ παρατηρήσωμεν, ὅτι, εἷς πῆς Ἂς 
τὸ τετράπλευρον ΑΒΓΔ, ἡ Εν 
γων. ΑΔΕ -Ξ 3609 -- 2 (α -Ε β) ΣΧ. Τ50. 

καὶ" ὅτι 


γων. ΑΕΔ΄-Ἐ ΔΑΕ -- 2ΔΆῈΕ -- 1809 -- ΑΔΕ -- 2(α -Εβ) -- 1809 
ΔΑΕ Ξε α -Ἐβ --ϑ0.. 
ἴΑρα ΒΑΕ --α 909 -- (α -ΕΒ)-- 90. -- β 
καὶ ΒΑΗ ἘΠΒ -- 909. 
Δηλ. ἡ εὐθεῖα ΑΕΗ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΒΓ. 


Θεώρημα 3552 εἰ ᾿ κ᾿ 


1100. Ταριστῶντες διὰ α καὶ 
β τὰς βάσεις τραπεζίου καὶ διὰ 
δ᾽ τὸ μῆκος τοῦ, διὰ τοῦ κοινοῦ 
σημείου τῶν διαγωνίων, παραλ- 
λήλου πρὸς τὰς βάσεις τμήματος 
ΕΖ ἔχομεν τὴν σχέσιν 
.ς 2αβ 

α-Ἐβ 

4) ᾿Επίσης, ἂν δ᾽ εἶναι τὸ μῆ- 
κος τοῦ τμήματος ΗΛΚ, 


δ 


(8 1109) 
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Θεώρημα 8686--1 
1200, "Ἔστω ὃ τὸ μῆκος τοῦ παραλλήλου πρὸς τὰς βάσεις τραπε- 
ζίου τμήματος ΔΛ καὶ Ἕ ὁ λόγος καϑ' ὃν διαιρεῖ τοῦτο τὰς μὴ παραλ- 
λήλους πλευράς. Δείξατε τὴν σχέσιν 


αν Ῥβμ 
ὃ -------- 1 
τς ( 
Τρεῖς περιπτώσεις δύνανται νὰ πα- 
ρουσιασθοῦν. 


1) Αἱ βάσεις ΑΜ, ΒΝ εὑρίσκονται πρὸς 
τὸ αὐτὸ μέρος τῆς ΜΝ (Σχ. 728) 
Φέρομεν τὴν ΒΝ. Ἔχομεν 


ΔΓ ΛΝ ΔΓ ν 
ἊΜ ΜΝ ἢ αν τ μιν 
“Ὅθεν ΔΓ-- ΤΕΣ 
"Επίσης γλετ εν . 

π΄ ζῃ, πρὶ "Ἄρα δ:- ΘΟ ΈΡΡ . 


2) Μία τῶν βάσεων εἶναι μηδὲν (ΣΧ. 729). 
τύπος (1) ἀνάγεται εἰς 


Α δ- 


᾿ 2 
μῈν γώ 
3) 41 βάσεις ΑΜ, ΒΝ εὑρίσκονται ἑκατέρω- 
ϑὲεν τῆς ΜΝ (Σχ. 730). 
Τότε β 
αν -- ΡῈ 
δ-- ΔΓ --ΓΛ- . 3 
Ἐπ᾿ 9) 
Παρατηρήσεις. 1) Διὰ νὰ ἰσχύῃ ὁ τύπος (1) 
εἰς πάσας τὰς περιπτώσεις, ἀρκεῖ νὰ ϑεωρῶνται 
Ἕ αἰ βάσεις ὁμόσημοι εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν 
Σχ, 730. καὶ ἑτερόσημοι εἰς τὴν τρίτην (85 412 καὶ 436). 
, 2) Ἕνεκα τοῦ ἐνδιαφέροντος τὸ ὁποῖον 
παρουσιάζει τὸ ἜΝ θεώρημα, θὰ προταθῇ ἐπίσης καὶ ὡς 
πρόβλημα (ἔπμ. 8 1436). 
Θεώρημα 8562--11 


1201. "Ἐπὶ τῶν πλευρῶν τριγώνου ΑΒΓ' λαμβάνομεν σημεῖα Δ, Ε, Ζ» 
διαιροῦντα τὰς πλευρὰς κατὰ τὸν αὐτὸν λόγον καὶ κατὰ τὴν αὐτὴν φο- 
ρὰν διαγραφῆς τῆς περιμέτρου τοῦ τριγώνου. Δείξατε, ὅτι τὸ τρίγωνον 
μὲ κορυφὰς τὰ σημεῖα ταῦτα: καὶ τὸ ἀρχικὸν ἔχουν τὸ αὐτὸ σημεῖον 
τομῆς τῶν διαμέσων αὑτῶν. (Πάππος!. 

“Ἔ ΑΔ ΒΕ ΓΖ μ 

στω δὲ τε - αΣ τ ν᾿ 
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Θὰ δείξωμεν ὅτι τὰ τρίγωνα ΑΒΓ καὶ ΔΕΖ ἔχουν τὸ αὐτὸ κοι- 
νὸν σημεῖον διαμέσων. 

Διὰ τοῦ σημείου 6, κοινοῦ τῶν διαμέσων τοῦ ΑΒΓ, φέρομεν 
τυχοῦσαν εὐθεῖαν ΧΎ 
καὶ τὰς καθέτους ἐπ᾽ 
αὐτὴν Αα, Ββ, ΓΥ καὶ 
Δδ, Εε, Ζζ, τῶν ὁποίων 
τὰ μήκη παριστῶμεν “διὰ 
α,β,γ...ζ. Γνωρίζομεν, 
ὅτι διὰ πᾶσαν διὰ τοῦ 
Ο εὐθεῖαν ΧΥ ἔχομεν 


α-- β΄ γ, (9 462) 
Τὸ ἀλγεβρικὸν ἄθροι- 


σμα α -ἘΒ -Ἐγ εἶναι μη- ; ᾿ 
δέν, ἐὸν θεωροῦμεν ὡς τ 
ἀρνητικὰ τὰ μήκη β καὶ γ (ὡς εἰς τὸ σχῆμα). 


1201 α. ᾿Αντισερόφως, ἐὰν κατ᾽ ἀπόλυτον τιμήν, εἶναι 
ἀΞΞβῊ γ' 


ἡ εὐθεῖα ΧΥ θὰ διέρχεται διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν διαμέσο ’ 
τοῦ ΑΒΓ (55). Διὰ τὴν ἀπόδειξιν, κατὰ συνέπειαν, τοῦ θεωρήμα- 
τος, θὰ πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι ὃ Ξε ε -Ἐζ. 

᾿Αλλ᾽ εἶναι (8 1200): 


8:- 5 Ρβ  ς βνυβς κε Ὑνξεαβ. 
μεν τ μεν μῈν 


καὶ ἡ δεικτέα σχέσις ἀνάγεται εἰς τὴν 
αν- μι βν-Ῥγμ τ ὧν Ξ αἱ 
μιν μὲν μ-τν 
α(μ-Ἐ ν)Ξβ (μ Ἐν)- γίμῃ Ἔν), 
καὶ ἥτις ἀληθεύει, ἀφοῦ καθ᾽ ὑπόθεσιν εἶναι 
α:-:Ξβ-Υ. 


1201 β. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα παρέχει ἀφορμὴν διὰ 
διαφόρους παρατηρήσεις. Οὕτω : 

1) Ὃ τόπος τοῦ μέσου Λ τῆς ἘΖ εἶναι ἡ εὐθεῖα ΔΑΙΝ, ἡ συνδέουσα τὰ 
μέσα Μ, Ν τῶν ΓΑ καὶ ΓΒ. 


᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΔΟΛ εἶναι διάμεσος τοῦ ΔΕΖ αἱ δὲ διάμε- 
σοι τῶν δύο τριγώνων διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ο, διαι- 


ροῦντος ἑκάστην αὐτῶν εἰς τὰ Ξ τοῦ μήκους τῆς ἀπὸ τῆς κορυ- 
φῆς. Αρα 


ἢ τὴν 


61. Σημ. μετ. Ἕ ἀπόδειξις τοῦ ἀντιστρόφου τούτου δὲν ἀναφέρε- 
τα!, Εἶναι ἄλλωστε πολὺ ἀπλῆ. 
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καὶ τὰ τρίγωνα ΑΔ, ΜΟΛ εἶναι ὅμοια. Εἶναι, ἑπομένως, ἡ ΜΛ 
ταράλληλος πρὸς τὴν ΑΔ καὶ ΜΔΛΝ ἡ συνδέουσα τὰ μέσα τῶν 
ΓΑ καὶ ΓΒ εὐθεῖα. 

2) Πᾶσα εὐθεῖα ΕΖ, διαι- 
ροῦσα τὰἀς πλευρὰς ΓΑ, ΓΒ 
εἰς μέρη ἀντιστρόφως ἀνά- 
λογα ἀπὸ τῆς κορυφῆς Γ, εἴ- 
ναι ἐφαπτομένη εἰς παραβο- 
λήν, ἐφαπτομένην ἐπίσης τῶν 
ΓΑ καὶ ΓΒ εἰς τὰ Α καὶ Β 
(Ὁ. πὸ 712). Ἢ δὲ εὐθεῖα ΜΝ 
ἐφάπτεται ἐπίσης τῆς καμπύ- 
λης αὐτῆς εἰς 1 καὶ ἀποβαίνει 
ἡ ἐφαπτομένη εἰς τὴν κορυφὴν 
ὅταν ΓΑ --: ΓΒ, 

Δηλ. ἡ πευιβαλλουσω τῆς πλευ- 

᾿ οᾶς; ΕΖ εἷναι ἡ πιραβυκὴ ΑἸΒ, 
'Ἕκάστη τῶν ἄλλων πλευρῶν ΔΕ, ΔΖ περιβάλλει ἐπίσης μίαν 
παραβολήν. ΑἹ τρεῖς αὗται παραβολαὶ ὀνομάζονται ταυαβολαὶ τοῦ 
ἅτνιτι, ἐκ τοῦ ὀνόματος τοῦ καθηγητοῦ ὅστις ἐπέσυρεν τὸν προσο- 
χὴν ἐπ᾿ αὐτῶν, τὸ 1884. Σχετικῶς, πολὺ ἐνδιαφέροντα ἄρθρα ἐδη- 
μοσίευσαν ΟἹ Βτυςατά καὶ Ο. ὃς Ιοπρυπαπιμε εἰς τὸ ὑομνπαὶ ἀδς 
γιαβί. ἐἰδννι. δὲ «μϑοϊαίο8, (1885, σ. 76 καὶ 890, υ. 149) 

3) Εἰς τὸ τιν Βιβλιον θὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι, ἐκ, τῶν τριγώνων 
ΔΕΖ, τὸ ἐλαχίστης ἐπιφανείας εἶναι τὸ τρίγωνον ΚΝ τῶν μέσων 
τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 

4) Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα (1201) εἶναι ἡ γεωμετρικὴ διατύπωσις 
τοῦ ἑπομένου θεωρήματος τοῦ Πᾶαπιτοι' 

᾽Εὰν τρία ὑλικὰ σημεῖα μὲ ἔσας μάζας, τωπιϑετημένα ἀρχικῶς εἰς τὰς 
κορυφὰς τοιζώνου, ἐκκινήσουν ταυτοχούνως, κινούμενα ἐπὶ τῶν πιειοῶν τοῦ 
τυιγώνου κατὰ τὴν αὐτὴν φορὰν διαγραφῆς τῆς περιμέτρου καὶ μὲ ταχύτη- 
τας ἀναλόγους τῶν πλευρῶν ἐφ᾽ ὧν κινοῦνται, τὸ κέντρον βάρονς τοῦ συ- 
στήματος αὐτῶν ϑὰ μένῃ ἀμεταβλητον. (Ν. Α΄, 188], σ. 337). 

Ἔκ τοῦ ϑεωρήματος τῆς συνθέσεως παραλλήλων δυνάμεων καὶ 
ἐκ τοῦ ὁρισμοῦ τοῦ κέντρου βάρους ἐνὸς τριγώνου ἡ ἀπόδειξις τῆς 
προτάσεως τοῦ Πάππου καθίσταται πολὺ εὔκολος. 

Ὑποθέσωμεν τρία ἴσα βάρη, Ρ, τοποθετημένα ταυτοχρόνως εἰς 
τὰ σημεῖα Δ, Ε, 2 τὰ διαιροῦντα τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου ΑΒΓ 


κατὰ λόγον -ἔ- , Δυνάμεθα νὰ ἀντικαταστήσωμεν τὸ εἰς Δ τοπο- 


ρον 


, : νΡ ΒΡ : 
θετημένο ἀ διὰ δύο βαρῶν ------ , τοποθετημέ- 
ημένον βάρος μ᾽ δι βαρ πεν μττν ημ 


νῶν εἷς τας κορυφὰς Α καὶ Β καὶ ἀντιστρόφως ἀναλόγων τῶν 
ἀποστάσεων ΔΑ καὶ ΔΒ. ᾿Επίσης, τὸ εἰς Ε βάρος δύναται νὰ 


ἀντικατασταθῇ διὰ τῶν βαρῶν τ εἰς τὸ 8 καὶ πεν εἰς τὸ Γ. 


Ἔν 
᾿Αναλόγως διὰ τὸ βάρος εἰς τὸ 2. 
ῬἙ κάστη, οὕτω, κορυφὴ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ εὑρίσκεται φορτι- 


σμένη διὰ τῶν βαρῶν ΤΕΣ ἐξ τρ-, ἢ μ καί, κατ΄ ἀκολου- 


μ-ν 
αν, τὸ κέντρον βάρους τοῦ συστήματος (Δ (ρ), Ε (Ρ). Ζ (Ρ)) συμ- 
ἴπτει πρὸς τὸ τοῦ (Α (ρ). Β (Ρ), Γ (Ρ)}), δηλ. πρὸς τὸ κέντρον βά- 
ῥους Ο τοῦ ΑΒΓ τριγώνου. 
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1201 γ. "Αλλη ἀπόδειξις. Ἢ θεώρησις βοηθητικῶν στερεῶν ἢ τῶν 
προβολῶν ὁδηγεῖ εἰς πολὺ χρησίμους μεθόδους πρὸς ἀπόδειδιν 
ὡρισμένων θεωρημάτων. Εἰς τὰ παραδείγματα ἅτινα ἐδώσαμεν 
ἤδη (88 174, 176, 177), δυνάμεθα νὰ προσθέσωμεν καὶ τὸ ἀκό- 
λουθον: 

Γνωρίζομεν, ὅτι ἕν τυχὸν τρίγωνον δύναται νά προβληθῇ ἐπὶ 
ἐπίπεδον κατὰ ἰσόπλευρον τρίγωνον ἤ, ὅπερ τὸ αὐτό, ἕν τριγωνι- 
κὸν πρῖσμα, ἔχον ὡς τομὴν δοθὲν τρίγωνον, δύνατα! νὰ τμηθῇ 
κατὰ ἰσόπλευρον τρίγωνον (8 1844 α, Σημ.). 

Ἔστωσαν ΑΒΓ καὶ αβγ τὸ δοθὲν τρίγωνον καὶ τὸ ἐκ προβο- 
λῆς αὐτοῦ ἐπὶ κατάλληλον ἐπίπεδον ἰσόπλευρον, δ, ε, ζ αἱ προβο- 
λαὶ τῶν σημείων Δ, Ἕ, Ζ. ᾿Επειδὴ οἱ λόγοι διατηροῦνται κατὰ τὰς 
προβολάς, θὰ ἔχωμεν τὰς σχέσεις : 


αὖ ΑΔ βε ΒΕ γ΄ ΓΖ 
αὸ ΑΒ βὺὰὶ ΒΓ ’᾿,γ ΓΑ 
᾿Αλλ᾽ εἶναι καθ᾽ ὑπόθεσιν : 
ΑΔ ΒΕ ΓΖ 


ἊΒ δγ᾿ γὰ 


αὖ βὲ κγζ 
αβ βΥ γα 
᾿Επειδὴ αβ -- βγ -- γα θὰ εἶναι καὶ αδ -- βε -- γζ, ἢ τὰ τρίγωνα 
αδζ, βδε, γεζ ἴσα καὶ τὸ δεζ τρίγωνον ἰσόπλευρον, 
᾿Αλλ᾽ εἶναι φανερὸν ὅτι τῶν ἰσοπλεύρων τριγώνων αβγ καὶ 
δεζ αἱ διάμεσοι διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. Αρα καὶ αἱ 
διάμεσοι τῶν τριγώνων ΑΒΓ καὶ ΔΕΖ, ὧν τὰ πρῶτα εἶναι προ- 
βολαί, θὰ διέρχωνται ἐπίσης διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 
᾿Ενδιαφέρον συμπλήρωμα τοῦ προηγουμένου θεωρήματος εὑρί- 
σκεται εἰς τὴν Διαιίποϑβὶς (1907 σ. 98, πὸ 9’ Αρτοπιοποῖλ). 


Θεώρημα 362-- 11] 


ἄρα καὶ 


1201 δ. ᾿ΕἘπὶ τῶν πλευρῶν τριγώνου ΑΒΓ κατασκενάζομεν τρίγωνα 
ὅμοια πρὸς ἄλληλα ΑΑ΄Β, ΒΒΤ, ΓΓΊΑ καὶ κείμενα πάντα ἐκτὸς τοῦ 
τριγώνον ἣ πάντα πρὸς ἐκεῖνο τὸ μέρος τῆς χοινῆς αὐτῶν πλευρᾶς μετὰ 
τοῦ τριγώνον ΑΒΓ πρὸς ὃ κεῖται καὶ τὸ τρίγωνον. Δείξατε ὅτι τὸ χκοι- 
νὸν σημεῖον τῶν διαμέσων τοῦ τριγώνου Α΄ Β΄ Γ΄ εἶναι τὸ αὐτὸ μὲ ἐκεῖνο 
τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 


Ἂς φέρωμεν τὴν συνδέουσαν τὸ Α΄ μὲ τὸ μέσον Μ τῆς ΑΒ 
εὐθεῖαν καὶ ἃς λάβωμεν ἐπ’ αὐτῆς τμῆμα ΜΔ -- ΜΑ΄. Τὸ τρίγω- 
νον ΑΔΒ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ΒΑΓΑ. Θὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τὸ τε- 
τράπλευρον ΔΒ΄ΓΓ΄ εἶναι παραλληλόγραμμον. 

1) Τὰ τρίγωνα ΔΒΒ΄ καὶ ΓΑΒ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν 
γωνίαν ἴσην περιεχομένην μεταξὺ πλευρῶν ἀναλόγων’ ἐπειδὴ 


γῶν. ΑΒΓ -- ΔΒΒ΄ καὶ ἜΓ το ΒΒ’ 


ΑΒΔ καὶ ΓΒΒ΄. Ἔκ τούτου ἕπεται ὅτι ἡ κλίσις τῶν ὁμολόγων 
πλευρῶν ΔΒ΄ καὶ ΑΓ εἶναι ἴση πρὸς τὴν γωνίαν ΔΒΑ, ἴσην πάλιν 
πρὸς τὴν Γ΄ΓΑ, Εἶναι λοιπὸν αἱ ΓΓ’ καὶ ΔΒ΄ εὐθεῖαι παράλληλοι 
καὶ τὸ αὐτὸό᾽ συμβαίνει καὶ διὰ τὰἀς ΔΓ’ καὶ ΓΒ΄: εἶναι ἄρα τὸ 
τιῆμα ΔΒ'ΓΓ΄ παραλληλόγραμμον. 


, ἕνεκα τῶν ὁμοίων τριγώνων 
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2) Ἑἰὶς τὸ τρίγωνον ΔΙΑ΄, αἱ διάμεσοι ΓΜ καὶ Α΄Ν τέμνονται 
εἰς τὰ δύο τρία τῶν μηκῶν των’ ἀλλ᾽ ἡ ΓΜ εἶναι μία τῶν διαμέ- 
σων τοῦ δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ, ἡ δὲ Α΄Ν μία τῶν διαμέσων 


Σι 3. 


τοῦ τριγώνου Α΄ Β΄Γ΄. Ἔχουν, κατὰ συνέπειαν τὰ δύο ταῦτα τρί- 
γῶνα τὸ αὐτὸ κέντρον βάρους 6. 


1201 ε. Σημείωσις. Διὰ τὴν ἀπόδειξιν βλέπε ἐπίσης τὴν Γεωμε- 
τρίαν τῶν Βομομό καὶ (οπιθετοιιβθα. (1891. Σημ. ὑπὸ Νευβϑοῖς, σ. 
462, πο 38). 

Τὸ προηγούμενον θεώρημα εἶναι γενίκευσις τοῦ Θεωρ. (8 1201) τοῦ 
Πάππου’ προσφέρεται δὲ καὶ τὸ ἴδιον εἰς γενικεύσεις, ὡς ἔδειξαν 
οἱ Νευθετρ, Βεβ8], [υαἰδαπί. (Μαιμεϑὶβ, 1881, σ. σ. 166, 167. δ΄. Α. 
1881, σ. 337' Ργο)εοίϊονιβ δἰ οοπίνε---ρνο͵θείϊοπβ, ὑπὸ Νδυθεγρ, σ. 52). 


Θεώρημα 368--.}}» 


1201}. ᾿Ἐὰν ἕν τρίγωνον εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς ἄλλο, ὅμοιον πρὸς 
αὐτό, αἱ προβολαὶ τῶν πλευρῶν του ἐπὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν τοῦ πε- 
οιἰγεγραμμένον τριγώνου εἶναι τὰ ἡμίση τῶν τελευταίων τούτων πλευ- 
ρῶν. (Ε. (εβατο). 


(Βλ. Μαιβεεῖς, 1885, σ. 134, ζήτ. 274). 
Θεώρημα τοῦ “5. Ἀορεγίς 868 


1202. Ἑὶϊς ἰσοσκελὲς ἀρϑρωτὸν τραπέζιον, τοῦ ὁποίον αἱ δύο ἴσαι 
πλευραὶ καὶ αἱ διαγώνιοι ἔχουν ἀμετάβλητα μήκη, εὐθεῖα ΡΜΝΛΔ, ἀγο- 
μένη διὰ σταϑεροῦ σημείου Ρ ἐπὶ τῆς πλευρᾶς ΑΒ καὶ παραλλήλως 
πρὸς τὰς βάσεις, ὁρίζει τμήματα ῬΝ, ῬΝ, τῶν ὁποίων ᾿ὁ γινόμενον 
εἶναι σταϑερὸν διὰ πᾶσαν παραμόρφωσιν τοῦ σχήματος. (Νοιμυοίίε (ον- 
νεϑροπάαποε τοῦ ζαίδ]απ, 1877, σ. 132). 
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᾽Ας εἶναι 
ΑΡΞμ, ΒΡτ-εν, ΑΒ ΓΔεεβ, ΑΓ -ῥ|βΒδΔ -ξα. 
Θὰ ἔχωμεν 
Ρ μ μ 
-επ-- -----ττ- ὦ ΡΜ ΕΒΓ. ᾿ 
ΒΓ ΜῈ μῈν 
ΡΝ ν ν 
ἌΛτ τ ΡΝ--ΑΔ. πῦ 
καὶ 
Ξ- ἐμντεξι 
ΡΜΟ.ΡΝΞΕΑΔ.ΒΓ. τ Ἐν): 


᾿Επειδὴ τὸ τραπέζιον, ὡς ἰσοσκελές, 
εἶναι ἐγγράψιμον, τὸ γινόμενον τῶν 
διαγωνίων του εἶναι ἴσον πρὸς τὸ 
ἄθροισμα τῶν γινομένων τῶν ἀπέναντι 
πλευρῶν, ἢ 
ΑΔ. ΒΓ -Ξ α -- β5". 
'Επομένως : β 
(α3---β5) .μν 
ῬΜ.ΡΝ -Ξ τ ΄͵ ποσότης σταθερά. 
(μ-Ἐν» ἀοόνοον 
Παρατηρήσεις. 1) ΜΡΙ.ΜΛΞΕΡΜ.ΡΝ, 


καί, ἑπομένως, τὸ σημεῖον Ρ, ἢ Μ, δύναται νὰ ληφθῇ ὡς πόλος 
ἀντιστροφῆς (8 1203 αὐ). 

2) Τὸ μὴ κυρτὸν τετράπλευρον ΑΒΔΓ, εἰς τὸ ὁποῖον ΑΓ-ΞΒΔ 
καὶ ΑΒ Ξ ΓΔ ὀνομάζεται καὶ ἀντειπαραλληλόγραμμον. (ΒᾺ. Ποείος, 
Ν. Α., 1867, (2) ΝῚ, σ. 57 καὶ Νευδοτγρ, Μαϊιεδὶδβ, 1887, Ὁ. 227). 

3) Ἂν Ε τὸ σημεῖον τομῆς τῶν σῶν διαγωνίων, θὰ εἶναι προ- 
φανῶς ΑΕ -Ἐ ΕΒ -Ξ ΑΓ -Ξ στθ.: κατὰ τὰς παραμορφώσεις ἑπομένως 
τοῦ ἀρθρωτοῦ τετραπλεύρου, καθ᾽ ἃς ἡ πλευρὰ ΑΒ διατηρεῖται 
ἀκίνητος, τὸ σημεῖον τομῆς Ε τῶν διαγωνίων αὐτοῦ γράφει ἔλ- 
λειψιν μὲ ἐστίας τὰ σημεῖα Α καὶ Β. 


1208. Σημείωσις ἐπὶ τῶν ἀντιστροφέων. ᾽Ο ἀντιστροφεὺς τοῦ 
Ῥανιοξὶ ον ἐπέλυσε διὰ πρώτην φορὰν τὸ πρόβλημα τσῦ αὐστη- 
ροῦ μετασχηματισμοῦ (διὰ μηχανικῶν μέσων) μιᾶς κυκλικῆς κινή- 
σεὼς εἰς εὐθύγραμμον (καὶ τἀνάπαλιν). ἪἫ ἀνακάλυψις αὕτη ἐδη- 
μοσιεύθη εἰς γενικὰς γραμμὰς καὶ ὑπὸ΄ μορφὴν προτάσεως τὸ 1864, 
εἰς τὰ Νομυεϊ ίο8 ΑἩπαὶοθ ἀρ πιαϊμόνναϊϊᾳμμ68 ο. 414. Εἰς τὸ ἴδιον 
περιοδικὸν (1873, σ. 71), ὁ συγγραφεὺς ἐκθέτει λεπτομερῶς τὰ 
κατ᾽ αὐτὴν ἐνωρίτερον, ἐν τούτοις, ὁ Ιὐἰρκίηε (Πετρούπολις), εὖ- 
ρὼν καὶ αὐτὸς τὴν ἰδίαν λύσιν τοῦ προβλήματος τὸ 1870, ἀνέ. 
πτυξε τὴν θεωρίαν καὶ περιέγραψε τὴν συσκευὴν ἐνώπιον τῆς 
᾿Ακαδημίας τῆς Πετρουπόλεως τὸ 1871. 

᾿Απὸ τῆς ἐποχῆς αὐτῆς, αἱ μελέται καὶ αἱ ἀνακαλύψεις ἐπὶ τῶν 
ἀντιστροφέων διεδέχοντο ἀλλήλας ταχέως, ᾽Ο ϑγΙνεϑίεν (1814 - 
1897), ἐπιφανὴς ἄγγλος γεωμέτρης, ἔκαμεν τὸ 1874 μίαν ὡραίαν, 
ὅσον καὶ σοφήν, διάλεξιν ἐπὶ τοῦ μετασχηματισμοῦ τῆς κυκλικῆς κινή- 
σεως εἰς εὐθύγραμμον. Δύο ἄλλοι συμπατριῶται αὐτοῦ οἱ Ἡατί καὶ 
Κεταρςε, ἐπεννόησαν νέα πρότυπα, ἐνῷ ἐν τῷ μεταξὺ ὁ Ρεδαυςεῖϊϊετ 
ἐξηκολούθει νὰ ἀνευρίσκῃ νέα ἀρϑρωτὰ συστήματα. 
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ὋΟ ἀντιοτροφεὺς τοῦ Ἠατὶ ἔχει πέντε στελέχη καὶ βασίζεται ἐπὶ 
τῆς προτάσεως τοῦ 8. ΕοΡετγί5 (8. 1202), ἐνῷ ὁ τοῦ Ῥεαδυςε!]ἕετ ἔχει 
ἑπτά, ὡς καὶ ὁ τοῦ Κειπρε (Ν. Α., 1875, σ. 552). 'Ο ἀντιστροφεὺς 
τοῦ τελευταίου τούτου στηρίζεται ἐπὶ τοῦ ἑπομένου θεωρήματος. 

«Δίδεται ρόμβος ΑΒΓΔ καὶ σημεῖον 
Ο ἐπὶ μιᾶς τῶν διαγωνίων του σχη- 
ματίξζετας οὕτω τετράπλευρον ΑΟΓΔ 
ὀρϑοδιαγώνιον, ᾿Επὶ τῆς ΟΓ, ὡς ὁμο- 
λόγου τῆς ΓΔ, κατασκενάζομεν τετρά- 
πλευρὸν ΟΓΛΜ ὅμοιον τοῦ ΔΑΟΓ, 
Διὰ δειχϑῇὴ ὅτι ἡ εὐθεῖα ΑΜ εἶναι 
κάϑετος ἐπὶ τὴν ΑΒ». 

Διὰ τὴν ἀπόδειξιν δυνάμεθα 
νὰ χρησιμοποιήσωμεν τὴν ᾿Ανα- 
δοιῇ λυτικὴν Γεωμετρίαν, ἢ καὶ νὰ 

δὼ ἀναζητήσωμεν ἀπόδειξιν διὰ 

τῶν Στοιχείων τῆς Γεωμετρίας 

(8 1198 β). (Βλέπε σχετικῶς Ν. Α., 

1875, σ. 553 καὶ σοπέέτεποεβ. ς Μι Νϑυρεγρ, κατωτέρω ἀναφε- 
μομένας). 

᾿Απὸ τῆς συντάξεως τῆς σημειώσεως ταύτης (1882), ὁ Ἡατι 
ἐγνωστοποίησεν ἕνα νέον ἀντιστροφέα μὲ πέντε στελέχη". εἰς τὸ 
αὐτὸ ἀποτέλεσμα ἔφθασε καὶ ὁ Κεπιρε. 


1208 α. Πόλος ἀντιστροφῆς. Εἰς τοὺς ἀντιστροφεῖς τῶν Ρεδιιοεῖ- 
Πεγ, Ηατὲ κλπ., ὀνομάζονται πόλοι ἀντιστροφῆς αἱ ἀρχαὶ Ρ τῶν ἀν- 
τιστρόφων ἀκτίνων ΡΑ, ΡΥ (Σχ. 723 καὶ 724), ἢ ΡΜ, ΡΝ (Σχ. 734), 
τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον εἶναι σταθερόν. 

Εἰς τοὺς ἀντιστροφεῖς τούτους, ἐξαιρουμένου ἐκείνου τοῦ 
Κεπιρε, ὁ πόλος ἀντιστροφῆς καὶ τὰ δύο ἄκρα τῶν ἀντιστρόφων 
ἀκτίνων κεῖνται. ἐπ᾿ εὐθείας. : 

Διὰ πᾶν- σχετιζόμενον μὲ τοὺς ἀντιστροφεῖς, χρήσιμος ἀποβαί- 
νει ἡ μελέτη τῶν ἐπομένων ἄρθρων: 

Εἰς τὰ Δομυοίϊο5 ἰππαῖὶοβ ὧδ γιαϊμβόηιαιίημος; Νοίος ϑμν Μπα ηἴι6- 
ϑίϊοτι ἀ6 σέοηιέόίγια ἀα σονῖραβ, ὑπὸ Ῥεδιςο εν (1873, σ. 71).- δὼν 
(68 ϑιψβίδηιοβ 46 ἰΐσεβ αὐτο μιέο8, ὑπὸ Δ΄. ᾿ϊρυΐηε, ργοίενϑομν ἃ Οάξ8δα 
ὑπὸ τοῦ ἰδίου Ῥεαποο! ες (1881, σ. 153).--- ΕἸμάε ἀμ γαρροῦΐ (δ 
υἱέο8865 ἀές γιομυσγηθηίς ἁ εοπβιαόνονῦ ἀαη8 {ἵπυονϑομν Ῥρομασοίζϊον, 
ὑπὸ Μ. ' Οεαρπο, (1881, σ. 456’ 1884, σ. 199 καὶ 1882, ο. 153, ἄρ- 
θρον ὑπὸ Πϊρΐπε. 

Εἰς τὴν Διοιυείϊε (ογ"εϑροηάαπος ηιναϊμόηπιαίϊ με εὑρίσκονται 
δύο πολὺ ἐνδιαφέροντα ἄρθρα. Τὸ πρῶτον (1579, σ. 129); [ἐ8 
Οοηῖραβ οοπιροβδὸς τοῦ Ῥεδιυςε!]ἶεγ, Ηαγίς, Κεπῖρα ὑπὸ Ρ. Μαμῃβίος, 
καὶ τὸ δεύτερον (1877, σ. 129 καὶ 177): δὼ» ἰα ργοαιποίίζον ἀτι πιοῖν- 
υθ)νιθηί γεοί στο ἐασαοί, αὐ τισψθη ἀο8 ἴϊ468 ανιἰουιόο8, ὑπὸ Α. - Β, 
Κεπιρς. 

Τὸ 1879, εἰς τὸ Βμ ϊοέϊν, ἀ68 ϑοϊθηοου πιαίϊμόνιαξίφιυιοα, οἱ ἀδίγοπο- 
γεσιθς, ο. 109, 144 καὶ 151, ὁ θατγνουκ ἐδημοσίευσεν διάφορα ἄρ- 
θρα ἐπὶ τῶν ἀρθρωτῶν συστημάτων. 

Τὸ 1886, ὁ Νευδεγς ἐδημοσίευσεν: Ποῖ; σοηβέγοτεα8 8147) φμοίᾳιμε5 
βυδίεηιας ἀδ (ἰσθ8 αγ(ἰσμίόθ8᾽ ἰγασὲ πιδεαπίφμα ἀδ8 ἰΐφπου (τεῦχος 48 
σελίδων). Ἢ ἀπόδειξις τοῦ Θεωρήματος ἐπὶ τοῦ ἀντιστροφέως τοῦ 
Κεπρε εὑρίσκεται εἰς τὴν σελίδα 18 τοῦ τεύχους αὐτοῦ. Βλ. ἐπί- 
σης καὶ τὴν πολὺ ἁπλῆν ἀπόδειξιν ἣν ἐδῶσαμεν (8 1198 β). 
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Εἰς τὴν Μαιβεδὶα (1894, σ. 111) ὑπάρχει μία μελέτη : 9μν ᾳμοεὶ- 
αὐιοα δυδίὀτλοϑ ἀδ ἰΐσιιε8 αν νον όε8, ὑπὸ ΒΕ. Βτίςατά. 

Εἰς τὰ Νομυεῖϊοδ Απηπαὶθδ ἀὲ πιαϊμέγηαί φυιο8 (1002, σ, 127), ὁ 1. 
Ἀενέϊ|ς ἐδημοσίευσε μίαν πολὺ ἐνδιαφέρουσαν γεωμετρικὴν σπου- 
δὴν ἐπὶ τοῦ ϑινϑέότηε ατἰϊομίὸ ἀς Ηατί μὲ πέντε στελέχη, τὸ ὁποῖον 
ἐπιτρέπει τὴν χάραξιν μιᾶς εὐθείας ἢ περιφέρείας. Τὸ σύστημα 
τοῦτο οἱ Ὁαγῦουχ καὶ Κῦπὶμ8 εἶχον μελετήσει διὰ τῆς ᾿Αναλύσεως. 

Εἰς τὸ τρίτον μέρος τῶν Ηέογέαϊίοτϑ νιαϊπόηικαί φιι69 εἰ Ῥτοδὶνηοα 
τοῦ Ν᾽. Ἀοτδε - ΗαΙΐ, μετάφρασις τοῦ ΕἰΐΖ - Ραϊτίεϊ, ὁ σοφὸς καὶ 
πολυμαθὴς Α. ΑὐντΥ δίδει μίαν πολὺ ὡραίαν μελέτην ἐπὶ τῆς 
Οἐξονιέϊτὶε ἀεθ ϑυδίδνηεβ ανἰϊοωϊέθ. Προγενεστέρως, τὸ 1900, ὁ ἴδιος 
εἶχε δημοσιεύσει μίαν ἀξιοσημείωτον ἐργασίαν : Εϑέμαϊοθ 8οῦνα ἰοᾶ 
ἄμε τ ον τ Ήτάμα εἰς τὸ ΕἸ Ῥνορύεδϑο τιαϊεηιά(ΐοο (Σαραγόσα, 1900, 
σ. 337. 363). 

Θεώρημα 358-- 


1208 β. "Ἐπὶ δύο ἀπέναντι πλευρῶν ΑΒ, ΓΔ ἑνὸς τετραπλεύρου κα- 
τασκευάζομεν, ἐξωτερικῶς αὐτοῦ, τρίγωνα ΑΑ΄ ἢ, ΓΓ'Δ καὶ ἐπὶ τῶν δύο 
ἄλλων, ἐσωτερικῶς τοῦ τετραπλεύρου, ἄλλα ὄὃνο ΓΒ Β, ΑΔ'΄ Δ ὅμοια καὶ 
τὰ τέσσαρα πρὸς δοϑὲν τρίγωνον. Δείξατε,. ὅτι τὸ σχῆμα Α᾽ Β΄ Γ΄ Δ΄ εἶναι 
παραλληλόγραμμον. (Η. ἴα Αὐδεῖ, Μαιποεὶδ, 1θ81,σ. 167). 


᾿Απόδειξις ἀνάλογος τῆς τοῦ πρώτου μέρους τῆς προτάσεως 
τῆς 8. 1201 δ. 
Θεώρημα 3695--1] 


.12309γ. 'Ἐπὶ τῶν πλευρῶν τετραπλεύρου. τυχύντος ΑΒΓΔ κατασκενά - 
ζομεν ἰσοσκελῆ ὀρϑογώνια τρίγωνα, ἔχοντα τὰς πλευρὰς ταύτας ὡς ὑπο- 
τεινούσας. Δείξατε, ὅτι αἱ διαγώ- 
νιοι ΑΤ΄͵ Β΄ Δ΄ τοῦ οὕτω σχημα- 
τιζομένου τετραπλεύρου Α΄ Β΄ Γ΄ Δ΄ 
τέμνονται καϑέτως καὶ εἶναι ἴσαι. 

1) Εἶναι κάθετοι ἐπ᾽ ἀλλή- 
λας ἐπειδὴ εὑρίσκονται ἐπὶ 
τῶν διαγωνίων ΕΘ, ΗΖ τοῦ 
τετραγώνου ΕΖΘΗ, περιγε- 
γραμμένου (κατὰ τὰ ἐν 88 
1020, 1021) εἰς τὸ τετράπλευ- 
ρον ΑΒΓΔ. 

2) Εναι δὲ καὶ ἴσαι. ᾿Ε- 
πειδῇ, ἔστω α ΔΉΝΡΩΣ τοῦ 
τετραγώνου ΕΖΘΗ’ ἡ διαγώ- 
νιος αὐτοῦ ΑΓ΄ εἶναι ἴση 
πρὸς 
ΑΤ΄ -- ΑΈἜ - Γ΄ αὐ () ἡ“ 
ἡ δὲ Δ' Β΄ πρὸς Σ.. Ὧ5. ἃ 
Β΄ Δ΄ -- ΔΖ -ἘῊΒ’ -- αὐ (2) 

᾿Αλλ᾽ εἰς τὸ ἐγγεγραμμένον τετράπλευρον ΑΕΒΑ’ ἔχομεν 


α 
ΑΑα'ἰξξ Α'Β--- -- , 
Υ2 


Γεωμετοία 8ὅ 


καὶ αΧΑΈΞ-ΞΞ(ΑΕ ἘΕΒ)--Ξ 
Χ (ΑΕ ΥΥΞ 
ἢ ΛΈ- ΔΕ ΕΒ (Θεώρ. Πτολεμαίου). 
᾿Αναλόγως : ΘΓ΄Ξ ΞΕ“. 
, ΑΖ. ΔΖ ΑΕ-- ΔΘ 2α 
καὶ Δ'2-- ““- - τ "ὦ τ - 3 
ΤΣ ΤΣ ὦ 
ΒΉ- ΒΗΓ ΕΒΈΘΓ-Ρ2α : 
ΙΝ 2 


᾿Αντικαθιστῶντες τὰ εἰς τὰς ἰσότητας (1) καὶ (2) μήκη διὰ τῶν 
τιμῶν ἐκ τῶν (3), εὑρίσκομεν 


ΑὙΓ'-- ΛΕ ΕΤΘῚ. ΔΘ- ΘΓ μα ξ-- ΔΒ 


Σημείωσις. Ἢ ἐκφώνηοις τῆς προτάσεως αὐτῆς ὀφείλεται εἰς 
τὸν Ε. Οο!Πί κοι (Α. Ρ., Μαγϑεί 6, σ. 53). 


Θεώρημα 83δ4 


1304. Ἑὶϊς τυχὸν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων 
᾿τῶν διαγωνίων εἶναι διπλάσιον τοῦ ἀδοοίσματος 
τῶν τετραγώνων τῶν τμημάτων : ἅτινα συνδέουν 
τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν. 


Τὰ μέσα τῶν πλευρῶν εἶναι κορυφαὶ πα- 
ραλληλογράμμου, τοῦ ὁποίου αἱ πλευραὶ εἴ- 
ναι τὰ ἡμίση τῶν διαγωνίων (ὃ 542). Εἰς πᾶν 
δὲ παραλληλόγραμμον, τὸ ἄθροισμα τῶν τε- 
τραγώνων τῶν πλευρῶν εἶναι. ἴσον πρὸς τὸ 
ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν διαγωνίων 
(56 1190). Ἑπομένως, 


Σ.. 198. 2μ' -ἰ 2ν" Ξρ5 -ἰ σ᾽ 
καὶ 4μ᾽" - 4ν" -Ξ 2 (ρ5" -Ἰ σ"). () 
᾿Αλλὰ 4 μ' -- (ἢ μ)" -Ξ ζ», 4 νϑ -- (2 ν)" -- θ᾽ 


ζ᾽ ἘΞ -- 2(ρ" -Ἐ- σ᾽). 


Σημείωσις. Τὸ θε μα τοῦτο, προ σΘν εἰς τὰ 4ππαὶδ8 ἀδ Θεν- 
φσοπη (τόμ. [ϊ, 1611 - 1812, ο. 196) ἐλύθη ὑπὸ τῶν Επεοοπίνε, Ποοδιαί 
κλπ., τῶν ὁποίων τὰ ὀνόματα ἀπαντῶνται συχνὰ εἰς τὰ Απηπαίεθ. 
Ἡ σπουδὴ τῆς προτάσεως αὐτῆς ἤγαγεν εἰς διάφορα ἄλλα θεω- 
ρήματα καί, ἰδιαιτέρως, εἰς τό: Εἰς πᾶν τετράεδρον, τὸ ἄθροισμα 
τῶν τετραγώνων δύο ἀντικειμένων ἀκμῶν, πλέον τὸ διπλάσιον. τα- 
τράγωνον τοῦ ἑνοῦντος τὰ μέσα αὐτῶν τμήματος, εἶναι τὸ αὐτὸ 
καὶ διὰ τὰ τρία ζεύγη ἀντικειμένων ἀκμῶν (ὡς ἀνωτέρω, σ. 314), 
καθὼς καὶ εἰς τὸ ἀκόλουθον θεώρημα τοῦ Εαπϊοτ: 
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Θεώρημα τοῦ ξωϊεν 366 


120δ. Ἑὶϊς πᾶν τετράπλευρον, τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν 
πλευρῶν ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν διαγωνίων, 
ηὐξημένον κατὰ τὸ τετραπλάσιον τετράγωνον 
τοῦ ἐνοῦντος τὰ μέσα τῶν διαγωνίων τμή- 
ματος. Β 

“ας συνδέσωμεν τὸ μέσον Ε τῆς μιᾶς 
τῶν διαγωνίων μετὰ τῶν κορυφῶν Β καὶ 
Δ. Ἐπειδή αἱ ΒΕ, ΔΕ, ΖΕ εἶναι διάμεσοι 
τῶν τριγώνων ΑΒΓ, ΓΔΑ καὶ ΒΕΔ, ἀντι- 
στοίχως, θὰ ἔχωμεν τὰς ἰσότητας 


α᾽ Ἐβ'ξε2ι" Ἐ 2ν", 

γ᾽ Ἐπ δ'-Ξ2ε' -2ν", 

καὶ ἐκ προσθέσεως κατὰ μέλη 
αὐ Ἔβ' -γ' - δ᾽ -Ξ 21" - 2ε" -Ἐ 4ν». 


᾿Αλλ’ εἶναι ιῬ -᾿ ε᾽ Ξ- 2ρ" - 2μ’". 
ἤΑρα: α'Ἐβ' -Ἐ γ"- δ' -- (2 μ)"- (2ν}" Ὁ 4ρ' 
ἢ α'ἜΡ' Ἐγ"-Ἐ 8' τε ΒΔ' Ἐ ΑΓΕ Ἐ 4ρ'. 


1209. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ θεώρημα ἀληθεύει καὶ εἰς τὸ σερεβλὸν 
τετράπλευρον, διὰ τὸ τετράπλευρον δηλ. διὰ τὸ ὁποῖον αἱ τέσσαρες 
πλευραὶ του δὲν εὑρίσκονται εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπεδον. 

Ἡ ἀπόδειξις εἶναι πανομοιότυπος, μολονότι αἱ διαγώνιοι τοῦ 
τετραπλεύρου τούτου δὲν τέμνονται. 

2) Τὸ θεώρημα τῆς ὁ 1190 εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ ἀνω- 
τέρω᾽ ἐπειδή, ἐὰν τὸ τετράπλευρον ἀποβῇ παραλληλόγραμμον, τὸ 
συνδέον τὰ μέσα τῶν διαγωνίων τμῆμα ἔχει μῆκος μηδέν. 


Θεώρημα 836δ68--1 


1207, Ἑϊς τυχὸν τραπέζιον, τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν δια- 
γωνίων εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τε- 
τραγώνων τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν, Δ . " 
πλέον τὸ διπλάσιον τοῦ γινομένου τῶν βάσεων. 
Φέρομεν τὸ τμῆμα μ, τὸ συνδέον τὰ 
μεθα τῶν διαγωνίων. [(ατ᾿ ἐφαρμογὴν τοῦ 
εωρήματος τοῦ Ευϊες (8 1205), εὑρί- 
σκομεν : Α Ρ 


α' ἘΡ' τ Υ' Ἔδ' τ ζ9 θ᾽ ἀμ’ (Ὁ) 
᾿Αλλ Ζμεξβ -- ὃ (8 530) καὶ 4μ" ΞΞ β5 - δ᾽ -- 2βδ. (2) 
“Αρα: ζ' -Ἐ θ58-- α -Ἐ γ᾽ -ἰ 2βδ. 

Θεώρημα 39δδ-- 11 
1208. "Ἐὰν ἦ μιχροτερα βάσις τραπεζίον εἶναι τὸ ἥμισν τῆς μεγα- 
λυτέρας βάσεως, τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν διαγωνίων εἶναί 


ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῆς μεγαλυτέρας βάσεως καὶ 
τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν. 
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Τὸ τμῆμα μ, ὡς ἴσον πρὸς τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν βάσεων, ἰσοῦ- 
ται πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς μικροτέρας βάσεως: ἄρα 4μ3-- δ' καὶ ὁ 
τύπος (1) τῆς προηγουμένης παραγράφου. ἀνάγεται εἰς τὸν 

ζ' - θ5 -Ξ α' -β᾽-- γ". 
Α΄’ Θεώρημα τοῦ Πτολεμαίον 8366 
1809, Εἰς πᾶν ἐγγράψιμον τετράπλευρον ΑΒΓΔ, τὸ γινόμενον τῶν 


διαγωνίων εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν 
γινομένων τῶν ἀπέναντι πλευρῶν. 


Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι 
ΑΓ.ΒΔεἭΞαγ- βδ. 


“Ἂς σχηματίσωμεν τὴν γωνίαν ρ ἴσην 
πρὸς τὴν σ. Τὰ τρίγωνα ΔΕΑ καὶ ΔΓ 
εἶναι ἰσογώνια. ἐπειδὴ αἱ γωνίαι τῶν εἰς 
τὰ Α καὶ Β βαίνουν ἐπὶ τοῦ τόξου ΓΔ. 
'Ἑπομένως, 


ἘΣ Ξ ᾿Ξ καὶ βᾶ-- ΑΕ. ΒΔ. 


Τὰ τρίγωνα ΓΔΕ καὶ ΒΔΑ εἶναι ἐπίσης ὅμοια, ἐπειδὴ αἱ γω- 
νίαι τῶν εἰς τὰ Γ καὶ Β βαίνουν ἐπὶ τοῦ τόξου ΑΔ καὶρ -Ἐτεετσ. 


" ΓΕ 
Αρα: ἘΣ Ξ- πε καὶ αγΞ-ΓΕ .ΒΔ. 


Διὰ προσθέσεως λαμβάνομεν 
αγ - βδ--  ΒΔ(ΑΕ - ἘΓ)-Ξ ΒΔ .ΑΓ. 


1209. Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι ἐκεῖνο ποὺ ὑποδει- 
κνύει ὁ Πτολεμαῖος εἰς τὸ ἔργον του Μαϑηματικὴ Σύνταξις, διὰ τὴν 
κατασκευὴν πίνακος παρέχοντος τὰ μήκη χορδῶν ἀντιστοίχων 
δοθέντων τόξων. ᾿ 

Ἔκ τούτου δυνάμεθα νὰ συναγάγωμεν τοὺς κυριωτέρους τύ- 
πους τῆς εὐθυγράμμου Τριγωνομετρίας, ὡς ἔδειξεν ὁ (ἰἀτγηοίΐ εἰς 
τὴν Οέογιδίγίε ἀ6 Ῥοϑιὶίϊοτι αὐτοῦ. 

Σχετικῶς βλέπε τὸ ἄρεγριι δἰϑίονυίφμο τοῦ (Βαςῖες καὶ τὴν Πὶ- 
δίοῖγα ἀ68 υιαϊμόνιαϊ φωεε τοῦ Ῥετάϊπαπὰ Ἡοΐξξες. 

Μίαν πολὺ εὐφυᾶ ἀπόδειξιν τοῦ θεωρήματος τοῦ Πτολεμαίου 
ἔχει δώσει ὁ Μαπεβίοη εἰς τὴν Νοων. Οονγεδροπάαπος πιαίξμόηνα (φιιο, 
1876, σ. 81. Ἢ ἀπόδειξις αὕτη, εἰς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν αἱ 
διαγώνιοι τοῦ τετραπλεύρου εἶναι κάθετοι ἐπ᾿ ἀλλήλας, ἐδόθη 
καὶ ὑπὸ τοῦ Βταδπιηαρσιυρία, ᾿ἱνδοῦ γεωμέτρου τοῦ ΝῚΙΙ αἰῶνος. 

. Εἰς τὸ Τραὶϊό ἀο Οἐονκέίγιο τῶν Ἀουςΐέ καὶ σοταθετγουββε (ἑβδόμη 

ἔκδοσις, σ. 158, π5 240), εὑρίσκεται μία πολὺ ὡραία ἀπόδειξις, 
ἐμπνευσθεῖσα πιθανῶς ὑπὸ τῆς κατασκευῆς τοῦ ϑίυγπι ἑνὸς ἐγ- 
γραψίμου τετραπλεύρου (8 151). 

Βλέπε ἐπίσης καὶ διεἰἐοιὶη, ἀς λα μένια ἐφ ιι6 5 Εἰὀηιοιαἴνο5, 1895- 
1896, ο. 144. 


Β΄ Θεώρημα τοῦ Πτολεμαίου 3567 
1210. Ἑὶς πᾶν μὴ ἐγγράψιμον τετράπλευρον, τὸ γινόμενον τῶν δια- 
γωνίων εἶναι μικρότερον τοῦ ἀϑροίσματος τῶν γινομένων τῶν ἀπέναντι 
πλευρῶν. 
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Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι ΑΓ. ΒΔ « αγ-Ἐ βδ. 

Διὰ τριῶν κορυφῶν Α, Δ, Γ τοῦ τετραπλεύρου ἂς γράψωμεν 
περιφέρειαν καὶ ἂς σχηματίσωμεν πάλιν 
τὴν γωνίαν ρ-Ξσ καὶ τὴν γωνίαν ΔΑΕ 
ἴσην πρὸς τὴν ΓΒΔ (Σχ. 740). 

Ἐπειδὴ τὸ σημεῖον Β δὲν κεῖται ἐπὶ 
τῆς περιφερείας, ἡ γωνία ΓΒΔ δὲν εἶναι 
ἴση πρὸς τὴν ΔΑΓ καί, ἐπομένως, ἡ εὐ- 
θεῖα ΑΕ δὲν συμπίπτει πρὸς τὴν ΑΓ. 

Ἔκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΔΕΑᾺΑ καὶ 
ΔΓΒ λαμβάνομεν: 


8 κοαξ 
ππ-- Ἔ ἢ βόΞ ΑΕ ΒΔ () 
π δὰ ΔῈ 
ΒΒ δ΄ 


᾿Επειδὴ ἡ γωνία ΑΔΒ -Ξτ-“Ἐρ εἶναι ἴση πρὸς ΕΔΓ -ετ- σ, τὰ 
δύο τρίγωνα ΓΔΕ καὶ ΒΔΑ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα τὰς γωνίας εἰς 
τὸ Δ ἴσας καὶ περιεχομένας μεταξὺ ἀναλόγων πλευρῶν. Ἑπομένως, 


ΓΕ 
Ἐξ - --- ἢ αγ--ΒΔ.ΓΕ. (2) 


Διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη τῶν (1) καὶ (2) εὑρίσκομεν 

αγ -᾿ βδ Ξ- ΒΔ(ΑΕ -ἘἘΓ΄. 

᾿Αλλ᾽ εἶναι ΑΕ  ΛΕΓ.» ΑΓ’ κατὰ συνέπειαν 

αγ- δ» ΒΔ ΑΓ. 

Παρατηρήσεις. 1) Ἢ κορυφὴ Β' δύναται, ἀδιαφόρως, νὰ εὑρίοκε- 
ται εἰς τὸ ἐσωτερικὸν ἢ τὸ ἐξωτερικὸν τοῦ κύκλου, χωρὶς μετα- 
βολὴν τῆς ἐκφωνήσεως τῆς προτάσεως." 

2) Ἔκ τῶν δύο αὐτῶν θεωρημάτων τοῦ Πτολεμαίου ἕπεται, ὅτι 
ἐὰν τὸ γινόμενον τῶν διαγωνίων τετραπλεύρου εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα 
τῶν γινομένων τῶν ἀπέναντι πλευρῶν, τὸ τετράπλευρον εἶναι ἐγγοάψιμον. 

Θεώρημα 3867 ---] 

1211. Αἱ διαγώνιοι ἐγγραψίμον τετραπλεύρου εἶναι πρὸς ἀλλήλας ὡς 
τὰ ἀϑροίσματα τῶν γινομένων τῶν πλευρῶν τῶν 
ἀποληγουσῶν εἰς τὰ ἄκρα τῶν διαγωνίων : 

μα ττν ΓΝ. 
ν  αδ-βγ Ἄ 


(Ἢ ἑπομένη ἀπόδειξις ὑποθέτει γνω- 
στὸν τὸν τύπον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώ- 
νου: τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου ΑΔΓ εἶναι 


ἴσον πρὸς Σ , τὸ τοῦ ΑΒΓ ἴσον πρὸς ,» 
τ 
Ξ καὶ τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ ἑπομένως ΥΞ 
νΥ -ἘνΖ Σγ Ὅλη, 
ΞΞΞΞΣ ΞΘΞῚ: 


Ἔστω 28 ἡ διάμετρος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. Γνω- 
ρίζομεν, ὅτι τὸ γινόμενον δύο πλευρῶν τριγώνου εἶναι ἴσον πρὸς 
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τὸ γινόμενον τῆς διαμέτρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας καὶ 
τοῦ ὕψους ἐπὶ τὴν τρίτην πλευράν. Θὰ ἔχωμεν, ἑπομένως, διὰ τὰ 
τρίγωνα ΑΔΓ καὶ ΑΒΓ τὰς ἰσότητας 


γδτ:αν, γὄδν-Ξ 2Ὰ τν Ξῷ ὅν. 
48Ὰ:ν 
αβ-Ξ 282, αβν --- 2Ὰ ᾽ν -Ξ- σ᾿ 


καὶ διὰ προθέσεως 
νΐίαβ - γδ) -Ξ- 4 Χ ἐμβαδὸν ΑΒΓΔ. 
᾿Αναλόγως, εὑρίσκομεν 
μ(αδ -Ἐ βγ) -Ξ- ΔΕ Χ ἐμβαδὸν ΑΒΓΔ. 


᾿Επομένως, 
μ (αὃ -Ἡ βγ) Ξε ν (αβ -᾿ γδ), 
ἀρὴν μ᾽ 
αδἜβγ ν 


1211. Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦτο ἀποδίδεται συχνὰ εἰς τὸν 
Πτολεμαῖον’ εἶναι ἐν τούτοις μεταγενέστερον τοῦ ΥἹέίε. (Ϊπίεν- 
γ»ιδαϊαΐγε 46 Μαϊμένλαι(ἰοϊθπϑ, 1900, σ. 323, πο 1719. Σημ. τοῦ Ραι] 
Ταππετυ). 


Θεώρημα 8ϑ8δ5δ8 


1212. ἘΠ: πᾶν ἐγγράψιμον τετράπλευρον, ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου τοῦ σχηματιζομένου ὑπὸ τριῶν κορυφῶν ἐπὶ τὸ 
τετράγωνον τῆς ἀποστάσεως τῆς τετάρτης χορυφῇς ἀπὸ τυχόντος ση- 
μείον τοῦ ἐπιπέδον τοῦ σχήματος, τὸ ἄϑροισμα τῶν γινομένων αὐτῶν 
διὰ τὰ δύο τρίγωνα μὲ κοινὴν πλευρὰν τὴν μίαν τῶν διαγωνίων εἶναι 
ἶσον πρὸς τὸ ἴδιον ἄϑροισμα διὰ τὰ τρίγωνα μὲ κοινὴν πλενρὰν τὴν 
οὐτον διαγώνιον. (.. Μ.ο ΚΕ. καὶ 5., 1882, σ. 217. Σημ. τοῦ Χ. Απίο- 
τηδτὶ). 

Τὰ θεωρήματα τοῦ Πταλεμαίου συνάγονται εὐκόλως ἐκ τοῦ 
ἀνωτέρω θεωρήματος. 


Θεώρημα 3588--1 
1212 α. ᾿Ἐὰν ἣ ΔΕΖ εἶναι ἢ εὐθεῖα τοῦ δ5,:πβοη διὰ τὸ τρίγωνον 
ΑΒΓ, ἡ σχετικὴ πρὸς τὸ σημεῖον Μ (Σχ. 741 α), 
ϑὰ εἶναι 
ῬΜΑ-Ξξᾳ .ΜΒτ-ξ τσ. ΜΓ. 
Πράγματι, τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΜΖΓ, 


ΜΔΑ εἶναι ὅμοια, ἀπειδὴ αἱ γωνίαι ΜΓΖ, 
ΜΑΔ ἔχουν τὸ αὐτὸ παραπλήρωμα. Ἄρα 


ΜμΜΑ ΜΓ 
τ ΡῬ» 
ἢ ῬΜΑΞ-ΞΕΎ ΜΓ κλπ. 


ὅς. 416 


Παρατήρησις. Ἢ ἀνωτέρω οχέσις χρηοι- 
μεύει διὰ τὴν σπουδὴν τοῦ ἐγγραψίμου 
τετραπλεύρου καὶ μᾶς ὑπεδείχθη τὸ 1907 ὑπὸ τοῦ Ε. Ι,Ἔπιοΐπε. 
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Θεώρημα 3638--1 1 


1218, "Ἔστω περιφέρεια διερχομένη διὰ τῆς κορυφῆς Α παραλληλο- 
ἡράμμου ΑΒΓΔ καὶ τέμνουσα τὰς πλευρὰς αὐτοῦ εἰς τὰ σημεῖα Δ, Μ, Ν. 
Δείξατε τὴν σχέσιν 
ΑΓΑΛ-ΑΒΑΑΜ-ΑΔΑΑΝ. 
“ἃς φέρωμεν τὰς ΛΜ,ΛΝ, ΜΝ. 
᾿Επειδὴ τὸ τετράπλευρον ΑΜΛΝ 
εἶναι ἐγγεγραμμένον, θὰ ἔχωμεν 
τὴν σχέσιν 
ΑΛΜΝΞΑΜΑΟΛΝ -ΈΑΝΑΛΜ, () 


ἐκ δὲ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΒΓ, 
ΛΜΝ τὰς ἀναλογίας 


ΑΓ ΑΒ ΑΔ (2) 
ΜΝ ΔΝ ΜΛ 
Πολλαπλασιάζοντες ἕκαοτον ὅρον τῆς ἰσότητος (1) ἐπὶ ἕκαστον 
τῶν ἴσων τούτων κλασμάτων, εὑρίσκομεν 


παπτ ΑΛ. ΜΝ -Οοὸ ΚἌΜΟΑΝ ἘΞ ΑΝ ΛΜ 


ἢ ΑΓ.ιΑλΞΑΒ.ΑΜ-ΚΑΔ.ΑΝ. 
Παρατήρησις. Τὰ ὅμοια τρίγωνα ΑΒΓ, ΛΜΝ δίδουν ἐπίσης 
ΑΒ ΔΝ 
ΒΓ ΛΜ 
Τὸ θεώρημα τῆς 8 1189 εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ ἀνωτέρω. 
Θεώρημα 858--111 


1218 α. ᾿Εὰν ἐπὶ τῶν πλευρῶν γωνίας Α λάβωμεν δύο μήκη ΑΜ 
καὶ ΑΝ, συνδεόμενα διὰ τῆς σχέσεως β. ΑΜ - δ. ΑΝ ΞΕῚ, ὅπου ὃ καὶ β 
σταϑεραὶ, ἡ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἰς τὸ τρίγωνον ΑΜΝ διέρ- 
χεται διὰ σταϑεροῦ σημείον. (..ὄ ἄ6 Μ. τοῦ Ψμίδεονέ 1905, σ. 87). 

Λαμβάνοντες ΑΒ --β, ΑΔ -Ξθ (Σχ. 742), τὸ προηγούμενον θεώ- 
ρῆμα μᾶς ὁδηγεῖ εἰς τὴν σχέσιν 


ΑΒ.ΑΜΈΑΔΙΑΝ οὶ 
τ ἍΓ.ΑΛ τ τὴ 


ἐξ ἧς ἕπεται ὅτι τὸ σημεῖον Λ εἶναι σταθερὸν ἐπὶ τῆς διαγω- 
νίου ΑΓ. 


ἢ ΑΒ.ΛΜΞΑΔ.ΛΝ. 


Θεώρημα τοῦ Πάσπου 359 


1244. Τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τυχόντος σημείου Μ περιφε- 
οείας ἀπὸ δύο ἀντικειμένων πλευρῶν τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, ἐγγεγθαμ- 
μένου εἰς αὐτὴν ἰσοῦται πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τοῦ ἰδίου 
σημείου ἀπὸ τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν. ᾿ 


Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι: ΜΕ. ΜΘ ΜΖ. ΜΗ ἢ ε.θεΞζ.η. 
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1η ᾿Απόδειξις. Συνδέομεν τὸ σημεῖον Μὶ μετὰ δύο ἀπέναντι κο- 
ρυφῶν, Β καὶ Δ λ.χ., διὰ τῶν εὐθειῶν ΜΒ κξρ καὶ ΜΔ Ξ-σ. 

Τὰ τρίγωνα ΜΒΕ καὶ ΜΔΗ εἶναι 
ὅμοια, ὡς ὀρθογώνια εἰς τὰ Ε καὶ Η 
καὶ ἔχοντα τὰς ὀξείας γωνίας τῶν εἰς 
Β καὶ Δ ἴσας, ὡς βαινούσας ἐπὶ τοῦ 
αὐτοῦ τόξου ΑΜ. 'Ἑπομένως, 


ες. 
“πε () 
Τὰ τρίγωνα ἐπίσης ΜΔΘ καὶ ΜΒΖ 
εἶναι ὀρθογώνια καὶ μὲ ἴσας τὰς γω- 
νίας των εἰς Β καὶ Δ, ὡς ἐκ τοῦ ἐγγε- 
γραμμένου τετραπλεύρου ΜΔΓΒ,. Εἶναι 
ἄρα ὅμοια καὶ 


θ σ 
Σχ. ΤΆ. εἰ - ρὸ (2) 
Διὰ πολλαπλασιασμοῦ κατὰ μέλη τῶν (1) καὶ (2), εὑρίσκομεν 
εθ ρσ 
--------- εθ -- ζη. 
τη “τσ ἢ ζη 


3α "Απόδειξις. Γνωρίζομεν, ὅτι τὸ γινόμενον δύο πλευρῶν τρι- 
γώνου εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῆς δια- 
μέτρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας καὶ 
τοῦ ἐπὶ τὴν τρίτην πλευρὰν ὕψους. 'Επομένως, 
αβ-εΞ2ε, βγξΞξ2 ζ, γδ-εΞ: 2ῈἘθ, δαξΞ2Βη 
καὶ αβγδ Ξε 4 ΕἾ εθ, βγδα -- 4 Εἴ ζη. 


Ἄρα εθ -- ζη. 


1216. Εἰδιμὴ σπερίπττωσις. 1) Δύο κοουφαὶ Γ 
καὶ Δ συμπίπτουν. 

Τὸ τετράπλευρον ἀποβαίνει τρίγωνον καὶ 
ἡ πλευρὰ ΓΔ ἐφαπτομένη τῆς περιγεγραιμμέ- 
νης εἰς αὐτὸ περιφερείας. Θὰ ἔχωμεν πάλιν 


εθ -Ξ ζη, 
ἢ τὸ ἑπόμενρν θεώρημα: 


4221δ α. Τὸ γινόμενον τῶν ἀποστά-. 
σεὼν σημείου τῆς περιγεγραμμένης εἰς 
τρίγωνον περιφερείας ἀπὸ δύο πλευρῶν 
αὐτοῦ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν 
ἀποστάσεων τοῦ . ἰδίου σημείου ἀπὸ τῆς 
τρίτης πλευρᾶς καὶ ἀπὸ τῆς ἐφαπτομένης 
ὑ εἰς τὴν κορυφὴν τὴν ἀπέναντι τῆς πλευρᾶς 
Σχ. τῷ. ταύτης. 
2) δύο ἀπέναντι πλευραὶ ΑΒ, ΓΔ τοῦ τε- 
τραπλεύρου συμπίπτουν (ΣΧ. 746). 
᾿Επανευρίσκομεν τὸ ἑπόμενον γνωστὸν θεώρημα: 


Σχ. ἍΑ, 
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1216. "Ἢ ἀπόστασις τυχόντος σημείου περιφερείας ἀπὸ δοϑείσης 
χορδῆς αὐτῆς εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν ἀποστάσεων τοῦ σημείου ἀπὸ 
τῶν ἐφαπτομένων εἰς τὰ ἄκρα τῆς χορδῆς. 


Πράγματι, ἡ ἰσότης εθ -Ξ ζη ἀποβαίνει ἡ ε" -Ξ ζη. 


3) Τρεῖς κορυφαὶ Β, Γ, Δ συμπίπτουν (Σχ. 747), 
Ἢ περίπτωσις αὕτη δὲν παρουσιάζει ἐνδιαφέρον, ἂν καὶ εἶναι 
φανερὸν ὅτι συμβαίνει ἀκόμη 


εθ-Ξ- ζη, ἀφοῦ ε-π-η καὶ θ--ζ. 


1216, 8ηὴ ᾿Απόδειξις. Τὸ θεώρημα τοῦ Πάππου δύναται νὰ ἀπο- 
δειχθῇ ἀκόμη μὲ τὴν βοήθειαν μιᾶς ἐκ τῶν εἰδικῶν περιπτώσεών 
του (8 1215 α, 2)}, ἀποδεικνυομένης ἀπ’ εὐθείας, (ΜΜέϑοδοι, 85. 25). 
Τὴν ἀπόδειξιν αὐτὴν θὰ χρησιμοποιήσωμεν δι᾽ ἕν πολὺ γενικώτε- 
ρον, ἀπὸ τὸ τοῦ ἐγγραψίμου τετραπλεύρου, ζήτημα’ τοῦτο δὲ θὰ 
ἐμφανισθῇ ὡς ἁπλοῦν πόρισμα τῆς γενικωτέρας αὐτῆς προτά- 
σεὼως (8 1222). 

Θεώρημα 36895--1 


1217. Τὸ γινόμενον τῶν ἀποοτάσεων τυχόντος σημείου περιφερείας 
ἀπὸ δύο ἀπέναντι πλευρῶν ἑνὸς ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὴν τετραπλεύρου 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τοῦ σημείου ἀπὸ τῶν 
διαγωνίων. 


᾿Απόδειξις ἀνάλογος τῆς ἐν 8 1214. ᾿Αρκεῖ ἄλλωστε νὰ θεωρη- 
θοῦν αἱ διαγώνιοι ὡς δύο ἀπέναντι πλευραὶ τετραπλεύρου. 


Θεοώρημα 866-- 11 


1217 α. (855 1214 καὶ 1217). ᾿Εκ τυχόντος σημείου Μ τῆς περιγε- 
γραμμένης περιφερείας εἰς τετράπλευρον ΑΒΓΔ φέρομεν εὐϑεῖαν ε΄ τέ- 
μνουσαν τὴν ΑΒ ὑπὸ γωνίαν δοθεῖσαν α, δευτέραν εὐθεῖαν ζ΄ τέμνου- 
σαν τὴν ΒΓ ὑπὸ γωνίαν β, τρίτην η΄ τέμνουσαν τὴν ΓΔ ὑπὸ γωνίαν Ὑ 
καὶ τετάρτην θ΄ τέμνουσαν τὴν ΔΑ ὑπὸ γωνίαν ὃ, πάσας περατουμένας 
εἰς τὰς ἀντιστοίχους πλευρὰς τοῦ τετραπλεύρου. Δείξατε ὅτι ὁ λόγος τοῦ 
γινομένου τῶν εἰ καὶ η΄, τῶν ἀντιστοίχων δύο ἀπέναντι πλευρῶν τοῦ 
τετραπλεύρον, πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ζ΄ καὶ ϑ΄, τῶν ἀντιστοίχων τῶν 
δύο ἄλλων (ἢ τῶν διαγωνίων) εἶναι σταϑερός. 

Ἢ ἀπόδειξις εἶναι ἡ ἰδία πρὸς τὴν τοῦ θεωρήματος τοῦ δε- 
δαγσυο8, (ἐπ. 8 1219), τοῦ σχετικοῦ πρὸς τὴν ἀνέλιξιν. 
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Θεώρημα 8389-- 1] 


1218, (Τὸ ἐναλλακτὸν τοῦ θεωρήματος τοῦ Πάππου). Εἰς πᾶν 
τετράπλευρον περιγεγραμμένον εἰς περιφέρειαν, τὸ γινόμενον τῶν ἀπο. 
στάσεων μιᾶς μεταβλητῆς ἐφαπτομένης τῆς περιφερείας ἀπὸ δύο ἀπέ- 
ναντι χορυφῶν ἔχει λόγον σταϑερὸν πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων 
ἀπὸ τῆς εὐθείας ταύτης τῶν δύο ἄλλων χορυφῶν. ((Βα51ε5). 


Σχ. 148. 


᾽Ας εἶναι α,β,γ. δ αἱ ἀποοτάσεις τῶν Α, Β, Γ, Δ ἀπὸ τῆς 
ἐφαπτομένης ΕΖ. Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι: πε ΞξΞ σταθερά. 
Ἔχομεν: 
α ΑΕ ΦΑΕΟ ΑΟ.ημᾶΆοε 


Υγ ΓΖ εφΓΖΟῸ ΓΟΉμΜΓΟΖ 

Ἔ“ ΔΖ εφᾶζὸ δΔΟοημδοζ᾽ 
καὶ ἑπομένως 

α ΑΟ.ΓΟ ἡμΑ0Ε,ημΓΟΖ 


Ῥδ ΒΟ.ΔΟ᾽ ἡμ8Β0Ε -.ημδοΟΖ΄᾽ 
᾿Αλλ᾽ αἱ γωνίαι ΓΟΒ καὶ ΖΟΕ εἶναι ἴσαι (8 739) ἄρα 
γων. ΓΟΖ -- ΒΟΕ, 
αἱ δὲ γωνίαι ΖΟΕ καὶ ΑΟΔ παραπληρωματικαί, ἑπομένως καὶ 
ΑΟΕ ---ΔΟΖ -- 1805, 
Εἶναι κατὰ συνέπειαν 
ἡμΑοΟξεημ ΔΟΖ, πημΓΟΖ -- η ΒΟΕ, 
καὶ ἡ (1) ἀνάγεται εἰς τὴν 
α ΑΟ.ΓΟῸ 
βὲ  ΒΟ.ΔῸ 
Θεώρημα τοῦ εέταγσμες 9560 


() 


ΞΞ σταθερὰ ποσότης. 


1219. "Ἔστω τετράπλευρον ἐγγεγραμμένον εἰς περιφέρειαν, ΜΜ΄ 
εὐθεῖα τέμνουσα τὴν περιφέρειαν εἰς Μ καὶ Μ’ καὶ Α, Α΄, Β, Β΄ 
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τὰ σημεῖα τομῆς τῆς εὐθείας ταύτης καὶ τῶν δύο ζευγῶν ἀπέναντι 
ΜΑ. ΜΑ΄ 
ΜΒ. ΜΒ΄ 


πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου. Δείξατε ὅτι οἱ λόγοι καὶ 
Μ΄Α. Μ΄ Α΄ 
ΜΒ. Μ' Β΄ 


Ἔκ τοῦ σημείου Μ φέρομεν τὰς καθέτους ΜΓ, ΜΓ’, ΜΔ, ΜΔ΄ 


εἶναι ἴσοι. 


Ἔχ. τα. 


ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ τετραπλεύρου. Θὰ ἔχωμεν (8 1214): 
--,-ς. ΞΞ 1. (1) 


Θὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι διὰ μίαν ὡρισμένην διεύθυνσιν (ε) τῆς 


ΜΓΟΌΜΓ' -ὀῥὀ’ ΜΔ. ΜΔ' 


τεμνούσης ὁ λόγος ΜΈΣΜΣ: εἶναι σταθερός, οἱουδήποτε ὄντος 


τοῦ σημείου Μ. 

Πράγματι, κατὰ τὴν παραλλήλως πρὸς τὴν (ε) μετατόπισιν τῆς 
τεμνούσης ΔΜΜ΄, ἕκαστον τρίγωνον ὡς τὸ ΜΔ'΄ Β΄ παραμένει ὅμοιον 
ἑαυτῷ. Διὰ ΜΞΞΝ λ.χ. τὸ τρίγωνον ΝΖΕ εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ 
ΜΔ΄Β΄. 'Επομένως, θὰ εἶναι: ΜΒ΄ -- ΜΔ’ ἐπὶ στιαθερόν τινα λό- 
γον, μὴ ἐξαρτώμενον παρὰ μόνον ἐκ τῆς (σταθερᾶς) γωνίας Β΄" 


ἐπειδὴ ἯΔ᾽ Ξ- ΝΖ' ὅθεν ΜΒ΄Ξ ΜΔ΄. ἜΖ΄᾽ (Ὁ δὲ λόγος οὗτος 


ΝΕ : - Α ; πὰ : 
ἬΣΖ εἶναι τὸ ἀντίστροφον τοῦ ἡμιτόνου τῆς γωνίας Β΄ ἢ ΠῚ)" 
Ἂν λοιπὸν θέσωμεν ΠΕ: “" θὰ ἔχωμεν 

ΜΒ΄’ 1 ; νας τὰν δ , ΐ 


᾿Αναλόγως σκεπτόμενοι, εὑρίσκομεν : 
ΜΓ’ -- ΜΑ΄.αΓ ΜΔΈΜΒ.β, ΜΓΈΞΜΑ.α. 
᾿Εὰν ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὴν σχέσιν (1) τὰ ΜΓ, ΜΓ’, ΜΔ, 
ΜΔ΄ διὰ τῶν ἴσων των, ὡς ἀνωτέρω, λαμβάνομεν 
ΜΑ..αχ ΜΑ΄. α’ ΜΑ.ΜΑ' ββ' 


ΜΒ. ΜΕ δ ἡ ΜΒ-ΜΒ' αα' 
Ἀλλ᾽ ὡς εἴδομεν, ὁ λόγος Ιλ εἶναι σταθερὰ ποσότης, ἐξαρ- 
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τωμένη ἐκ τῆς διευθύνσεως μόνον τῆς τεμνούσης. Θὰ ἔχωμεν κατὰ 
ουνέπειαν ἐπίσης 
ΜΑ. ΜΊΑ’ ββ΄ 


ΜΒ. ΜΒ΄ ααα᾽᾽ 
ΜΑ, ΜΑ' ΜΊΑ. Μ΄Α' 


ΜΒ.ΜΒ' ΜΈῈΈ.ΜΒ’ 


1220. "Ἔκ τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Ποϑαγημε8 συνάγομεν πλῆθος πο- 
ρισμάτων, ἐκ τῶν ὁποίων θὰ ἀναφέρωμεν ἰὰ πλέον ἐνδιαφέροντα: 

1) Δύο ἀπέναντι πλευραὶ τοῦ τετραπλεύρου δύναται νὰ ἀντικατασταϑοῦν 
ὑπὸ δίο διαγωνίων αὐτοῦ. ᾿ 

Τὰ τέσσαρα ζεύγη σημείων (Α,Α4),(8,Β΄), (Γ,Γ΄), (Μ,Μ) λαμβα- 
νόμενα ἀνὰ τρία δίδουν ὃξ 
σημεῖα ἐν ἐνελίξοει (βλ. κα- 
τωτέρω 1221). Ὗ πάρχουν 
τέσσαρες διάφοροι συν- 
δυαομοί. 

2) ᾿Βὰν ἡ διατέμνουσα ἘΕ΄ 
(Σχ. 750). διέρχεται διὰ τοῦ 
κοινοῦ σημείου δύο ἀπέναντι 
πλευρῶν ἢ τῶν διαγωνίων, τὸ 

Σλ. 780. σημδῖον Δ εἶναι διπλοῦν ση- 
μεῖον (τῆς ἐνελίξεως). 

3) ΕἸς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν καϑ'᾿ ἣν τὸ σημεῖον Δ εὑρίσκεται εἰς τὸ 
μέσον τῆς χορδῆς ἘΈ᾿ τὰ σημεῖα Λ, Λ΄ ἴσον ἀπέχουν τοῦ Δ. Τὸ αὐτὸ συμ- 
βαίνει καὶ διὰ τὰ σημεῖα καϑ' ἃ ἡ διατέμνουσα τέμνει τὰς δύο ἄλλας ἀπέ- 
ναντι πλευράς. 

4) Τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Νὴ τῆς ἐφαπτομένης ἨΠ’ εἶναι διπλοῦν σημεῖον. 

5) .Η διατέμνουσα, ἡ διερχομένη διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου Δ τῶν δια- 
γωνίων καὶ τοῦ κοινοῦ Α δύο ἀπέναντι πλευρῶν, καὶ συναντῶσα τὴν περι- 
φέρειαν εἷς Δ' καὶ Μ΄, δρίξει ἐπ᾿ αὐτῆς τέσσαρα σημεῖα ἐν ἐνολίξει, ἐκ 
τῶν ὁποίων τὰ Α καὶ Δ εἶναι διπλᾶ σημεῖα ταύτης. 


ἄρα καὶ 


ΜΑ" Μ'Α9 
Θὰ ἔχωμεν: μὰν  Μᾶτ' 


ἐπ:ιδὴ τὰ Α, Α΄ συμπίπτουν, ὡς καὶ τὰ Δ, Δ΄. 
Ἢ πρότασις 5) ἀνάγεται εἰς τὴν σχέσιν 


μα Μὰ 
Α΄ ΜΔ 


δηλ. ὅτι τὰ σημεῖα Μ καὶ Μ’ εἶναι συζυγῆ ἁρμονικὰ τῶν Α καὶ Δ. 


1221. Σημείωσις ἐστὶ τῆς ἐνελίξεως. Τὸ θεώρημα τοῦ ᾿εϑανθυιθὺ 
εἶναι θεμελιῶδες διὰ τὴν ϑεωοίαν τῆς ἐνελίξεως. 


ἩΠ ΜΑ.Μα' Μ'α,Μ'Α' (ἢ 
σότης ΜΒ. ΜΒ. ΜΈ. ΜΒ΄ 


ἡ συνδέουσα ὀκτῷ μήκη, δύναται νὰ μετασχηματιοθῇ εἰς τὴν 
σχέσιν μὲ ἔξ μόνον μήκη: 
ΑΒ΄. ΒΜ΄. ΜΑ΄ΞΞΑ'Β.Β΄Μ. Μ'Α. (2) 
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Διὰ τὴν μετάβασιν ἀπὸ τοῦ τύπου (1) εἰς τὸν (2) δυνάμεθα νὰ 
χρησιμοποιήσωμεν τὰς ἰδιότητας τοῦ ἀναρμονικοῦ λόγον. (Βλ. Οπωε- 
1ε6, Θέονλέίνία ϑιρόνιευνε, κεφ. ἰΧ, πὸ 184). 

Λέγομεν ὅτι ἔξ σημεῖα κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς εὑρίσκον- 
ται ἐν ἐνελίξει, ἐὰν τὸ γινόμενον τριῶν διαδοχικῶν τμημάτων, ἐκ 


τῶν ὁριζομένων ὑπ᾽ αὐτῶν, μὴ ἐχόντων κοινὸν πέρας εἶναι ἴσον 
πρὸς τὸ γινόμενον τῶν τριῶν ἄλλων. 

Ἢ ἐνέλιξις εἶναι μέθοδος πολὺ γόνιμος, κυρίως διὰ τὴν σπου- 
δὴν τῶν κωνικῶν τομῶν. Ὃ Ῥεβαῖξυς» ἔθεσε τὸ θεμελιῶδες θεώ- 
ρημα αὐτῆς καὶ τὸ ὁποῖον ἀναφέρει ὁ Ραβςαὶ] εἰς τὸ ἔργον του᾽ 
Βιεραὶ «ων ἰεθ σοπίφιιοε. .ὋΟ Ομαβίεβ συνέδεσε τὴν ἐνέλιξιν μετὰ τῆς 
θεωρίας τοῦ ἀναομονικοῦ λόγου. 

ἀ σπουδαιότερα ἔργα τὰ ὁποῖα δόναταί τις νὰ συμβουλευθῇ 
σχετικῶς εἶναι τὰ ἑπόμενα : 

Ομ δεῖεβ, σέονιόίνίς διρέγιεωνο.--- οτιθεὶ, Ἰπἰγοάμοίίου ἁ ἰα Οέονιδίτὶς 
ϑωρόνίεινε.-- Οτεοπα, σέογηιέίγὶρ Ῥγοεοϊίυε.---Τ. ἸὩεπτμέτιο, Εσροείίοη 
ἐϊδηιοηίαίνε ἀε ἰα Οἐέοπιέϊνίε πιοάενπε. Τὰ τελευταῖα δύο ἔργο ἀλ- 
ληλοσυμπληροῦνται' τὸ πρῶτον εἶναι περιγραφικὸν κυρίως, ἐνῷ 
τὸ δεύτερον χρησιμοποιεῖ, κατ᾽ ἀρχήν, ἀχγεβρικὰς σχέσεις. 

Γνωστὸν εἶναι ἐπίσης τὸ ὡραῖον Συμπλήρωμα, τὸ συνημμένον 
εἰς τὸ ΥἼ1Π Βιβλίον τοῦ Τγαὶίέ ἀε (ἐέοηιέίϊνίς τῶν Ἑουομά καὶ 
Οοπιδότοῦθοε (7η ἔκδοσις). 

Ἢ 1ηιἰρναμοίίοη ἀ 1᾿ἐμὰ6 ἀ6 ᾿᾿βοτιορταρλῖς, τέλος, τοῦ Βα. παυὰ 
εἶναι βιβλίον τελείως στοιχειῶδες. 


Θεώρημα 36Ὸ0--Ἰ 


1228. ᾿Ἐάν πολύγωνον ἀρτίου πλή- 
ϑους ὃν πλευρῶν εἶναι ἐγγεγραμμένον 
εἰς περιφέρειαν, τὸ γινόμενον τῶν ἀπο- 
στάσεων ἑνὸς σημείου Μ τῆς περιφε- 
ρείας ἀπὸ ν πλευρῶν, μὴ ἐχουσῶν 
κοινὰ ἄκρα, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γι- 
νόμενον τῶν ἀποστάσεων τοῦ ἰδίου 
σημείου ἀπὸ τῶν ν ἄλλων πλευρῶν. 


"᾽ς θεωρήσωμεν, διὰ τὴν ἀπλό- 
τητα, ἐξάγωνα. 

"κς εἶναι α, β, γ, δ, ε, ζ αἱ ἀπο- 
στάσεις τοῦ σημείου ΜΔ ἀπὸ τῶν 
πλευρῶν τοῦ ἐγγεγραμβένου ἑξαγώ- 
νου, θ, η,ι,), κ, Δ δὲ αἱ ἀποστά- 
οεις τοῦ Μ ἀπὸ τῶν πλευρῶν τοῦ 
ἀντιστοίχου περιγεγραμμένου ἑξαγώνου, κατὰ τὸ σχῆμα 752. 
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Γνωρίζομεν, ὅτι ἡ ἀπόστασις τοῦ σημείου Μ ἀπὸ τυχούσης 
χορδῆς εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τῶν ἐφα- 
πτομένων εἰς τὰ ἄκρα τῆς χορδῆς (8 25). Κατὰ συνέπειαν : 


α'Ξεθη, βλτξηι, ᾿ γῆῖξει), 
δ᾽ -Ξ ἰκ, εἶτεκὰ, ζ'-- λθ’ 
ἄρα α᾽γ"ε" ΞΞ θηιϊκλ, β"δ᾽ζ" Ξ- ηι. ͵κ. λθ, 
ἢ αγε -- βδζ. 
1228. ᾿Εἐὰν τὸ πολύγωνον ἔχῃ ὥν---ἴ πλευράς, διὰ τὴν ἐφαρμο- 


γὴν τοῦ θεωρήματος, δυνάμεθα νὰ τὸ θεωρήσωμεν ὡς 2ν πλευ- 
ρῶν, φέροντες διὰ μιᾶς τῶν κορυφῶν του ἐφαπτομένην (Βλ. 1215). 


Θεώρημα 360--1] 


1224. "Ἐὰν ἕν πολύγωνον ἔχῃ διὰ χορυφὰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῶν 
πλευρῶν ἑνὸς πολυγώνου περιγεγραμμένονυ εἰς περιφέρειαν καὶ τυχόντος 
πλήϑους πλευρῶν, τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τυχόντος σημείου τῆς 
περιφερείας ἀπὸ τῶν πλευρῶν τοῦ ἐγγεγραμμένον πολυγώνου εἶναι ἴσον 
πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τοῦ αὐτοῦ σημείου ἀπὸ τῶν πλευρῶν 
τοῦ περιγεγραμμένου πολυγώνου. 


"Ἂς εἶναι α, β, γ, δ, ε αἱ ἀποστάσεις τοῦ Μ ἀπὸ τῶν πλευρῶν 
τοῦ ἐγγεγραμμένου καὶ 9θ, η,ι, 7, κ αἱ ἀποοτάσεις του ἀπὸ τῶν 
πλευρῶν τοῦ περιγεγραμμένου πολυγώνου. 

᾿ῶς προηγουμένως, θὰ ἔχωμεν 


αἰἴτΞΞηθ, βῆεξηι; γ᾽ Ξξιιΐ, δ᾽ Ξε ͵κ,. εἰ Ξξξ- κθ' 
ἄρα: αβγδε -Ξ ηθιΐκ. 
Θεώρημα 8360--11 


1226. 1) Ἢ αὐτὴ ἐκφώνησις διὰ τὸ ἐγγεγραμμένον καὶ περιγε- 
γραμμένον πολύγωνον (85 1224). 

᾿Ἐὰν φέρωμεν τέμνουσαν ΜΜ᾿ τῆς περιφερείας κατὰ δοθεῖσαν διεύ- 
ϑυνσιν καὶ παραστήσωμεν διὰ α,β... ε, 9, η... τὰς ἀποστάσεις τοῦ 
ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς Μ ἀπὸ τῶν διαφόρων σημείων καϑ' ἃ ἡ τέ- 


μνουσα συναντᾷ τὰς πλευράς, ὅ λόγος ἐϑπΗ ϑὰ εἶναι σταϑερὸς 
ἀριϑμός. 

2) ᾿Ἐὰν παραστήσωμεν διὰ α΄, β’... ϑ΄, η΄... τὰς ἀποστάσεις τοῦ 
δευτέρου σημείου Μ΄ τομῆς τῆ; τεμνούσης καὶ τῆς περιφερείας, ἀπὸ 
τῶν σημείων καϑ' ἃ ἡ εὐθεῖα αὕτη συναντᾷ τὰς πλευράς, οἱ δύο λόγοι: 

ἜΡγδε καὶ ΞΡ γϑε 
θηιΐκ θηιγκ 
ϑὰ εἶναι ἴσοι, οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ διεύθυνοις τῶν τεμνουσῶν. 

Παρατήρησις. 'ῶς βλέπομεν, ἡ βασικὴ ἰδιότης τοῦ ἐγγραψίμι 


τετραπλεύρου (8 1219, 1221), ἡ σχετικὴ πρὸς τὴν ἐνέλιξιν, ἐπεκτε 
νεται εἰς ἐν τυχὸν ἐγγράψιμον πολύγωνον (8 1225, 2))}. 
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Διατέμνουσαι 


1226. Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τρία σημεῖα κεῖνται ἀπὶ μιᾶς 
εὐθείας, ἢ τρεῖς εὐθεῖαι διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, εἶναι 
πολλάκις πολὺ χρήσιμον νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς τὰ θεωρήματα τῶν 
Μενελάου καὶ ένα. Ἢ ἀπόδειξις ἄλλωστε τῶν δύο θεμελιωδῶν 
αὐτῶν θεωρημάτων εἶναι τόσον ἁπλῆ. 


Θεώρημα τοῦ Μενελάου 961 


1227. "Ἐὰν μία εὐθεῖα τέμνῃ τὰς πλευρὰς ἑνὸς τριγώνου, τὸ γινό- 
μενον τριῶν τμημάτων (ἐκ τῶν ὁριζομένων ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώ- 
νον διὰ τῶν σημείων τομῆς καὶ 
τῶν κορυφῶν) μὴ ἐχόντων κοι- 
γὸν πέρας εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γι- 
νόμενον τῶν τριῶν ἄλλων. 


Ἡ ἀπόδειξις ἡ ὁποία δίδε- 
ταγιεἰς τὰ Στοιχεῖα τῆς Γεω- 
μετρίας (ς. 743), βασίζεται ἐπὶ 
τῶν ἀναλόγων εὐθειῶν. 

Εἰς τὰς Μεϑόδους (58 166), 
ἐχρησιμοποιήθησαν αἱ βοηθη- 
τικαὶ ἐπιφάνειαι. Εἰς τὴν 8 180, 
ἡ ἀπόδειξις, ἄκρως ἀπλῆ, στη- 
ρίζεται ἐπὶ τῶν προβολῶν καὶ 
εὑρίσκεται εἰς τὸ Τραϊίέ ἀεβ 
Ῥτγορνιδι68 ργο)θοίϊυε8 τοῦ Ῥοη- 
ςεἷςξ. Σι. 158. 

Ἡ ἑπομένη, τέλος, ἀπόδει- 
ξις δὲν ὑστερεῖ εἰς κομψότητα καὶ ἁπλότητα οὐδεμιᾶς τῶν προη- 
γουμένων. 

Διὰ τῶν τριῶν κορυφῶν φέρομεν τρεῖς εὐθείας παραλλήλους 
μεταξύ των, καθέτους λ. χ. ἐπὶ τὴν διατέμνουσαν, καὶ τῶν ὁποίων 
τὰ μήκη μέχρι τῆς διατεμνούσης ἂς εἶναι α, β, γ. Θὰ ἔχωμεν 


ΑΛ. α ΒΜ β ΓΝ Ὺ 
ἜΛ᾽ ΒΒ’ ΤΤΜ  γ᾽ ἊΝ ἃ 
καὶ ἡ δεικτέα σχέσις 
ΑΛ ΒΜ ΓΝ 
ΒΛ ΤΜ᾿ ἊΝ 
ἀνάγεται εἰς τὴν προφανῆ 
αν ΡΟ οἶδε με 
γα 


᾿Ανιίσεροφον ϑεώρημα 362 


1228. "Ἐὰν τρία σημεῖα ὁρίζουν ἐπὶ τῶν πλευρῶν τριγώνου τρία τμή- 
ατα (59) τοιαῦτα, ὥστε τὸ γινόμενον τριῶν μὴ διαδοχικῶν νὰ εἶναι ἶσον 


068. Σημ. μετ, Ὡς τὰ προηγούμενα τῆς 8 1221. 
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πρὸς τὸ γινόμενον τῶν τριῶν ἄλλων, τὰ τρία ταῦτα σημεῖα κεῖνται 
ἐπὶ μιᾶς εὐθείας. 

Ἔκ τῶν σημείων αὐτῶν, ἢ ἕν μόνον ϑὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς προεκτά- 
σεως μιᾶς πλευρᾶς ἢ καὶ τὰ τρία ϑὰ εὑρίσχωνται ἐπὶ τῶν προεκτάσεων 
τῶν πλευρῶν. 


Διὰ τὴν ἀπόδειξιν χρησιμοποιεῖται ἡ εἰς ἄτοπον ἀπαγωγὴ 
(Νικ., Σ. Γ., 8.39). 
Θεώρημα τοῦ σαγηοί 8362--1 


1229. Τὰ σημεῖα τομῆς τῶν πλευρῶν ἐπιπέδου πολυγώνου ὑπὸ εὖ- 
ϑείας τοῦ ἐπιπέδου τον ὁρίζουν ἐπὶ ἑκάστης αὐτῶν δύο τμήματα. Τὸ 
γινόμενον ὅλων τῶν τμημάτων, τῶν μὴ ἐχόντων κοινὰ πέρατα, εἶναι 
ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ὑπολοίπων τμημάτων. 


(Μέϑοδοι, 8. 181). 
Θεώρημα 8568 


1280. 1) Αἱ ἐξωτερικαὶ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τριγώνου συναντοῦν 
τὰς ἀπέναντι πλενρὰς εἰς τρία σημεῖα ἐπ’ εὐθείας γραμμῆς κείμενα. 


Ἡ ἐξωτερικὴ διχοτόμος τῆς γωνίας Γ τέμνει τὴν ἀπέναντι 
πλευρὰν ΑΒ εἰς τὸ ϑηβεῖον Λ, κλπ. Θὰ πρέπει νὰ ἀποδείξωμεν 
ὅτι τὰ σημεῖα Λι Μ, Ν᾽ κεῖνται ἐπ' εὐθείας. 

"ἂς εἶναι α, β,ιγ τὰ μήκη τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου. Τὰ τμή- 

ατα ΑΛ, ΒΛ, τὰ ἐρίξομενα ὑπὸ τῆς διχοτόμου ΓΛ, εἶναι ἀνά- 
ονὰ τῶν πλευρῶν ΓΑ καὶ ΓΒ. Αρα 


αλλ β, ΒΜ Γ᾿ .α 
Ἔλ -α ἀναλόγως, ΤᾺ π'’ ἊΝ - γ᾽ 


καὶ ἑπομένως 
ΑΛ ΒΜ ΓΝ βαγ , 
ΒΑ ΓΜ ΑΝ αν ᾿ 
Κεῖνται δηλ. τὰ ΔΛ, Μ, Ν σημεῖα ἐπ’ εὐθείας γραμμῆς. 
2) Οἱ πόδες Δ, Ἐ δύο ἐσωτερικῶν διχοτόμων καὶ ὃ μέτα Μ τῆς ἐξω- 
“οινῆς ϑιχοτόμου τῆς τρίτης γωνίας κεῖνται ἐπ᾿ εὐθείας γραμμῆς. 
Ἢ ἀπόδειξις ὡς καί προηγουμένως (8 1230). 
Παρατήρησις. Σχετικῶς πρὸς τὰ θεωρήματα αὐτὰ δύναταί τις 
νὰ ἀνατρέξῃ εἰς τὴν δέονιξίγὶς ϑιιρότίσιινε τοῦ Ομδοίεν, π’ 394, 
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Θεώρημα 9568-- 


1291. ᾿Αντίσιροφοι διατέμνουσαι. Μία διατέμνουσα τέμνει τὰς 
πλευρὰς α, β, Ὑ τριγώνου εἰς τὰ σημεῖα Λ, Μ, Ν καὰ ἔστωσαν Λ΄, Μ΄, Ν΄, 
τὰ συμμετριχὰ τῶν σημείων αὐτῶν πρὸς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν ἐπὶ τῶν 
ὁποίων ἀντιστοίχως κεῖνται. Δείξατε ὅτι τὰ σημεῖα Λ΄, Μ΄, Ν΄ εὑρίσκον- 
ται ἐπ᾽ εὐϑείας. 


Ἢ σχέ ΑΛ ΒΜ ΓΝ - 

σχέσις ἜΛ᾽ ΤΜ ἊΝ 
συνεπάγεται εὐκόλως καὶ τὴν 

ΑΛ' ΒΜ’ ΓΝ’ ἊΝ 

ΒΛ’ ΤΜ᾿ ΑΝ’ 


ἐξ ἧς ἕπεται ὅτι τὰ τρία νέα σημεῖα κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. 


1291 α. Σημείωσις. Τὰ σημεῖα Λ, Λ΄, συμμετρικὰ ἀλλήλων πρὸς 
τὸ μέσον τῆς πλευρᾶς α κλπ., ἐκλήθησαν ἰσοτομικά' αἱ δὲ εὐθεῖαι 
ΑΛ, ΑΛ΄, ἰσοτομικαὶ εὐθεῖαι. (ΒᾺλ. ἐπμ. 5 2329). 

ΑἹ διατέμνουσαι ΛΜΝ, Λ΄Μ΄Ν΄, ὀνομάζονται ἀντίσεροφοι δια- 
τέμνουσαι. 

Ἢ Θεωρία τῶν ἀντιστρόφων ϑδιατεμνουσῶν ὀφείλεται εἰς τὸν 
Ο. ἄς Ψοπβοδαπιρο (1666). ᾿Απὸ τότε ὁ σοφὸς οὗτος συγγραφεὺς 
ἔδωσε ἐἀνδιαφερούσας καὶ πολυαρίθμους ἐφαρμογὰς τῆς θεωρίας 
αὐτῆς. Σχετικῶς βλέπε: 1. ἀ. Μ. Εἰόνι., 1880, σ. 272" 7. ἀ. Μ. 55έ- 
εἰαίε8, 1862, ο. 25. Τναϑίονιπαίϊοπϑ γέσίργοηιοα, ἴδιον ἔτος σ, σ. 49, 
7), 97 καὶ 121. 

᾿Επίσης, τὸ 1885: Εδϑαὶ δὲν ἰα σέονιέένις ἐδ ἰα νέσίο οἱ ἀϊτ (ΠΟ μι)» α 8" 
τὸ 1886: σέπέναϊϊ (68 ἀθ ἰα (ἀδονπέϊνίο ἀμ ἰγὶαησίε. 


Θεώρημα 8658--]] 
1231. Δοθεῖσα διατέμνουσα ΔΕΖ τῶν πλευρῶν α, β, Υ τριγώνου 
ΑΒΓ διαιρεῖ αὐτὰς κατὰ τοὺς λόγους: 
ΔΒ " ΕΓ λ Ζ΄᾿ κ 
ΔΙ᾿ ν᾽ ἘΔ Ρ᾿ Ζ8 σ 
Δείξατε, ὅτι ἐὰν τὸ σημεῖον Ε΄ διαιρῇ τὴν ΓΑ κατὰ τὸν λόγον 
“Ἐς, τὸ Ζ' τὴν ΑΒ κατὰ τὸν «καὶ τὸ Δ' τὴν ΒΓ κατὰ τὸν τ’ 
τὰ τρία σημεῖα Ε΄, Ζ΄, Δ’ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. 
κφράζοντες ἕκαστον τῶν ἕξ πρώτων τμημάτων συναρτήσει 
τῆς πλευρᾶς ἐφ᾽ ἧς κεῖται καὶ τοῦ αγπρτοίχου ΛθΎτν δυνάμεθα 


νὰ ἀντικαταστήσωμεν τὰ κλάσματα Γ᾿ ἝΑΛ' 78 διὰ τῶν 


ἄμε ΡΑΟ ΥΚ 
ἴσων τῶν ἂν ΠΕΡ γ9 ἀντιστοίχως. 
Ἡ σχέσις τοῦ Μενελάου διὰ τὴν διατέμνουσαν ΔΕΖ γράφεται 
αμ βλ γκ 
-ΞΞ-..- .-Ξ -ε- . 1 
αν βρ γσ () 


Γεωμετρία 86 
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Εἰς τὴν δευτέραν περίπτωσιν. εἰναι ἡ πλευρὰ β ἥτις διαιρεῖται 
ὑπὸ τοῦ Ε΄ κατὰ τὸν λόγον τ, ἡ γΥ ὑπὸ τοῦ Ζ΄' κατὰ τὸν Ξ᾽ 


καὶ ἡ α ὑπὸ τοῦ Δ’ κατὰ τὸν -τ- . Διὰ τὴν .ἀπόδειξιν ἑπομένως 
τῆς προτάσεως θὰ πρέπει νὰ συμβαίνῃ: 


(2 


ἐπε τιώςυ ζοντο, 
ΗῚ ᾿ 


Σχ. 155. 


᾿Αλλὰ ἡ; σχέσις αὕτη ἀληθεύει, ἀφοῦ κοινὴ τιμὴ αὐτῆς καὶ τῆς 
καθ᾽ ὑπόθεσιν ἀληθοῦς (1) εἶναι τὸ γινόμενον τῶν λόγων 


.- -.--. 


ν ρὺσ 


.1281γ. Παρατήρησις. Δοθέντων τῶν τριῶν λόγων καὶ ἀκολού- 
θοῦντες μίαν ὡρισμένην φορὰν διαγραφῆς τῆς περιμέτρου τοῦ τρι- 
γώνου, εὑρίσκομεν, κατὰ τὰ ἀνωτέρω, τρεῖς διαφόρους διατεμνού- 
σας. ᾿Εἀὰν ἀκολουθήσωμεν ἀντίθετον φορὰν διαγραφῆς τῆς περι- 
Επτρου. εὑρίσκομεν τρεῖς ἄλλας διατεμνούσας, χντιστρόφους τῶν 
πρώτων. 

Ὑπάρχουν, ἑπομένως, ὃξ τριάδες ὁμογραμμικῶν σημείων. 

᾿Ανάλογος ἐπέκτασις ἰσχύει καὶ διὰ τὸ ϑεώρημα τοῦ (ένα. Ὑ πάρ- 
χουν δηλ. ἔξ σημεῖα τομῆς (τριῶν εὐθειῶν κλπ.), καθοριζομένων 

ι᾿ ἑνὸς ἐξ αὐτῶν. 


Θεώρημα 368--111 


1293. Ἢ διάμεσος ΑΔ -τυχόντος τοιγώνονυ ΑΒΓ τέμνει τὴν χοοδὴν 
ἘΖ τόξου, ἔχοντος κέντρον τὴν χορυφὴν Α, εἰς δύο μέρη, ἔχοντα λόγον 
ἀντίστροφον τοῦ λόγου τῶν πλευρῶν ΑΒ καὶ ΑΓ΄. (Ηουϑοῖ, ἱπὲγοδυοξὶοι 
ἃ Ια Θέοπιέϊείς δαρέείευτε, σ. 115). 
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“Ας προεκτείνωμεν τὴν ΕΖ μέχρι τῆς τομῆς της Η μετὰ τῆς 
ΒΓ καὶ ἂς θεωρήσωμεν τὰ τρίγωνα ΒΕΗ, ἔζη! τῶν ὁποίων δια- 
τέμνουσα εἶναι ἡ ΑΔ. Θὰ ἔχωμεν: 


ΗΔ. .ΒΑ.ΕΘ-- ΒΔ. ΕΑ.Η9, 
ΓΔ.ΖΑ..ΗΘΞΉΗΔ.ΓΑ. ΖΘ. 


Πολλαπλασιάζομεν κατὰ μέλη 
τὰς δύο ταύτας ἰσότητας καὶ δι- 
αιροῦμεν διὰ τῶν κοινῶν παρα- 
γόντων ΗΔ, ΗΘ καὶ τῶν ἴσων 
ἈΕ, ΑΖ καὶ ΒΔ, ΓΔ. Εὑρίσκομεν : 


ΒΑ. ΕΘΞΓΑ.ΖΘ, 
ἈΒ᾽. ΖΘ. 
ΑΓ  ΈΘ᾽ 
Παρατήρησις. Ἐὰν ἡ ΑΔ ἀχθῇ εἰς τρόπον, ὥστε ἕΑ δὰ, 
θὰ ἔχωμεν τὴν σχέσιν 3 -αξν 
Θεώρημα 864 


1238, Τὰ μέσα τῶν τριῶν διαγωνίων ἑνὸς πλήρους τετραπλεύρον 
κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. (Οα1.55, 1810). 

Διά νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τὰ ϑημετα Λ. Μ, Ν εὐὑρίσκονται ἐπὶ 
εὐθείας, θεωροῦμεν τὸ τρίγωνον ΘΗ͂Κ τῶν εὐθειῶν τῶν συνδεου- 
σῶν ἀνὰ δύο τὰ μέσα τῶν τλευρῶν τοῦ τριγώνου ΒΓΕ. 


δηλ. 


Σγ. 1}7, 


Ἡ πλευρὰ ΗΚ διέρχεται διὰ τοῦ μέσου Λ τῆς ΑΓ, ἡ ΘΚ διὰ 
τοῦ μέσου Μ τῆς ΒΔ καὶ ἡ ΘΗ διὰ τοῦ Ν. 
᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ἡ ἰσότης : 
ΘΜ ΚΛ ἮΝ 
ἀεττ τς ΚΞ ΞΞΊ. 8 
κα Ἠλ᾿ ΘΝ σ᾿ (9 1228) 
Ἕκαστον τῶν ἕξ τμημάτων τῆς σχέσεως ταύτης εἶναι ἴσον 


πρὸς τὸ ἥμιου τοῦ ἀντιστοίχου τμήματος, τοῦ ὁριζομένου ὑπὸ τῆς 
διατεμνουσῆς ΑΔΖ ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ΒΓΕ, Πράγ- 


ματι, ΘΜ Ξ τ ΕΔ, ΚΜ-Ξ Φ Γδ κλπ. Εἶναι, ἑπομένως, ἡ σχέσις 
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αὔτη ἀληθής, ἀφοῦ τὰ διπλασίου μήκους ἀντίστοιχα τμήματα, τὰ 
ὁριζόμενα ὑπὸ τῆς διατεμνούσης ΑΔΖ ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ ΒΓΕ, 
πληροῦν ἀνάλογον σχέσιν. 

εἶνται συνεπῶς τὰ σημεῖα Λ, Μ, Ν ἐπ’ εὐθείας γραμμῆς. 


1239 α. Σημείωσες. Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις ἐδόθη ὑπὸ τοῦ 1. Μεη- 
ἰίοπ εἰς τὰ Ν. Α., 1853, σ. 420 καὶ εἶναι ταχυτέρα καὶ πλέον 
κομψὴ ἀπὸ τὴν τοῦ ΒΟΡΙΙετ. Ἢ τελευταία αὕτη εὑρίσκεται εἰς τὸ 
Αρροηάίεθ αὐ Εἰότιοπίθ ὧδ Οέονπέίνιίο τοῦ ΒΙαποβεῖ. 

Ἡ εὐθεῖα ΛΜΝ ὀνομάζεται πολλάκις καὶ εὐϑεῖα τοῦ Νεύτωνος" 
εὑρίσκεται ὅμως καὶ ὁ ὄρος εὐθεῖα τοῦ Οαιι59 τοῦ τετραπλεύρου. 

(Μαιμεϑὶθ, 1902, σ. 170, ζήτημ. 1188, 1906, σ. 143, πο 1278). Βλέπε 
ἐπίσης ᾿ς Εἰονιθηίε ἀονΡ Μαϊπενιαίϊκ, τοῦ Βαϊίτεν ἢ Εἰοηιοηπὶ αἱ 
Δίαιπεγλαιίςα τοῦ ἰδίου, ξ 7, πϑ 5. 


Θεώρημα τοῦ Κοελαί 8364--] 


12389β. Εἰς πᾶν πλῆρες τετράπλευρον, αἱ τρεῖς διαγώνιοι δύ- 
νανται νὰ ληφθοῦν, ἀνὰ δύο, κατὰ τρεῖς διαφόρους τρόπους καὶ νὰ 
θεωρήσωμεν οὕτω τρία. ἁπλᾶ τετράπλευρα. ᾿Εὰἀν δὲ καλέσωμεν 
κέγερον ἑνὸς τετραπλεύρου τὸ κέντρον τῶν μέσων ἀποστάσεων τῶν 
τεσσάρων κορυφῶν του, εὑρίσκομεν τὸ ἑπόμενον θεώρημα: 

ἃ μέσα τῶν τριῶν διαγωνίων κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. (5 1233. 

2) Ἢ εὐθεῖα τῶν μέσων τῶν διαγωνίων διέρχεται καὶ διὰ τῶν κέντρων 
τῶν τριῶν ἁπλῶν τετραπλεύρων. Ἕξ οὕτω οημεῖα κεῖνται ἐπ᾿ εὐθείας, 

3) “Ἢ ἀπόστασις τῶν μέσων δύο τυχουσῶν διαγωνίων εἶναι ἴση πρὸς 
τὸ διπλάσιον τῆς ἀποστάσεως τῶν κέντρων τῶν δύο ἁπλῶν τετραπλεύρων, 
εἰς ἃ αἱ διαγώνιοι αὗται ἀνήκουν. 


Σημείωσις. Τὸ ὄνομα Θεώρημα τοῦ Ποεμαί ἐδόθη ἡπὸ τοῦ Οετ- 
Εομπο. (Απαίίε8, τόμ. 1, 1810---1811, σ. 314). 
Τὸ πρῶτον μέρος τῆς προτάσεως τιὐτῆς ἀνήκει, ὡς εἴδομεν, εἰς 
κὸν ΟΘαυ89 (δ 1233). 
Θεώρημα 365 


1294. ᾿Ἐὰν ἐκ τυχόντος σημείου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας 
εἰς τρίγωνον ἀχϑοῦν εὐϑεῖαι, σχηματίζουσαι μετὰ τῶν πλευρῶν τοῦ τρι- 
γώνου γωνίας ἴσας καὶ κατὰ τὴν αὐτὴν 
φοράν, οἱ πόδες τῶν εὐθειῶν τούτων 
χεῖνται ἐπ᾿ εὐθείας γραμμῆς. 

᾽Ας εἶναι 
γων. ΓΕΟΞΈΓΖΟΞ-ΒΔΟ. 


Τὰ τρίγωνα ΓΟΕ, ΑΟΔ εἶναι 
ὅμοια, ἐπειδὴ Ε Ξ--ἃ καὶ αἱ γωνίαι 
ΔΑΟ, ΕΓΟ ἴσαι ὡς παραπληρωμα- 
τικαὶ τῆς αὐτῆς γωνίας ΒΑΟ. Ἕπο- 

“ὩὩΦ 
Σ.. 158. Ε- . 
͵ ΤΕ Τὸ Νὰ 

Τὰ τρίγωνα ΟΒΕ, ΑΟΖ εἶναι ἐπίσης ὅμοια, ἐπειδὴ αἱ εἰς τὰ Α 

καὶ Β γωνίαι των εἶναι ἴσαι, ὡς καὶ αἱ εἰς τὰ Ε καὶ Ζ. Ἄρα 
ΒῈ Βο 2) 
ἊΖ ΑΟ΄ 
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Καὶ τὰ τρίγῶνα τέλος ΓΟΖ, ΒΟΔ εἶναι ΠΥ ΣΣ ἀφοῦ αἱ' γω- 
νίαι αὐτῶν Ζ καὶ Δ εἶναι ἴσαι καὶ αἴ γωνίαι ΟΓΖ, ΟΒΔ βαίνουν 
ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ τόξου. ἼΑρα 


ΓΖ ΓΟ 
ἘΔ δδ᾽ 3) 


Πολλαπλασιάζοντες κατὰ μέλη τὰς τρεῖς εὑρεθείσας ἰσότητας, 
λαμβάνομεν τὴν σχέσιν 


ΑΔ ΒΕ ΓΖ ΑΟ ΒΟ ΓΟ --} 

ΒΔ ΤῈ ΑΖ Τὸ Αὖὐ ΒΟ 
ἥτις δεικνύει ὅτι τὰ σημεῖα Δ, Ε, Ζ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς 
ΠΕ ΣΝ μ γραμμῆ 


1386. Παρατηρήσεις. 1 Τὸ θεώρημα τοῦ Ηοδενγί δίπιϑοη ἢ τοῦ 
Ῥναίίαοο (8 22) εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ προηγουμένου, ἡ ἐπέ- 
κτασίς του δὲ (8 1234) ὀφείλεται εἰς τὸν (ατπηοίῖ. 

2) Ἢ ἀπόδειξις τῆς ἀνωτέρω προτάσεως εἶναι ἄμεσος, ἐὰν ἔχῃ 
τις ὑπ᾽ ὄψιν τὰς προτάσεις ἐπὶ τῶν ἰσοκλινῶν εὐθειῶν (8 2457 καὶ 
ἐπμ.), δηλ. τῶν εὐθειῶν διὰ τοῦ σημείου Ο, αἵτινες τέμιουν τὰς 
πλευρὰς πολυγώνου κατὰ τὴν αὐτὴν γωνίαν καὶ κατὰ τὴν αὐτὴν 
φορὰν διαγραφῆς τῆς περιμέτρου τοῦ πολυγώνου. 

Θὰ ἦτο ἀρκετὸν νὰ ἀξεγοκεν : 

ΑΙ κάθετοι, αἱ ἀγόμεναι ἐξ ἑνὸς σημείου Ο τῆς περιγεγραμμέ- 
νης περιφερείας εἰς ἕν τρίγωνον, χηματίζουν ποδικὸν τρίγωνον 
ἀναγόμενον εἰς εὐθεῖαν’ τὸ αὐτό, ἑπομένως, συμβαίνει καὶ διὰ 
τὰς ἰσοκλινεῖς ἐκ τοῦ αὐτοῦ σημείου, τὰς ἀγομένας ὑπὸ κλίσιν 
τυχοῦσαν. (Βλ. ἐπμ. 8 2464). 

) Τὸ θεώρημα τὸ ἀποδιδόμεμον εἰς τὸ ϑαϊπιοῃ (5 766), ἐπιδέ- 
χεται τὴν ἑπομένην ἐπέκτασιν : 

᾽Εὰν ἐπὶ τριῶν χορδῶν ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ (Σχ. 758) διὰ τοῦ αὐτοῦ 
σημείου Ο γράψωμεν τόξα δεχόμενα τὴν αὐτὴν γωνίαν α, αἱ πε- 
φιφέρειαι, εἰς ἃς ἀνήκουν τὰ τόξα ταῦτα, τέμνονται ἀνὰ δύο κατὰ 
Ἐξ ἄλλα σημεῖα κείμενα, ἀνὰ τρία, ἐπὶ δύο εὐθειῶν. 


Θεώρημα 8686-- 


1296. Δίδονται περιφέρεια καὶ δύο σταϑερὰ σημεῖα Α καὶ Β. Διὰ 
τοῦ δευτέρου σημείου φέρομεν χορδὴν τυχοῦσαν ΓΒΔ καὶ διὰ τοῦ πρώ- 
του τὰς τεμνούυας ΑΓΓ', ΑΔΔ΄. 

Δείξατε ὅτι ἡ χορδὴ Γ΄ Δ΄ διέρχεται διὰ σταϑεροῦ στ; είον. (Ροποεῖεξ, 
ἈΑΡρ)!Ἱοδεΐοη ἀἰ Απαῖσβε εἴ ἀε Οέοπιέξτγίε). 


1η ᾿Απόδειξις.' Ἐφαρμόζοντες τὴν ὁμολογίαν (8 1249), ἀπομακρύνομεν 
τὸ σημεῖον Α εἰς ἄπειρον, αἱ εὐθεῖαι 
ΔΔ΄, ΓΓ’ ἀποβαίνουν παράλληλοι Δ .Δ' 
πρὸς ὡρισμένην διεύθυνσιν καὶ τὸ 
οὕτω λαμβανόμενον ἐντὸς τῆς περι- Α 
φερείας σχῆμα εἶναι ἰσοσκελὲς τρα- 
ἀέξιον. Τούτου ἡ πλευρὰ Γ΄ Δ’ διέρχε- Γ 
ται, προφανῶς, διὰ σταθεροῦ σημείου Τ' 
Β΄, συμμετρικοῦ τοῦ Β πρὸς τὴν διά- Σε. Ἴ09. 
βεῖρον τὴν κάθετον ἐπὶ τὰς βάσεις. τον να 

ἰς τὸ τ οι σχῆμα, ἑπομένως, 


ἡ πλευρὰ Γ΄ Δ΄ θὰ διέρχεται διὰ σταθεροῦ ἐπίσης σημείου... 
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ϑῳ "Απόδειξι;. (Σχ. 759). Το Θεωρημα τοῦ εϑαγριιό8, τὸ σχετικὸν 
πρὸς τὴν ἐνέλιξιν (8 1219), ὁδηγεῖ εἰς τὴν ἀπόδειξιν χωρὶς νὰ εἶναι 
ἀνάγκη νὰ καταφύγωμεν εἰς τὴν ὁμολογίαν : 
᾿Επειδὴ τὸ σημεῖον Α εἶναι τὸ κοινὸν δύο ἀπέναντι πλευρῶν 
τοῦ τετραπλεύρου, θὰ εἶναι διπλοῦν σημεῖον τῆς ἐνελίξεως τῶν 
ἐπὶ τῆς ΑΒ σημείων. 'Επομένως 
μἊΌ..͵ Μ'Α3 ,., ΜΒ' ΜΙΑλ,ΜΒ 
ΜΒ.ΜΒ᾽ ΜΒΈ.ΜΈΒ ΜΒ’ ΜΈ. ΜᾺ’ 
᾿Επειδὴ δὲ τὸ δεξιὰ μέλος τῆς δευτέρας ἰσότητος εἶναι σταθερὺς 
ἀριθμός, ὁ λόγος ΜΒ᾽ θὰ εἶναι ἐπίσης σταθερὸς ἀριθμὸς καὶ τὸ 


σημεῖον Β΄ ὡρισμένον κατὰ θέᾳιν. 
1237. 8ὴ ᾿Α4πόδειξις. (Σχ. 760). "Ἔστω Ο τὸ σημεῖον τομῆς τῶν 


ΓΔ καὶ Γ΄ Δ΄, Ρὶ τὸ σημεῖον ὅπου ἡ πολικὴ τοῦ Α συναντᾶ τὴν 
ΑΒ΄. Ἢ πολικὴ αὕτη ΗΡ διέρχεται διὰ τοῦ Ο, ἡ δὲ τετρὰς τῶν 
εὐθειῶν ΟΑ, ΟΔΒΓ, ΟΡ, ΟΔΈΤ΄ εἶναι ἁρμονική. Εἶναι, ἑπομέ- 
νως, ἁρμονικὴ καὶ ἡ τετρὰς τῶν σημείων Α, Β, Ρ, Β΄, καθ᾽ ἃ ἡ 
'τετρὰς τῶν εὐθειῶν τέμνει τὴν εὐθεῖαν ΑΒ’ καὶ ἐπειδὴ τρία τού- 
τῶν, τὰ Α, Β, Ρ, εἶναι σταθερὰ σημεῖα, ἔπεται ὅτι καὶ τὸ τέταρ- 
τον Β΄ θὰ εἶναι σταθερὸν σημεῖον. (Κατὰ τὴν 2. Μ. Ε., 1890, σ. 
208, ϑΘο!]!οτεῖηβ τ). 


Θεώρημα 866---11 


1297 α. “Ἔστω ΑΒΓΔ τετράπλευρον ἐγγεγραμμένον εἰς περιφέρειαν. 
Τὰ ζεύγη τῶν ἐφαπτομένων αὐτῆς εἰς τὰς ἀπέναντι κορυφὰς τοῦ τετρα- 
πλεύρου τέμνονται ἐπὶ τῆς τρίτης διαγωνίου τοῦ τετραπλεύρου Θεωρ. 


Πρόκειται περὶ ἁπλοῦ πορίσματος τοῦ Θεωρήμ. τοῦ Ραξεαὶ 
(8. 1117 γ). Αἱ ἐφαπτόμεναι ΒΛ, ΔΛ τέμνονται ἐπὶ τῆς ΜΝ. Τὸ 
αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰς ἐφαπτομένας ΖΑΕ καὶ ΘΓΗ. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ σημεῖον τομῆς Ρ' τῶν διαγωνίων τοῦ περι- 
γεγραμμένου τετραπλεύρου. ἢ τὸ σημεῖον τοῦ Βιϊαποποη (Ὁ. πο 807), 
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εἶναι ὁ πόλος τῆς εὐϑείας ΜΝ τοῦ Ραϑοαὶ τοῦ ἐγγεγραμμένου τε- 
τραπλεύρου. 
2) ΑἹ χορδαὶ τῶν ἐπαφῶν ΑΓ, ΒΔ διέρχονται διὰ τοῦ Ῥ. 


1237 β. ᾿Επέκτασις. “Εἰς τυχὸν τετράπλευρον δυνάμεθα νὰ περι- 
γράψωμεν ἀπειρίαν κωνικῶν τομῶν : Τὰ ζεύγη τῶν ἐφαπτομένων τῶν 
καμπύλων τούτων, τῶν ἀγομένων εἰς τὰς ἀπέόναντε κορυφὰς τοῦ τοτραπλεύ- 
ρου, τέμνονται ἐπὶ τῆς τρίτης διαγωνίου αὐτοῦ. ᾽᾿Επε: “ἡ τὰ θεωρήματα 
τοῦ Ῥαβςι] καὶ τοῦ Βγίαποποπ ἰσχύουν διὰ τυχοῦσαν κωνικὴν τομήν. 


Θεώρημα 8366 


1258. Δύο χορδαὶ περιφερείας ΑΔ, ΒΙ᾽ τέμνονται εἰς τὸ μέσον Ο 
τρίτης ΕΖ. Δείξατε ὅτι τὰ τμήματα ΟΜ, ΟΝ, τὰ 
δριζόμενα ἐπὶ τῆς ΕΖ ὑπὸ τῶν ΑΓ καὶ ΒΔ, 
εἶναι ἴσα. 


1η ᾿Απόδειξις. Ἢ ἀπόδειξις διὰ τῶν Στοι- 
χείων τῆς Γεωμετρίας, μολονότι δυνατή, εἴ- 
ναι μακρὰ καὶ κοπιώδης καὶ κρίνομεν πε- 
ριττὸν νὰ τὴν ἀναπτύξωμεν ἐδῶ, δεδομένου 
ὅτι εὑρίσκεται εἰς προηγουμένας ἐκδόσεις 
τῶν ᾿Ασκήσεων Γεωμετροίας (2α καὶ 3η). 


3α ᾿Απόδειξις. δυνάμεθα νὰ χρησιμοποιή- 
σωμεν τὸ Θεώρημα τοῦ Μενελάου διὰ τάς δια- 
τεμνούσας (8 1227). 

ΑἹ διατέμνουσαι ΒΓ καὶ ΑΔ τοῦ τριγώνου 
ΜΘΝ δίδουν τὰς σχέσεις 


Διὰ πολλαπλαοιασμοῦ κατὰ μέλη εὑρίσκομεν: 
ΟΜ ΒΝ.ΔΝ ΓΘ.ΑΘ 


ΟΝ τἂν ΒΒ Δ5΄" 
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Τὸ τελευταῖον κλάσμα ἰσοῦται πρὸς τὴν μονάδα, ἀφοῦ 
ΓΘ.ΑΘ-ΒΘ.ΔΘ. 


ΟΜ ΑΜΟΓΜ 
ὍΝ: ΒΝ.ΔΝ᾿ 


Ἄρα 


Ἐπειδὴ δέ: 
ΑΜΙΓΜ ΜΕ.ΜΖ (ΟΕ - ΟΟΜΟΕ- ΟΜ) 
ΒΝ.ΔΝ ΝΕῈΝΖ (6 - ΟΝ) (ΟΕ ΦΟΝ)᾽ 
ἀφοῦ ΟΕ -Ξ ΟΖ, ἕπεται 
ΟΜ: ΟΕ:-- ΟΜἹ' 


ὍΝ: “δει- Οῆτ᾿ 
ἢ ΟΕ (ΟΜ’-- ΟΝὴ τὸ 
δηλ. ΟΜ--ΟΝ. 


8ϑὴ ᾿Απόδειξις. (ΣΧ. 762). Ἢ πρότας᾽ς δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς 
εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ θεωρήματος τοῦ δεϑβαγσιιε8 ἐπὶ τῆς ἐνελί- 
ξεῶώς (8 1219). Κατ’ αὐτό, θεωροῦντες τὰς ΑΓ καὶ ΒΔ ὡς ἀπέναντι 
πλευρὰς τοῦ ἐγγεγραμμένου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ καὶ τὰς ΑΔ, ΒΓ 
ὡς διαγωνίους αὐτοῦ, θὰ ἔχωμεν τὴν σχέσιν 
ΕΜ.ΕΝ - ΖΜ.ΖΝ 


ΕΟΙΕΟ ΖΟ.ΖΟ᾽ 


ἤ, ἀφοῦ ΕΟ --ΖΟ, 
ΕΜ.ΈΝΞ-ΞΖΜ.ΖΝ, 
ΕΜ ΖΜ 
ἐξ ἧς τ - ἘΝ’ 
ἢ ΕΜ-ΖΜΞΕΖ ΖΝΞΕΝΞΕΖ 
σι ΖΜοιΟΡϑο΄᾽.ο “"“ἔ[ὌόὋοΕο ἘΝ τ᾿ 
ἤΆρα ΖΜ--ΕΝ καὶ ΟΜΞΟΝ. 


4η ᾿Απόδειξις. Αὕτη ἐπιτυγχάνεται διὰ τῆς θεωρίας τῶν πόλων 
καὶ πολικῶν καὶ ἁρμονικῶν τετράδων. (0. π9 803). 


κ 1239. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ ἀνωτέρω 
θεώρημα διατυποῦται καὶ ὡς ἑξῆς : 

ΑΪ πλευραὶ τῶν ἀπέναντι γωνιῶν ἑνὸς 
ἐγγεγραμμένου τετραπλεύρου ἀποτέμνουνν ἴσα 
τμήματα ἐπὶ τῆς καϑέτου, τῆς ἀγομένης ἐκ 
τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν διαγωνίων, ἐπὶ τὴν 
εὐθεῖαν τὴν συνδέουσαν τὸ σημεῖον τοῦτο 
μετὰ τοῦ κέντρον. 

2) Διὰ τοῦ ϑεωρήματος τοῦ ᾿εϑανσυιθ8 
εὐκόλως ἀναγνωρίζομεν ὅτι ἡ πρότα- 
σις ἐξακολουθεῖ νὰ ἰσχύῃ καὶ εἰς τὴν 

Σχ. 162. περίπτωσιν, καθ᾽ ἣν τὰ σημεῖα Ι καὶ Ι΄ 
(Σχ. 763), ἀντὶ νὰ συμπίπτουν, ἴσον 
ἀπέχουν τοῦ μέσου Ο τῆς χορδῆς. 

3) Εἶναι ἐπίσης (Σχ. 763) 


ΟΘ -Ξ-5ΟΗ. 
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καὶ ἀρκεῖ ὅπως ἔν ἐκ τῶν τριῶν τμημάτων [!΄, ΜΝ, ΘΗ ἔχῃ 
ἐσον συμπῖπτον πρὸς τὸ σημεῖον Ο, ἵνα τὸ αὐτὸ συμβαίνῃ καὶ 
ιὰ τὰ ἄλλα δύο τμήματα. 


1289... Σημείωσις. 1) Τὸ πυϑτέρο παράδειγμα δεικνύει τὸ ἐν- 
διαφέρον ποὺ παρουσιάζει ἡ σπουδὴ μερικῶν βασικῶν θεωρημά- 
των, ὡς εἶναι τὸ τοῦ Μενελάου διὰ τὰς διατεμνούσας, τοῦ Ὠεδαγζιιε8 
διὰ τὰ τρία ζεύγη σημείων ἐν ἐνελίξει (8 1219) ἢ τοῦ (ένα διὰ 
τρεῖς εὐθείας τεμνομένας εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον (8 1240). Πράγματι, 
μία ἀπλῆ εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς ἐκ τῶν γενικωτέρων τούτων 
Ἰροτασκον δύναται νὰ ἐμφανισθῇ ὡς ἔν ἀνεξάρτητον στοιχειῶδες 
εώρημα, 

ἵναι δὲ πολλάκις δύσκολος ἡ ἀπόδειξις ἑνὸς θεωρήματος μὲ 
τὴν βοήθειαν μόνον στοιχειωδῶν προτάσεων. Οὕτω, Η ἀνωτέρω 
πρώτη ἀπόδειξις, στηριζομένη ἀποκλειστικῶς ἐπὶ τῶν. γνωστοτέ- 
ρὼν θεωρημάτων τῶν Στοιχείων, ἐμφανίζεται εἰς ἄκρον κοπιώδης" 
ἡ δευτέρα, διὰ τῆς χρήσεως τῶν διατεμνουσῶν, εἶναι καὶ. αὐτὴ 
ἀρκετὰ μακρά, ἐνῷ ἡ τρίτη καὶ τετάρτη, βασιζόμεναι ἐπὶ τῆς ἐνε- 
λίξεως καὶ τῆς θεωρίας τῶν πόλων καὶ πολικῶν, εἶναι ἀπλού- 
σταται. 

2) Εἰς τὸ [πιογγηηθαϊαῖνε ἀε9 Μαιμότνπαι(ιοίδηϑ, 1907, σ, 3266, ὁ 
Ε.-Β. Εςϑοίι ζητεῖ τὸ ἐναλλαχεὸν θεώρημα τοῦ ἀνωτέρω. Ὃ Η. Βτο- 
ςεατὰ παραπέμπει σχετικῶς εἰς διάφορα συγγράμματα καὶ ἰδιαιτέ- 
ρῶως εἰς τὰς ᾿Ασκήσεις Γεωμετρίας σ. 523 - 525. 

Βλ. ἐπίσης εἰς [πὲ|. ἀ. Μαιι. (1908), ἄρθρα τῶν Μαΐοὶϊ καὶ Ι,Ἔτοῖ 
(σ. 20 - 22, πϑ 3266) καὶ ΡΙαπεοποτεὶ (σ. 140). 


Θεώρημα τοῦ σένα 567 


1240. Αἱ εὐθεῖαι, αἱ συνδέουσαι τὰς χορυφὰς τριγώνου μείὰ ευχόν- 
τος σημείου τοῦ ἐπιπέδον του, ὁρίζουν ἐπὶ τῶν πλευρῶν αὐτοῦ ξξ τμή- 
ματα. Τὸ γινόμενον τριῶν ἐξ αὐτῶν, μὴ ἐχόντων κοινὰ πέρατα, εἶναι 
ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν τριῶν ἄλλων. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 5 167). 


ἤλλλαι ἀποδείξεις. 1) Ἕνεκα τοῦ πλήρους τετραπλεύρου ΟΜΑΝ, τὰ 


Σι- τοὶ. 
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Αι σχέσεις ἄρα 


ΝΙ ΜᾺ ΡΒ ΞΟΞ, 
οοΣς ΈΣΕΣΞΣ, ςΞ ΟΞΞ ῦ λά ὲ ΡΝΜ 
ΝᾺ ΜΒ ῬΓ 1 (τοῦ Μενελάου, ἐκ τῆς δ,)σης ) 
καὶ 
ΝΥ Μὰ ΔΒ 


Ἢ ΜΕ Γ΄ τ ΤΣ 
εἶναι συνέπειαι ἡ μία τῆς ἄλλης. 
2) Φέρομεν τὰς ΒΔ καὶ ΓΕ παραλ- 
λήλους πρὸς τὴν ΑΛ’ θὰ ἔχωμεν: 
ΛΒ. ΒΔ ΜΓ ΕΓ 


ΛΓ ἘΓ ΜᾺ ΟΑ᾽ 


Νὰ ΟΑ 
ΝΒ ΔΒ 
ἜΑρα 
Σχ. Ἴοδ. ΔΒ ΜΓ ΝΑ; 
: ΛΙῚ ΜᾺ ΝΒ ᾿ 


1240 α. Σημείωσις. 1) Ἢ 2α ἀπόδειξις εἶναι τοῦ ΜοπΒαῖϊαϊ, ().(Ψ. 
Μ. Ε. τοῦ γμίδονί, 1 ᾿Ιαν. 1901). ; 

2) Δυνάμεθα νὰ ὀνομάσωμεν οὐυΐϊοηη68 (59) τὰς εὐθείας διὰ τῶν 
κορυφῶν τριγώνου, ὁπότε τὸ θεώρημα διατυποῦται καὶ ὡς ἑξῆς: 
Τρεῖς «οὐυϊβητιοϑ» διερχόμεναι διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου ὁρίζουν κἈπ. 

Ὃ ὅρος οὗτος προετάθη ὑπὸ τοῦ Ροιυϊαὶπ (υ.ΜΌΕ. 1888, σ. 278). 


᾿Αντίστροφον Θεώρημα 368 


1241. "Ἐὰν τρία σημεῖα, κείμενα ἀνὰ ἔν ἐφ᾽ ἐκάστη πλευρᾶς τρι- 
γώνον, διαιροῦν τὰς πλευρὰς εἷς ἕξ τμήματα τοιαῦτα, ὥστε τὸ γινόμε- 
νὸν τριῶν, μὴ διαδοχιχῶν, ἐξ αὐτῶν νὰ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον 
τῶν τριῶν ἄλλων, αἱ εὐθεῖαι αἱ συνδέουσαι τὰ σημεῖα αὐτὰ μετὰ τῶν 
ἀπέναντι κορυφῶν διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Τοῦ ἀντιστρόφου τούτου θεωρήματος ἡ ἀπόδειξις γινεται διὰ 
τῆς εἰς ἄτοπον ἀπαγωγῆς (Νικ., Σ. Γ., 8ὶ 4] ([9}}.Ψ 


Θεώρημα 368-- 


1241 ἃ. "Ἐὰν τρεῖς εὐθεῖαι, διὰ τῶν χορυφῶν τριγώνου ἀγόμεναι, 
διαιροῦν τὰς ἀπέναντι πλευρὰς εἰς μέρη ἀνάλογα τῶν προσχειμένων 
γωνιῶν, αἱ εὐθεῖαι αὗται διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Τὸ θεώρημα δύναται νὰ γενικευθῇ᾽ ἀρκεῖ τὰ τμήματα νἀ" εἶναι 
ἀνάλογα τῶν αὐτῶν συναρτήσεων τῶν προσχειμένων γωνιῶν, ἢ καὶ πρὸς 
τρία τυχόντα μεγέθη, ἀντιστοιχοῦντος ἑκάστου πρὸς μίαν πλευ- 
ράν. (Θέπέγα!] ἀε (οείροηϊ" βλέπε Ν. ὦ. Μ.-, 1879, σ. σ. 384 καὶ 438). 


69. ΣΉμ. μεδτ. Προετάθη διὰ τὴν ᾿Ελληνικὴν ὁ ὄρος γωνιώδης δια- 
τέμνουσα ἀλλὰ μὲ μετρίαν ἐπιτυχίαν. Προτιμοτέρα εἶνα: ἡ περίφρασις. 

τ0θ. Σὴμ. μετ. Εἰς τὸ διδλίον τοῦτο αἱ ἀποδείξεις τῶν θεωρημάτων 
τοῦ Μενελάου καὶ (ένα, ὡς καὶ τῶν ἀντιστρόφω. τῶν, γίνονται μετὰ 
πάσης αὐττηρότητος. 
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Παράδειγμα : ᾽Εὰν αἱ πλευραὶ διαιρεθοῦν εἰς μέρη ἀνάλογα-τοῦ 
ἀριθμοῦ μοιρῶν τῶν προσκειμένων εἰς ἑκάστην πλευρὰν γωνιῶν, 
τῷ ἤκη τῶν δύο τμημάτων τῆς πλευρᾶς α θὰ εἶναι α. Βυ 
καὶ α.Γ5, τῆς βὶ τὰ βΓ" καὶ βΑ95 καὶ τῆς γ τὰ γΑο καὶ γβο, 


᾿Επειδὴ δὲ 
α.Β. Β.Γο γΥ.Α9 
αι  β.ἈᾺ5 γ.80 
ἕπεται ὅτι αἱ ἑνοῦσαι τὰς κορυφὰς μὲ τὰ σημεῖα διαιρέσεως εὐ- 
θεῖαι διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


1241β. Παρατήρησις. Τὸ προηγούμενον ζήτημα εἶναι ἐκ τῶν 
σπανιωτάτων ἐκείνων παραδειγμάτων σχέσεως ἀμέσου μεταξὺ 
γωνιῶν καὶ μηκῶν καὶ πολὺ δικαιολογημένως ὁ εὑρέτης αὐτοῦ 
ἐφιστᾶ τὴν προσοχὴν ἐπὶ τοῦ ἰδιαιτέρου χαρακτῆρος του. (Ν. Ο. 
Μ,, 1879, σ. 438). 


1, 


Θεώρημα 369 


1242. 1) Αἱ εὐϑεῖαι, αἱ συνδέουσαι τὰς κορυφὰς τριγώνου μετὰ τῶν 
σημείων ἐπαφῆς τῶν ἀπέναντι πλευ- ὲ 
ρῶν καὶ τοῦ ἐγγεγραμμένου χύκλου 
εἰς αὐτό, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ 
σημείου. 

3) Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰ 
σημεῖα ἐπαφῆς ἑκάστης τῶν παρεγ- 
γεγραμμένων εἰς τὸ τρίγωνον περι- 
φερειῶν. 


1 Ἔχομεν 
ΒΕ -- ΒΔ, 
ΓΖΞ-ΞΞ:ΓΕ, 
ΑΔ -Ξ ΑΖ, 
ἄρα καὶ 
ΒΕ.ΓΖ.ΑΔ-:-ΒΕ.ΓΕ.ΑΖ, Σχ. το. 
δηλ. (8. 1240) αἱ εὐθεῖαι ΑΕ κλπ. διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ 
σημείου, 


2) Τὴν αὐτὴν ἰδιότητα ἔχουν καὶ αἱ εὐθεῖαι ΑΕ΄, Β5Ζ΄, ΓΔ΄, αἱ 
συνδέουσαι τὰς κορυφὰς μετὰ τῶν στιείων ἐπαφῆς τῆς παρεγγε- 
γραμμένης περιφερείας εἰς τὴν γι ᾿- Α. 

3) 'Ομοίως αἱ συνδέουσαι τὰἀς κ «ἃς μετὰ τῶν σημείων ἐπα- 
φῆς τῶν ἀπέναντι πλευρῶν καὶ τῶν ἀντιστοίχων παρεγγεγραμ- 
“μένων περιφερειῶν, διέρχονται ἐπίσης διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. Ἢ 
ἀπόδειξις εἶναι ὁμοία τῶν προηγουμένων. 


1242 α. Σημείωσις. 1) Τὸ σημεῖον Ο, τομὴ τῶν συνδεουσῶν τὰς 
κορυφὰς εὐθειῶν μετὰ τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν ἀπέναντι πλευ- 
ρῶν καὶ τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον͵ περιφερείας, ὀνομά- 
ζεται σημεῖον τοῦ σον'σοητιε ἐπειδὴ ὁ μαθηματικὸς οὗτος προέτεινε 
τὸ ἀνωτέρω θιώρημα πρὸς λύσιν εἰς τὰ Μππαίε8 αὐτοῦ. 

2) Τὰ τρία σημεῖα ὡς τὸ Ο΄, τὸ ἀναφερόμενον εἰς τὴν αὐτὴν 
παρεγγεγραμμένην περιφέρειαν, εἶναι τὰ ἐπισυνημμένα (ααἀ]οϊν" 8) 
σημεῖα πρὸς τὸ σημεῖον τοῖ' (ἐγ "» (Με Βεον, 1887, σ. 59). 

3) Τὸ σημεῖον τομῆς τῶν εὐθειῶν, τῶν ἐνουσῶν ἑκάστην κορυ- 
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φὴν μετὰ τοῦ σημείου ἐπαφῆς τῆς ἀπέναντι πλευρᾶς καὶ τῆς πα- 
ρεγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὴν ἀπέναντι τῆς πλευρᾶς γω- 
νίαν, ὀνομάζεται σημεῖον τοῦ Ναροῖ. ᾿ 

4) Τὰ σημεῖα τοῦ Θετξοππε καὶ τοῦ ἡἰν γν ἑνὸς τριγώνου εἶναι 
ἀντίστροφα σημεῖα τοῦ Τοπρονατιρε (βλ. 8 1242 δ). 

Διὰ τὸ σημεῖον τοῦ Ναροὶ, Β. “. Μ. Ε-.., 1686, σ. 158, ἄρθρον τοῦ 
νἱματὶέ καὶ Μαιμεεῖε, 1887, ο, 57, ὡς καὶ 1906, σ. 93, πα 10. Τὸ ση-. 
μεῖον τοῦτο εὑρίσκεται πολλάκις καὶ ὡς ἐἰσοπεριμδτρικὸν σημεῖον. 

5) Αἱ ἰδιότητες τοῦ σημείου τοῦ σεγσοηπς ἐσημειώθησαν ὑπὸ τοῦ 
δεαηπ Οόνα (Αρετριι κἰδϑίογίσυιε τοῦ Πβαϑδῖοθ, σημ. ΝῚΙ, σ. 296' κατὰ τὸ 
1. ἃἁ. Μαιν., 1900, ο. 84, 59 1787). 

6) Ὁ τόπος τῶν σημείων τοῦ ᾿σεγσοηπα ὅταν ἡ βάσις μεταβάλ- 
λεται (καὶ ἡ γωνία Α ὡς καὶ ἡ ἐγγ γραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον πε- 
ριφέρεια παραμένουν σταθεραί), εἶναι ἔλλειψις ἐφαπτομένη τῶν 
πλευρῶν τῆς γωνίας εἰς τὰ καὶ Ε (Σχ. 166). (. Μ. Ε-, 1893, 
σ. 225: Βουϊΐ5). 


Θεώρημα 869--Ἰ 


1242 β. Αἴ εὐθεῖαι, αἱ συνδέουσαι τὰς κορυφὰς τριγώνον ΑΒΓ μετὰ 
τῶν σημείων ἐπαφῆς Α΄, Β΄, Γ΄ τῶν ἀπέναντι πλευρῶν καὶ τῆς ἐγγε- 
γραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περιφερείας, 
Α τέμνονται εἰς σημεῖον Ο (ΞΞ- τοῦ Θετβοισο) 

τοιοῦτον, ὥστε 


(Μαιμοδίε, 1884, σ. 245, ΤΕ τ᾽). 
Ἔκ τῆς διατεμνούσης ΓΓ΄ τοῦ τριγώ- 
Γ" νου ΑΒΑ΄ εὑρίσκομεν 
ΑΓ’ ΒΓ ΑὉΌ 
ΒΓ Τ᾿ Ἀδ΄ " 
ὅθεν 
ε Ἂ ἐν ΑΘ ΑΓΒ α(τ-)ὁ 
ἈῸ ΒΓΓΓΑ τι -- β)ζ( -- γ) 
ὋὉμοίως, 
ΒΟ βα6- 8) ΓῸ γα-ς-ν) 
ΒΌ π-|α)].--ἀ ΤῸ (τ--- β)τ-- α) 
ΓΑρα: 


Σχ. 1751. 


ΑΟ.ΒΟ.ΓΟ. αβγτ ΕΝ 
ΑΟΌ.ΒΌ.ΓῸ τοςτ-- αγ)ίτ-- β)(τ-- γ᾽ 
4. :}ὁτ 4Ὰ8τ 4 τι 48 


ἘΠΕ Πτρ ρ 
Θεώρημα 36960-- Σ 
1342. Αἱ εὐθεῖαι, αἱ συνδέουσαι τὰ μέσα τῶν πλενρῶν τριγώγου 


μεεὰ τῶν μόσων τῶν ἀντιστοίχων ἐπ᾽ αὐτὰς ὑψῶν, διέρχονται τοῦ 
αὐτοῦ σημείου Ἐ. 
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"Ἔστω ΔΕΖ τὸ συμπληρωματικὸν τοῦ ΑΒΓ τρίγωνον (δηλ. τῶν 

ἐσὼν τῶν πλευρῶν του)" τὰ ὕψη αὐτοῦ τέμνονται εἰς τὸ κέντρον 

ὃ τοῦ περιγεγραμμένου εἰς τὸ ΑΒΓ κύκλου καὶ πληροῦν. ἐπομέ- 
νῶς, τὴν σχάσιν τοῦ (ένε: 


Σι. 708. 


᾿Αλλ᾽. εἶναι ΛΕ ΞΞ ΛΖ κλπ., ἐκ τῆς ἰσότητος τῶν τριγώνων, ὡς 
τὰ ΔΕΖ καὶ ΑΕΖ' ἄρα: 
ΜΔ ΜῈ ΝῈ ᾿ 
Μ2Ζ ΛΈ Ν Δ ’ 
καὶ αἵ εὐθεῖαι ΕΜ΄, ΔΛ’, ΖΝ’ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, 


1242 δ. Σημείωσις. 1) Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι εἰδικὴ περίπτω- 
σις τοῦ γενικωτέρου ἀπὶ τῶν ἰσοτομικμῶν εὐθειῶν (δ 2329), δηλ. 
τῶν εὐθειῶν, ὡς αἱ ΔΛ, ΔΛ’, ἐκ τῆς αὐτῆς κορυφῆς Δ ἀγομένων 
καὶ δαῥχομένον διὰ τῶν σημείων Λ, Λ΄, συμμετρικῶν πρὸς τὸ 
μἷσον Ο τῆς ἀπέναντι πλευρᾶς. “ὥστε : αἱ ἰσοτομικαὶ εύϑεται τριῶν 
οὐδειῶν τοῦ (ένα (1") εἶναι ἐπίσης εὐθεῖαι τοῦ σένα. 

Ἢ θεώρησις τῶν ἰσοτομικῶν εὐθειῶν ὀφείλεται εἰς τὸν Ο. ἀε 
Γοπβοβατηρθ π' 2330) τὰ σημεῖα Ο (κέντρον περιγεγραμμόνης πε- 
ριφερείας) καὶ Κὶ καλοῦνται ἀντίστροφα σημεῖα. 

ὁ σημεῖον Καὶ εἶναι τὸ σημεῖον τοῦ [μεπιοΐπε τοῦ τριγώνου 
(δ 2352). Οὕτω, τὸ κέντρον Ο τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας 


Ἵ1. Σμ. μδτὶ 'αντί : τριῶν αὐθειῶν διὰ τῶν κορυφῶν τοῦ. τριγώνου, 
διερχομόνων διὰ τοῦ αὑτοῦ σημείου (ἔτοΐδ οὐνίεππεβ σοτοουγαπἕθβ). 
Τὸν ὅρον τοῦτον ἀναγράφομεον μετὰ πάσης ἐπιφυλάξεως, ὅσον ἀφορᾷ τὸ 
δὔστοχον κλπ. αὐτοῦ, καὶ ἀποκλοιστιχῶς διὰ τὰς ἀνάγκας τοῦ διδλίον 
τούτου. 
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εἰς τρίγωνον ΑΒΓ καὶ τὸ σημεῖον Κὶ τοῦ επιοΐηε αὐτοῦ εἶναι ἀν- 
τίστροφα σημεῖα, ἀναφορικῶς πρὸς τὸ συμπληρωματικὸν τοῦ ΑΒΓ 
τρίγωνον ΔΕΖ. 

Τὸ προηγούμενον ϑεζρημα (8 1242 ) ἀποδίδεται γενικῶς εἰς 
τὸν Τιεποΐπε (Ν. Α., 1884, σ. 27)... «Ἢ εὐθεῖα, ἡ συνδέουσα τὸ 
μέσον μιᾶς πλευρᾶς μετὰ τοῦ μέσου τοῦ ἐπ᾽ αὐτὴν ὕψους, διέρχε- 
ται διὰ τοῦ κένερον Καὶ τῶν συμμετροδιαμέσων. Ἢ εὐθεῖα αὔτη εἶναι 
ὁ τόπος τῶν κέντρων τῶν ὀρθογωνίων τῶν ἐγγεγραμμένων εἰς τὸ 
τρίγωνον καὶ ἐχόντων τὰς βάσεις τὼν ἐπὶ τῆς θεωρουμένης πλευ- 
ρᾶς». Τὸ θεώρηυα τοῦτο ἐδημοσιεύθη τὸ 1873 ἢ 1874, ὡς ὑποβει- 
κνύει ὁ Μ. ἀἰΟσαρης, καθὼς καὶ ὁ Ννίκατίέ, εἰς .. Μ. Ε΄, 1886, σ. 
180. Νοίε 9» 1α ἐνηιδαίαηε. Βλ. ἐπίσης Α. Ε΄, 1874, 1,1116, σ. 1166, η9 2. 

Ὃ (δβατο ἀποδίδει τήν, κατὰ τὰ προηγούμενα, κατασκευὴν 
τοῦ σημείου Κὶ εἰς τὸν ΘοΒΊδιαῖο (Ν. Α. 1887, σα. 223). 

Διὰ τὴν ἀπόδειξιν τοῦ θεωρήματος ὃ 1242 γ, βλ, ἐπίσης Μαίμε- 
δἰ, 1881, σ. 185 καὶ . Μ. Ε., 1885, σ. 265, πὸ 27 καὶ Σημείωσις" 
ἐπίσης, 1887, σ. 117, Σημείωσις. 

2) Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα δύναται νὰ γενικευθῇ, διὰ τῆς 
ἀντικαταστάσεως τῶν ὑψῶν ὑπὸ τριῶν τυχουσῶν. εὐθειῶν τοῦ (ένα 
(Μαιμιεεὶβ, 1883, σ. σ. 103 καὶ 104 β’ ΚίεΒ]). 


Θεώρημα 3869--111 


1342 ε. "Ἐὰν τρεῖς εὐθεῖαι τοῦ (ένα συναντοῦν τὰς πλευρὰς τριγώ- 
νον ΑΒΓ εἰς σημεῖα Α΄, Β΄, Γ', τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ζευγῶν εὐθειῶν 
(4Β, ΑΒ7, (ΒΓ, Β ΓΊ, (ΓΑ, Γ΄ ΑἼ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. 

Ἧ πρότασις εἶναι ἀπλῆ συνέπεια τῶν θεωρημάτων τῶν Μενε- 
λάου καὶ (ένα (δ 1227 καὶ 1240). 


ΣΙ. Ὁ. 


"ἂς εἶναι Δ ἡ τομὴ τῶν ΜΒ καὶ ΑΑ΄, Ε τῶν ΛΑ καὶ ΒΒ΄, 2 
τῶν ΜΒ καὶ ΓΓ΄. Τὰ τέσσαρα σημεῖα Λ, 7, Α, Ξ κεῖνται ἐπ᾽ εὖ- 
ἯΜΩΣ καὶ τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰς τετράδας Μ, Ζ, Β, Δ καὶ 

, Ε, Γ, Δ. 

ΛΜΝ εἶναι ἡ πολικὴ τοῦ σημείου Κὶ τοῦ (ένα πρὸς τὸ δοθὲν 

τρίγώνον ΑΒΓ. 
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1342 ζ. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ θεώρημα τοῦτο διατυποῦται καὶ ὡς 
ἕξῆς : 4, πλευραὶ τοῦ ποδικοῦ τριγώνου τριῶν εὐθειῶν τοῦ Οόνυα σνυναν. 
τοῦν τὰς ἀπέναντι πλευρὰς τοῦ δοϑέντος τριγώνου κατὰ τρία σημεῖα ἐπ᾽ εὐ- 
ϑείας γραμμῆς κείμενα. 

2) Ποδικὸν τρίγωνον σημείου Κὶ τοῦ ἐπιπέδου τριγώνου ΑΒΓ, 
εἶναι τὸ τρίγωνον ΑΙ ΒΊΓ΄, τῶν τομῶν τῶν εὐθειῶν ΑΚ, ΒΚ, ΓΚ 
μετὰ τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 


Θεώρημα 8659-- 


1242 η. Ἑϊς τρεῖς τυχούσας εὐθείας τοῦ (ένα, ἀντιστοιχοῦν τρεῖς 
εὐθεῖαι διὰ τῶν κορυφῶν τοῦ τριγώνου καὶ συναντῶσαι τὰς ἀπέναντι 
πλευρὰς κατὰ τρία σημεῖα ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς κείμενα. Καὶ ἀντιστρόφως. 


Αἱ ἕξ αὗται εὐθεῖαι τέμνονται ἀνὰ τρεῖς κατὰ τέσσαρα σημεῖα. 

Εἴναι τὸ προηγούμενον θεώρημα διατυπωμένον κατὸ τὸν ἀρ- 
μόζοντα γενικώτερον τρόπον. 

Εἰς πᾶσαν εὐθεῖαν ΓΓ΄ (Σχ. 769) ἀντιστοιχεῖ εὐθεῖα ΓΝ, διερ- 
χομένη διὰ τοῦ συζυγοῦς ἁρμονικοῦ Ν τοῦ Γ΄ πρὸς τὰ Α καὶ Β' 
δηλ. διά τοῦ σημείου Ν᾿ τοῦ τοιούτου, ὥστε : 


Νὰ ΓᾺᾺ 
ἮΒ ΤΒ᾿ 


Πᾶν σημεῖον Καὶ δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς σημεῖον τομῆς τριῶν 
εὐθειῶν τοῦ (ένα καὶ εἰς τοῦτο ἀντιστοιχοῦν τρία ουσχετισμένα 
πρὸς αὐτὸ σημεῖα Δ, Ε, Ζ (:3). Ἕκαστον ἐξ αὐτῶν εἶναι τὸ κοι- 
νὸν σημεῖον τῶν τριῶν εὐθειῶν τοῦ (ένα: ΑΕ, ΒΕ καὶ ΓΕ. 


Παρατηρήσεις. Τὸ κέντρον ἰ τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου ἔχει ὡς 
συσοχετισμένα πρὸς αὐτὸ τὰ κέντρα τῶν παρεγγεγραμμένων περι- 
φερειῶν. Τοῦ σημείου Καὶ τοῦ 1,οηιοίπε συσχετισμένα εἶναι αἱ κορυ- 
φαὶ τοῦ ἐφαπτομενικοῦ τριγώνου (δ 2293), τοῦ δὲ κ. βάρους Θ τοῦ 
τριγώνου συσχετισμέναι εἶναι αἱ κορυφαὶ τοῦ ἀντισυμπληρωματι- 
κοῦ (δ 434β) αὑτοῦ τριγώνου. : 

Δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν ἐπίσης τὰ συσχετισμένα σημεῖα 
πρὸς τὸ ὀρθόκεντρον τοῦ τριγώνου, τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμέ- 
νης περιφερείας, κλπ, 


Θεώρημα 369-- Κ 


1242 ὃ. Δυνάμεϑα νὰ κατασχευάσωμεν ἀπειρί.ν τριγώνων ἐχόντων 
δοϑὲν τρίγωνον ΔΖΕ ὡς ποδικὸν τριῶν εὐθειῶν τοῦ (όνα, 


Λαμβάνομεν αὐθαιρέτως τὴν διεύθυνοιν ΧΔΥ μιᾶς πλευρᾶς τοῦ 
ζητουμένου τριγώνου: ἀκολούθως ὁρίζομεν τὸ συζυγὲς ἁρμονικὸν 
Ν τοῦ Μ, τομῆς τῶν ΧΥ καὶ ΔΕ, πρὸς τὰ Ζ καὶ Ε. ὋὉρίζεται 
οὕτω ἡ διεύθυνοις ΔΝΖ τῆς μιᾶς ἐκ τῶν τριῶν εὐθειῶν τοῦ (ένα, 
πᾶν δὲ σημεῖον Α ἀπ’ αὐτῆς ὁρίζει ἕν ἐκ τῶν ζητουμένων τριγώ- 
νων. "Ἐπειδὴ πᾶσα τέμνουσα ΜΓΔΒ τῆς ἁρμονικῆς τετράδος εὐ- 
θειῶν μὲ κορυφὴν τὸ Α διαιρεῖται ἁρμονικῶς ὑπ᾽ αὐτῆς καὶ αἱ 


1. Σημ. μετ. “Ὥστε αἱ τετράδες (Β, Καὶ, Β΄, Ε) κλπ, νὰ εἶναι ἀρ- 
μονικαί. 
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διαγώνιοι, ἑπομένως, ΒΕ, ΓΖ τοῦ πλήρους τετραπλεύρου ΑΜΒΕ 
θὰ τέμνωνται ἐπὶ τῆς ΑΔ. 
Τὸ τρίγωνον ἄρα ΑΒΓ εἶναι ἐκ τῶν ζητουμένων. 


1242 ι. Παρατηρήσεις. 1) Δύναται νὰ δοθῇ καὶ μία κορυφή, ἡ Β λ χ. 

2) Ὅσταν τὸ ζητούμενον τρίγωνον καὶ τὸ δοθὲν ποδικὸν ἔχουν 
σχέσιν τινὰ πρὸς ἄλληλα, ἡ λύσις τοῦ προβλήματος δύναται νὰ 
εἶναι μοναδικὴ ἢ νὰ ὑπάρχουν ὡρισμένου πλήθους λύσεις. ΄“. 

Οὕτω, εὐκόλως ὁρίζομεν τὸ μοναδικὸν τρίγωνον ΑΒΓ, τὸ ἀν- 
τιστοιχοῦν εἰς ποδικὸν τρίγωνον συμπῖπτον πρὸς τὸ τῶν μέσων 
τῶν πλευρῶν τοῦ ΑΒΓ (συμπληρωματικὸν αὐτοῦ) ἢ πρὸς τὸ ὀρθι- 
κὸν αὐτοῦ. Τὰ πράγματα ὅμως εἶναι διάφορα ἐὰν τὸ ποδικὸν 
εἶναι τὸ τῶν διχοτόμωγ ἢ τῶν συμμετροδιαμέσων'’ ἐπειδὴ τὰ δύο 
ταῦτα προβλήματα, τουλάχιστον μέχρι ἀήμεΡον (75), δὲν ἔχουν 
λάβει λύσεις διὰ μεθόδων ἀρκετὰ στοιχειωδῶν, ὥστε νὰ δικαιο- 
λογηθῇ ἡ παρουσία τῶν εἰς τὸ ἀνὰ χεῖρας βιβλίον. 

Σχετικῶς πρὸς τὸ θέμα αὐτὸ δύναταί τις νὰ συμβουλευθῇ τὸ 
1π|. ἀδ6 Μαϊ)ιότναίιοιοτα (1698, σ. 33, ζτμ. 268, Εἰἱςεα]άε᾽ 1899, σ, 54, 
τὸ 268, ΒίοςμΒε' σ. σ. 55 ἕως 58, Βαγθατγίπ' 1903, σ. 64, 55 245, 
Βτιοςδγὰ, Ῥίαπμποτσο, υγδπ - Ποῦ ρα). 


Θεώρημα τοῦ γαη Αμδεὶ 869-- γ] 


1342 κ- “Ἕστω τρίγωνον ΑΒΓ καὶ τρεῖς εὐθεῖαι τοῦ (ένα αὐτοῦ 
ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, τεμνόμεναι εἰς Ο. Δείξατα τὴν 


Α σχέσιν : 
ΑΟ ΑΖ 2: ΑΕ 
ὍΔ 28 ΑΓ 
Τὰ ἐμβαδὰ τῶν τριγώνων ΑΟΓ καὶ 


ΒΟΓΓ εἶναι πρὸς ἄλληλα ὡς τὰ μήκη 
Ζ.-3 Ξ ΑΖ καὶ ΖΒ, τῶν δὲ τριγώνων ΑΟΒ καὶ 
Ζ- , ΒΟΓ ὡς τὰ ἊΕ καὶ ΓΕ. 


ἃ "Αρα: 
Ζα. τη. ΑΖ, ΑΕ (ΑΟΒ)- (ΔΟΓῚ) 
2 ἐπὴν - "Ρσ) 


8. Σημ. μετ, Περὶ τὸ 1910. 
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Διὰ συγκρίσεως ἐπίσης τῶν τριγώνων ΑΟΒ, ΒΟΔ καὶ ΑΟΓ, 
ΓΟΔ, εὑρίσκομεν τὴν σχέσιν : 


(Α0Β). (ΑΟΓ) (ΑΟΒΗΑΟΓ) (ΑΟΒ) ΚΑΟΓ) 
ὃΣ- τ861) (Γ0Δ)΄ κ (ΒΟΔΊΗΓΟΔῚ)᾽ (ΒΌ0Γ) 


“ὥστε: 
ΑΕ ΑΟ 
8. ἜΞΕ Ξ δΧ᾽ 
"Εφαρμογαί : 1) ᾿Ἐὰν Ο εἶναι τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν ἐσωτερικῶν 
διχοτόμων : 
ΑΖ β ΔΕ νγ, .(ΑΟ β-τγ 
5 “α΄ Ἐς α΄ Ῥα χα 
2) Ἐὰν Ο τὸ κοινὸν τῶν διαμέσων : 
ΑΟ 
δὲ Ξ- "1:52 
" ᾿Εἀἁἀν Ο τὸ ὀρθόκεντρον: 
εΦ8Β Β ΑΕ ἐφΓ ΑΟ,͵ συν ᾳ 


ὅπ - ΦΦ΄Α᾿ ἘΓ Ξεφα ὅθεν: δὰ συνθουνῖ 
4) 'Εὰν Ο τὸ σημεῖον τοῦ Ιμεπποῖπε: 


ΑΖ β' ΑΕ γ᾽ β' εἰσ ἌΝ 
ἼΒ᾽ πε τ ᾿ ἜΓ πρ ὅθεν; ἐῃ- : 

5) ᾽Εὰν Ὸ τὸ σημεῖον τοῦ Θετροππε: 

ΑΖ τ-- α ΑΕ τ-π α ΑΟ . α{(τ-) 


78 τοβ᾽ ἘΓ τον δ Δ {τ--ῥγι - Ὑ)᾽ 
6) 'Εὰν Ο τὸ πρῶτον σημεῖον τοῦ Βτοςατά : 


5 ΑΕ τοῆβδς ὅθεν: ΑΟ ἐξ α᾽β᾽ - γ᾽β3 . 
2Ὲ Ἔντ’ ἜΓ α “ὉΔ᾽. αξγ' 


7) ᾽᾿Εἀν Ο τὸ δεύτερον σημεῖον τοῦ Βτοιατά: 


ΑΖ γ' ΞΕ ὙΣ, ὅθεν: 49. βγτε αἰγὶ 
28 αἀαϑ᾽ ΞῊΣ 85 Ξ α᾽β 
1242}. ΒΊΗΙ. 1) Τὸ θεώρημα 1242 κ προρτάθη εἰς τὴν 
ἀἐρυσλ πὸ 128 καὶ εἰς τὸ ὑυοιγνπαὶ 46 Μαίῃ. τοῦ ]οησομαγιρϑ, 
5.237 
Ἢ ἀνωτέρω λύσις, ὡς καὶ αἱ συνέπειαι αὐτῆς, ἐδόθησαν ὑπὸ τοῦ 
Ρίβκβονο εἰς τὸ Βιὶ εἰἰπ ἀρβ ὅς. γνιαίδ. οἱ μᾷ. τῶν Νίενεπχίονβκὶ 
καὶ σόταγα (1899 - 1900, σ. 289). 


1242 μ, 2) Τὰ φαινομενικῶς στοιχειῶδες πρόβλημα, κατὰ τὸ 
ὁ ποῖοῦ δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ, ζητεῖται νὰ ὁρισθῇ σημεῖον Δ 


Γεωμετρία 837 
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τοιοῦτον, ὥστε, ἂν ἀχθοῦν αἱ ΑΔΕ, ΒΔΗ, ΓΔΘ (Σχ. 772), νὰ εἶναι 
ΔῈ Ξ-ὀ᾿  ηΗ:--ΔΘ, 


ἐμελετήθη ὑπὸ τοῦ 1. -Ψ. Τάβοῖι. ([πὸ|. ἃ. Μ., 1900, σ. 17, η5 1044). 
- Διὰ τὸν ὁρισμὸν τοῦ σημείου αὐτοῦ, εἰς τὸ τυχὸν τρίγωνον, 
ἀπαιτεῖται ἡ λύσις μιᾶς ἐξισώσεως ἑβδόμου βαθμοῦ. 

Εἰς τὴν περίπτωσιν ἀκόμη τοῦ ἰσοσκελοῦς 
τριγώνου, τὸ σημεῖον Δ ὁρίζεται δι᾽ ἐξισώ 
σεὼς τρίτου βαθμοῦ καὶ κεῖται ἐπὶ τοῦ ὕψους 
ΒΗ. Ἡ κατασκευή του εἶναι ἀνέφικτος διὰ 
τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου καὶ εὐκολύνε- 
ται διὰ τῆς κατασκευῆς μιᾶς στροφοδιδοῦς, 
ἐχούσης κορυφὴν τὸ Α καὶ διπλοῦν σημεῖον 
τὸ Η 


Διὰ τὴν ἐξίσωσιν καὶ τὰς ἰδιότητας τῆς 
στροφοειδοῦς, βλέπε τὴν ᾿Αναλυτικὴν Γεωμε- 
τρίαν τοῦ Βτίοί. ᾿ 

3) Τὸ ζήτημα τοῦτο ἐτέθη τὸ 1898 ὑπὸ τοῦ 
Μετγκδατί, ἐκενθθμησεν αὐτὸ ἐκ νέου ὁ Βατὶ- 
ΣΣ:. ΤΊ. βίο τὸ 1910 καὶ ὁ Ο. Ι,επιαῖτε ἐπελήφθη αὐ- 
τοῦ ὀλίγον ἀργότερον (1. ἀ. Μ., 1910, σ. 264, 
ζτμ. 3744). 

Εἰς τὴν τρίτοι τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου μὲ βάσιν β, ὄψος 
Ἐ καὶ μῆκος ΔΕ-- ΔΗ -- ΔΘ-Ξκ, ὁ Ἰαήεϊπιδομες δίδει τὴν ἐξίσω- 
σιν τρίτου βαθμοῦ 


Β' (ἃ -- κ)"Ξ 16 μι", 


ἥτις δὲν εἶναι ἀναγώγιμος παρὰ εἰς εἰδικὰς τινὰς περιπτώσεις, 
ὑποδειχθείσας ὑπὸ τοῦ Ἰε5ςἙ. 

4) Δύναται νὰ τεθῇ καὶ τὸ ἑξῆς πρόβλημα’ νὰ ὀὁριοθοῦν τρεῖς 
εὐθεῖαι τοῦ (ένα δοθέντος τριγώνου, τῶν ὁποίων τὰ μήκη (ἀπὸ 
τῶν κορυφῶν μέχρι τῶν ἀπέναντι πλευρῶν) νὰ εἶναι τὰ αὐτά, 

᾿Εὰν τὸ κοινὸν σημεῖον αὐτῶν εἶναι Ζ, τὸ σημεῖον τοῦτο εἶναι 
ἑστία τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον κωνικῆς τομῆς καὶ 
ἐχούσης κέντρον τὸ κέντρον βάρους τοῦ τριγώνου (1,. Βίεϊκατξ, 
Ψ. Μ., 1910, σ. 170, πὸ 3724. Η ἀπάντησις εὑρίσκεται εἰς τὰς σελ. 
256 ἕως 260, εἰς ἄρθρα τῶν Μεῖβοι, Μαῖο κλπ.). 


Θεώρημα 8369-- Μὴ] 


1242 ν' 'Ἐπὶ τῶν ἀκτίνων ΙΔ, ΙΕ, 1Ζ τοῦ ἐγγεγραμμένον εἰς τρίγω- 
νὸν ΑΒΓ κύκλου, τῶν καϑέτων ἐπὶ τὰς πλευρὰς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ ἀντιστοί- 
χως, λαμβάνομεν μήκη ἴσα ΙΔ΄, Ε΄, 1Ζ΄. Δείξατε ὅτι αἱ εὐθεῖαι ΑΔ΄, 
ΒΕ΄, ΓΖ'᾽ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. (1,επιοὶπε, Βοπίϊη, ἈπειαΙὶ, 
Κατγίγα). 

Διὰ τῶν Δ’, Ε΄, Ζ΄ φέρομεν παραλλήλους ΤΣ τὰς πλευρὰς 
τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. Τὰ ὀρθογώνια τραπέζια ΖΡΒΖ καὶ ΕΔ΄ ΔΒ 
εἶναι ἴσα, ἐπειδὴ ΒΖ-- ΒΔ, ΖΖ΄ -- ΔΔ΄ καὶ αἱ γωνίαι ΔΒᾺῈ καὶ 
ΖΒΡ ἴσαι, ὡς κατὰ κορυφήν. Ἄρα 


Ζ᾽ Ξε ΔΈ, 


1 
καὶ ἀναλόγως, ΣΔ΄ -,ῖΙεΕ΄ὶ͵ ΕὐὔΞτξΖν ᾿ () 
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ΑΙ διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Γ διερχόμεναι τρεῖς εὐθεῖαι ΓΥ, 
ΓΖ' καὶ ΓΡ, τεμνόμεναι ὑπὸ τῶν παραλλήλων ΑΒ καὶ ΚΡ, δίδουν 


τὴν σχέσιν : 
ΑΝ νζΖ' 
ΒΝ ΡΖ 
ΒΛ ΑΔ’ 
Καθ᾽ ὅμοιον τρόπον “λ΄ ΞΞ -Σλ’’ (2) 
ΓΜ ΤτΤε' 
ΜΑ σε’ 


Στ. 2 α 


Διὰ πολλαπλασιασμοῦ κατὰ μέλη τῶν (2) καὶ ἔχοντες ὑπ᾽ ὄψιν 
τὰς ἰσότητας (1), εὑρίσκομεν 


ΑΝ ΒΛ ΓΜ νΖ΄ ΕΑΔ’ ΤΕ΄' 


ἜΝ ΤΑ ΜΑ ΡΖ’ ΣΔ’ Ε’ 
δηλ. ὅτι αἱ εὐθεῖαι ΑΔ΄, ΒΕ΄, ΓΖ᾽ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ 
σημείου. 


1242 ξ. Σημείωσες. 1) Ἢ ἀνωτέρω ἐκφώνησις τῆς προτάσεως 
εἶναι τοῦ Κατγίγα (Τόκιο) τὸ θεώρημα ὅμως δὲν εἶναι νέον ἀλλὰ 
τμῆμα ἑνὸς ἄλλου, τὸ ὁποῖον εἶχον ἤδη ἐξαγγείλει οἱ 1,επιοὶπο 
καὶ Βουϊκίη δέκα πέντε ἔτη ἐνωρίτερον (1889.--1890) 

Τὸ θεώρημα τοῦ Κατίγα, ἐμφανισθὲν μεμονωμένον, προεκάλεσεν 
εὐθὺς ἀπὸ τῆς γνώσεώς του (1904) μέγα ἐνδιαφέρον καὶ ἐσχολιά- 
σθη εὐρέως. Βλέπε σχετικῶς Επϑοϊσηογιοτί Μαϊμέπιαζίυο, 1904, 
ο. 131, 236, 406 καὶ 1905, σ. 44. 

Μεταξὺ τῶν ἀποδείξεων, παρατηρήσεων καὶ ἐπεκτάσεων τῆς 
προτάσεως τοῦ Κατίγα, ἀναφέρομεν ἐκείνας τῶν Βαγθατία, Ὀὲ- 
τιουΐ, Ἠατοϊᾶ ἩΣοπ, Ὀαπΐεῖβ, Εταπῖζε, ἔδατε καὶ ἰδιαιτέρως τοῦ 
Ὁ απηίοπὶ. 

2) Ἡ ἀπόδειξις τοῦ Κατίνα εἶναι μακρὰ καὶ ὄχι πολὺ κομψή. 
(Εν8. γπαίβμέπι., τόμ. ΝΙ, 1904, σ. 131 ἢ ρουϊθέα ἀο ἡκαϊοηιαίϊοαϑ, (58 }- 
«ἰαρο), 1905, σ. 439. Ἢ ἀπόδειξις, ἀντιθέτως, τὴν ὁποίαν παρεθέ- 
σαμεν ἀνωτέρω εἶναι βραχεῖα καὶ ἀπλῆ. 


Ἵστορικόν. ᾽ῶς εἴπομεν ἀνωτέρω καὶ ὅπως συχνὰ συμβαίνει 
κατὰ τὴν σπουδὴν τῆς Γεωμετοίας ταῦ Τροιγώνον, τὸ θεώρημα τὸ 
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ὁποῖον ὁ Καείγα ἐνόμισεν ὅτι πρῶτος ἀνεκάλυψε τὸ 1904 εἶναι 
εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ ἑπομένου τοῦ 1, Ἔπιοὶπε (1889): 

"Ἐὰν ἐκ σημείου Μ τοῦ ἐπιπέδου τριγώνου ΑΒΓ φέρωμεν καϑέτους 
ΜΧ, ΜΥ͂, ΜΖ ἐπὶ τὰς εὐθείας ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ καὶ λάβωμεν ἐπ᾽ αὐτῶν 
μήκη ΧΑ΄, ΥΒ΄, Ζ2Γ΄ ἀντισερόφως ἀνάλογα τῶν ΑΧ, ΜΥ͂, ΜΖ, αἱ ἐρεῖς 
σὐϑεῖαι ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ’ ϑὰ τέμνωνται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Λ. 

᾽Ολίγον ἀργότερον, ὁ Βουϊίπ εἰς μίαν ὡραιοτάτην σποῦ ἕ 
"πὶ μιᾶς ὁμάδος τεσσάρων κωνικῶν τομῶν τοῦ ἐπιπέδου τριγώνου ΑΒΓ, 
διετύπωσε τὸ ἀκόλουθον θεώρημα : ᾿δὰν Α΄, Β΄, Γ΄ εἶναι τὰ σημεῖα 
ἐπαφῆς τοῦ ἐγγεγρομμένου κύκλου εἰς τρίγωνον ΑΒΓ καὶ ἐπὶ τῶν ΙΑ΄, 1Β’, 
ΙΓ΄ λάβωμεν μήκη ΙΑ΄, 18΄, Γ΄ ἴσα πρὸς ἃ καὶ κατὰ τὴν αὐτὴν φορὰν 
πρὸς τὰ πρῶτα, αἱ εὐθεῖαι ΑΙΑ',, ΒΒ“, ΓΓ΄΄ ϑὰ διέρχωνται διὰ τοῦ αὐτοῦ 
σημδίου. 

Ὃ τόπος τοῦ σημείου τούτου ὅταν τὸ μῆκος λα μεταβάλλεται 
εἶναι κωνικὴ τομὴ (Β), δηλ. ἡ ἰσοσκελὴς ὑπερβολή, ἡ προκύπτουσα 
διὰ ἰσογωνίου μετασχηματισμοῦ τῆς εὐθείας ΟἹ (σχ. 772 β), 
ὦ. Μ. 5., 1890, σ. 105, 124: ἐπίσης, σ. 265, ρτοδιότιε δεν ἰα (τιαπριε). 

Τὸ θεώρημα τοῦ Κατίγα διεξεδίκησεν ἐπίσης καὶ ὁ Ἀείαϊ! {Μι- 
λᾶνον), ὅστις τὸ ἐδημοσίευσεν τὸ 1896. Τέλος, εἰς τὴν Μαϊμεεὶε, 
1903, σ. 265, ὁ ϑρεοϊκπιδη (Ασῃβε, ᾽'Ολλανδία) δίδει τὸ ἴδιον θεώ- 
ρῆμα καὶ μὲ ἐκφώνησιν αὐτοῦ τὴν ἰδίαν πρὸς τὴν τοῦ Κατίγα. 


: ἢ ὙΙ2 Ῥ 


3) Ἢ ἰσοσκελὴς ὑπερβολὴ (σχ. 772 β), ἰσογώνιος μετασχηματι- 
σμένη τῆς εὐθείας ΟἹ, ἀνήκει εἰς τὴν ὁμάδα τῶν τριῶν ἰσοσκελῶν 
ὑπερβολῶν τῶν ἀντιστοιχουσῶν εἰς τὰς εὐθείας ΟΙα, ΟἹρ᾽, Οἷν. 
Αἱ τέσσαρες αὗται κωνικαὶ τομαί, αἱ. τόσον πλήρως σπουδασθεῖ- 
σαι ὑπὸ τοῦ Βουϊ:π, θὰ ἔπρεπεν δικαιωματικῶς νὰ ἔφερον τὸ 
ὄνομά του, ἢ τὸ τοῦ 1,ετποίπε. ᾿Ωνομάσθη ἐν τούτοις ἡ πρώτη -- ἧ 
σχετιζομένη πρὸς τὸ κέντρον τοῦ γεγραμμένου κύκλου -- ὕπερ- 
βολὴ τοῦ Κεωονδαο, (μολονότι ὁ μαθηματικὸς οὗτος οὐδόλως ἐπε- 
λήφθη τῆς σπουδῆς αὐτῆς), ἐπειδὴ τὸ κέντρον της εἶναι τὸ σή- 
μεῖον τοῦ Κεωσγδαοῖ (δ 1341 β), δηλ. τὸ σημεῖον καθ᾽ ὃ ἡ περιφέ- 
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ρεια τῶν ἐννέα σημείων ἐφάπτεται τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας. 
(4. Ἐ. 1889, σ. 203, Ἰ,επιοΐπο, 7. Μ. 85., 1890. σ. 105, Βοπεΐε). 

4) Ἢ ὑπερβολὴ τοῦ Ῥομεγϑαοῦ λαμβάνεται ἐπίσης καὶ ὡς ἀκο- 
λούθως : ᾿Επὶ τῶν μεσοκαϑέτων ΟΑ΄, ΟΒ΄, ΟΓ΄' τριῥώνου ΑΒΓ, λαμβά- 


νομῶν τρία ἴσα μήκη 
Α'Ῥα -Ξ ἥβ ΒΡ! -- ΓΡῳ Ξξλ. 


καὶ κατὰ φορὰς πᾶσας πρὸς τὸ Ο ἣ πάσας ἀντιϑέτους ἑῆς φορᾶς ταύτης. 
ΑἹ ἐκ τῶν Α, Β, Γ κάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς Ῥα, Ῥρ, Ῥῃ τόμνονται εἰς 
σημεῖον Ῥ καὶ τοῦ ὁποίου ὁ τόπος, διὰ ἃ μεοταβλητόν, εἶναι ἡ ὑπερβολὴ 
τοῦ Ἐειονθαοβ. 

Αἱ κάθετοι αὖται τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ρ, ἐπειδὴ αἱ 
εὐθεῖαι Α'ΡῬα, Β’Ρρ, Γ΄Ρ., διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ο. 
(Μαϊιεδὶβ, 1893, σ. 80, Νειδεσ καὶ Μαπάατι). 

5) Σημεῖον τοῦ Καγίψα. Θὰ ἡξακολουθήσωμεν νὰ λέγωμεν σημεῖον 
τοῦ Κανίνα, ἐπειδὴ ὁ ἀξιότιμος ᾿άπων συγγραφεὺς ἐξεδήλωσεν 
τὴν ἐπιθυμίαν ταύτην καὶ πρὸς τὴν ὁποίαν ἄλλωστε οἱ [επιοῖπε 
καὶ Βουϊίη δὲν ἀντετέθησαν. ᾿Εκτὸς τούτου ὁ κύριος δημιουργὸς 
τῆς Γεωμετρίας τοῦ τριγώνου (ὁ Ἱρεχιοῖπ 6) εἶναι πλουσιώτατος εἰς 
θεωρήματα καὶ πλεῖστα ὅσα, ἀξιοσημείωτα διὰ τὰἀς ἰδιότητάς τῶν 
εἰς τὸ ἐπίπεδον. τοῦ τριγώνου, σημεῖα φέρουν τὸ ὄνομά του" περὶ 
τούτου πείθεταί τις ἀναγινώσκων τὴν ἤδη ἀναφερθεῖσαν μελέτην : 
Α. Ἑ., 1889, Ῥατίβ, σ. 197 ἕως 222. 

Ὅσον διὰ τὸν Βουξΐῃ, τὰ πολυάριθμα καὶ σοφὰ ἄρθρα του εἰς 
τὸ .. Μ. 8. τοῦ: ἐξασφαλίζουν θέσιν λίαν τιμητικὴν μεταξὺ τῶν 
συγχρόνων (74) γεωμετρῶν., 


Θεώρημα 369-- ΜΠ] 


1242 ο. "Ἔστωσαν ΟδΔ, ΟΕ, ΟΖ αἱ ἀποστάσεις τοῦ κέντρου τῆς πε- 
οἰγεγραμμένης περιφερείας ἀπὸ τῶν τριῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 
"Ἐὰν ἐπὶ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν 
λάβωμεν σημεῖα Δ΄, Ε΄. Ζ΄ ἀν- 
τιστοίχως καὶ τοιαῦτα, ὥστε 

ὁδΔ΄ ΟΕ’ ΟΖ’ 

ὍΔ ΟΕ ῸὉΖ 
αἵ εὐθεῖαι ΑΔ’, ΒΕ΄, ΓΖ' 
τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον 
Ρ, κείμενον ἐπὶ τῆς εὐϑείας 
τοῦ Ευ]ετ ΟΘΗ͂ τοῦ τριγώ- 
νου. (Βουϊῖπ, ὕστερον Εταπίκε). 


Διὰ τὴν ἀπλοποίησιν, 
ἀρκεῖ νὰ ὑψώσωμεν τὰς με- 
οοκαθέτους ΟΔ, ΟΕ ἐπὶ 
τἄς πλευρὰς ΑΓ καὶ τ 
καὶ νὰ φέρωμεν τὰς Α ἀνΟΑ; 
καὶ ΒΕ. ἀδὰ ΒΝ 

Αἱ ἀκτῖνες ΑΟ, ΒΟ τέμνονται εἰς τὸ σημεῖον "Ὁ, αἱ διάμεσοι 
ΑΔ, ΒΕ εἰς τὸ .Θ, τὰ ὕψη εἰς Η καὶ αἱ εὐθεῖαι ΑΔ΄, ΒΕ΄ εἰς Ρ. 
Θὰ πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι τὸ σημεῖον Ρ κεῖται ἐπὶ τῆς εὐθείας 
τοῦ Ευ]ες ΟΘΗ. ᾿ 


14. Ζημ. μετ. Περὶ τὸ 1010. 
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Τὰ ὕψη ΑἹ, ΒΚ εἶναι παράλληλα πρὸς τὰς ΟΔ, ΟΕ' δύνανται 
νὰ θεωρηθοῦν ἑποιένως ὡς αἱ ἀκτῖνες τῶν δεσμῶν μὲ κέντρα τὰς 
κοουφὰς Α καὶ βΒ, αἱ ἀντιστοιχοῦσαι εἰς τὰ ἐπ᾽ ἄπειρον σημεῖα 
τῶν ΟΔ καὶ ΟΕ. Αἱ δέσμαι αὗται ὀρίζονται ὡς αἱ προβάλλουσαι 
τὰς ὁμοίας σημειοσειρὰς Ο, Δ, Δ΄... καὶ Ο, Ε, Ε΄... (καὶ εἶναι 
ἑπομένως προβολικαὶ) καὶ ἐπειδὴ τρία ζεύγη ἀκτίνων αὐτῶν, τὰ 
(ΑΟ, ΒΟ), (ΑΔ, ΒΕ), (ΑΙ, ΒΚ), τέμνονται κατὰ τὰ τρία σημεῖα 
Ο, Θ, Η κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς, ἕπεται ὅτι καὶ πᾶν ἄλλο 
ζεῦγος ὁμολόγων ἀκτίνων, ὡς τὸ ΑΔ΄, ΒΕ’, θὰ τέμνεται ἐπίσης 
ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας. 

Τὸ σημεῖον τοῦτο Ρ' θὰ ἐξακολουθοῦμεν νὰ ὀνομάζωμεν ση- 
μεῖον τοῦ ἔναηκε (ξ 1242 π, 1)). 


Παρατηρήσεις. 1) ᾿Ἑὰν τὸ σημεῖον Δ΄ εὑρίσκεται μεταξὺ τῶν Ο 
καὶ Δ, τὸ σημεῖον Ρ εὑρίσκεται μεταξὺ τῶν Ο καὶ Θ' ἐὰν τὸ Δ’ 
εὑρίσκεται πέραν τοῦ Δ, τὸ Ρ κεῖται μεταξὺ Θ καὶ Η. 

Διὰ Δ’ εἰς τὸ ἐπ’ ἄπειρον σημεῖον τῆς διευθύνσεως ΟΧ, τὸ 

ῬΡ συμπίπτει πρὸ τὸ Η. 
. Ἂς φέρωμεν τὴν ΑΚ παράλληλον πρὸς τὴν ΟΗ. ᾿Εὰν τὸ Δ΄ 
εὑρίσκετιι μεταξὺ τῶν Ο καὶ Ἐ, τὸ Ρὶ κεῖται ἐπὶ τῆς ΟΜ’ διὰ 
Δ΄ΞΞΆ, τὸ σημεῖον τοῦ Εγαηκε ἀπομακρύνεται εἰς τὸ ἐπ᾽ ἄπειρον 
σημεῖον τῆς εὐθείας τοῦ Επὶετ. Διὰ Δ’ πέραν τοῦ Ε, λαμβάνομεν 
τὸ σημεῖον δ᾽ ἐπὶ τῆς εὐθείας ΝΗ. 

Διὰ Δ΄ τέλος ἀπομακρυνόμενον εἰς ἄπειρον ἐπὶ τῆς διευθύν- 
σεως ἈΥ͂, τὸ σημεῖον Ρ πλησιάζει συνεχῶς πρὸς τὸ Η. 

Κατὰ ταῦτα, ἡ ἀπέρατος εὐθεῖα ΜΟῊΝ ἀνήκει εἰς τὸν τόπον 
τῶν σημείων Ρ. 

2) Τὰ σημεῖα Δ’ καὶ Ρ' εἶναι ἀντίστοιχα ἀλλήλων κατὰ ἕνα 
ἀρκετὰ ἀξιοσημείωτον μετασχηματισμόν : 

Διὰ Δ’ κινούμενον ἐπὶ τῆς ΧΟΥ καὶ ἀπὸ τοῦ Χ εἰς ἄπειρον 
ἐπὶ τῆς εὐθείας ταύτης, τὸ σημεῖον Ρ ἀναχωρεῖ ἀπὸ τοῦ Η κι- 
νούμενον πρὸς τὸ Μ, ἀπομακρύνεται εἰς ἄπειρον ἐπὶ τῆς εὐθείας 
ΟΜ, ἐπιστρέφει εἰς Ν καὶ πλησιάζει συνεχῶς πρὸς τὸ Η πάλιν 
ὅταν τὸ σημεῖον Δ’ ἀπομακρύνεται εἰς ἄπειρον ἐπὶ τῆς διευθύν- 
σεως ΟΕῪΥ. 

᾿Ανάλογα παρατηροῦμεν διὰ τὴν κίνησιν τοῦ Δ΄ ἐπὶ τῆς ΧΥ, 
ὅταν τὸ Ρ διαγράφη τὴν εὐθεῖαν ΜΟΝ. Εἰς πᾶσαν δὲ θέσιν τοῦ 
σημείου Ῥ, ἀντιστοιχοῦν τελείως ὡρισμέναι θέσεις τῶν σημείων 
Δ’, Ε΄, Ζ΄ καὶ αἱ σημειοσειραὶ Ο, Δ..., Ο, Ε..., Ο, Ζ... εἶναι 
μεταξύ των ὅμοιαι. 

3) ᾽'ῶς ἀπεδείξαμεν, ἡ εὐθεῖα τοῦ ΕὐϊονΡ εἶναι ὁ τόπος τῶν οη- 
μείων τοῦ Εγαπκα τοῦ δοθέντος τριγώνου. Οὐδεμία δὲ ἀντίφασις 
ὑπάρχει μεταξὺ τοῦ θεωρήματος τούτου καὶ τῆς τερματιζούσης 
τὴν παράγραφον 293 παρατηρήσεως, διὰ τὰ ἀνάλογα σημεῖα ἑνὸς 
δοθέντος σχήματος: ᾿Επειδὴ γνωρίζομεν ὅτι τὰ σημεῖα Ο, Θ, Η, 
τῶν ὁποίων αἱ ἰδιότητες εἶναι τόσον διακεκριμέναι ἀπ᾿ ἀλλήλων, 
ἀπολαμβάνουν κοινῶν ἄλλων ἰδιοτήτων καὶ αἵτινες ἐπιτρέπουν 
τὴν ἐνσωμάτωσίν των εἰς τά͵ ἀπεριορίστου πλήθους, σημεῖα τοῦ ἔγαπκε. 

. 4) Ἢ εὐθεῖα τοῦ Ἐμίον ἑνὸς τριγώνου ΑΒΓ εἶναι ἐπίσης τόπος 
ὡρισμένων ἄλλων σημείων τοῦ ἀπιπέδου αὐτοῦ. Λ. χ. τὸ κέντρον 
τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ ᾿ἐφαπτομενικὸν τρίγωνον 
τοῦ δοθέντος ΑΒΓ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς εὐθείας ταύτης. Βλ.: Νοίες 
ἂς Οέονιῤίτίε νέοεηίε τοῦ Α. ΟοὉ. (Συμπλήρωμα εἰς τὸν τόμον ΙΧ 
τοῦ ἔτους 1889 τῆς Μαιπεεὶδ8). 
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1242 π.. Σημείωσις. 1) Ἢ προηγουμένη πρότασις, εἶναι τοῦ Α. 
Βουτίπ καὶ εὑρίσκεται εἰς τὸ “7. Δ. 5. τοῦ 1890, σ. 266. Τὸ ὡραῖον 
τοῦτο θεώρημα, διατυπωμένον εἰς ὀλίγας γραμμάς, διῆλθεν τότε 
ἀπαρατήρητον καὶ ἐξετιμήθη δεόντως δέκα τέσσαρα ἔτη ἀργότερον, 
ὅταν ὁ Εταπκε (Βερολῖνον) τὸ ὑπέδειξε εἰς τὸ Εηϑοϊσηοηϊοηῖ 
φιαϊμβόγιαϊ φιις τὸ 1904 (σ. 407, ν᾽). 

2) ᾿Εὰν ἐπὶ τῶν μεσοκαϑέτων ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ τριγώνου ΑΒΓ λάβωμεν 
μήκη ΟΔ’, ΟΕ΄, ΟΖ᾽, ἀντισιρόφως ἀνάλογα τῶν μηκῶν τῶν καϑέτων 
τούτων, δηλ. τοιαῦτα, ὥστε 


ΟΔ.ΟΔ΄ Ξ5ΞΟΕ. ΟΕ΄ --ΟΖ. ΟΖ΄ --ΚΞ, 


αἱ εὐϑεῖαι ΑΔ', ΒΕ’, ΓΖ΄ τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Πῖ, Ο τόπος τοῦ 
σημείου τούτου, ὅταν ἡ δύναμις (3 μεταβάλλεται, εἶναι μία ἰσοσκελὴς 
ὑπερβολὴ περιγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 

Τὰ τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΈΈ“Ζ΄ εἶναι ὁμολογικὰ καὶ τὸ σημεῖον Π 
εἶναι τὸ κέντρον τῆς ὁμολογίας. (Δ. Τ᾿, 1889, σ. 202 καὶ 203: Ε. [ν6- 
πιοῖπε). Εἰς τὴν διατύπωσιν τῆς προτάσεως ταύτης, ὁ Ι,δπιοῖὶπα 
θεωρεῖ τὸ σημεῖον Ο τυχόν, ἐνῷ ἡμεῖς περιωρίσθημεν ἀνωτέρω 
εἰς τὴν περίπτωσιν τὴν σχετιζομένην πρὸς τὴν εὐθεῖαν τοῦ Ετ]6τ--- 
διὰ νὰ λάβωμεν οὕτω ἕν ἀνάλογον πρὸς τὸ τοῦ Βοιυϊζΐπ θεώρημα. 

Ἢ ὑπερβολὴ αὕτη διέρχεται διὰ τοῦ σημείου τοῦ Πιειποίπε Καὶ 
ἡ ἰδιότης αὕτη ἀρκεῖ διὰ τὴν ταύτισιν τῆς καμπύλης ταύτης 
πρὸς τὴν ὑπερβολὴν τοῦ ψεγαδεείς. 

3) Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα εἰς ἰσογώνιον ἀντιστροφὴν πάσης εὐ- 
θείας (ε) τοῦ ἐπιπέδου τοῦ τριγώνου (ἀναφορᾶς) ΑΒΓ εἶναι κω- 
νικὴ τομὴ (Κ) περιγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον. 

᾿Εὰν ἡ εὐθεῖα δὲν τέμνῃ τὴν περιγεγραμμένην περιφέρειαν (0), 
ἡ καμπύλη (Κ) εἶναι ἔλλειψις, παραβολὴ ἐὰν ἐφάπτεται τῆς (Ο) 
καὶ ὑπερβολὴ ἐὰν τέμνῃ αὐτήν. 

Ἢ ὑπερβολὴ εἶναι ἰσόπλευρος ἐὰν ἡ εὐθεῖα (ε) διέρχεται διὰ 
τοῦ Ο’ ἐπειδὴ τότε ἡ ὑπερβολὴ αὕτη θὰ διέρχεται διὰ τοῦ ὀρθο- 
κέντρου Η, ἀντιστρόφου τοῦ Ο. Κατὰ δὲ τὸ θεώρημα τῶν βΒηίαη- 
εἰον καὶ Ροπεοεοὶοεὶ (8 2183, β), ἡ εἰς- τὸ τρίγωνον ΑΒΓ περιγεγραμ- 
μένη ἰσόπλευρος ὑπερβολὴ διέρχεται διὰ τοῦ ὀρθοκέντρου αὐτοῦ. 

4) Ἢ κατὰ τὴν ἰδίαν ἀντιστροφήν, ἀντίστροφος τῆς εὐϑείας τοῦ 
μον ΟΘῊΗ εἶναι ἡ ὑπερβολὴ τοῦ ψοναὺοοκ (Μαιδεεὶθ, 1888, σ. 81, 
7. Νευθεγρ καὶ . Μ. 5., 1890, σ. 266, ΔΑ. Βοινιϊπη). 

Ἢ ουὑπερβολὴ αὕτη διέρχεται διὰ τοῦ σημείου τοῦ Ἱμετποίπε Κὶ, 
ἀντιστρόφου τοῦ κ. βάρους Θ. : 

Ἢ ἀντίστροφος τῆς εὐθείας ΟΚ ὑπερβολὴ ὠνομάσθη ὑπερβολὴ 
τοῦ Αιορονί. (Βλ. ἐπ. 8 1773 ο), ἡ δὲ ἀντίστροφος τῆς ΟἹ, ὑπερβολὴ 
τοῦ εμονδαοκ. (Διὰ τὰς διαφόρους ταύτας ὑπερβολὰς βλέπε: 4.4, 
1809, σ. 203, Ε΄. 1,επιοίπε. --- Ψ. Μ. 5., 1890, σ. 105, 124, Βουξίη. -- 
Μαιλοϑῖθ, 1887, ο. 208, Μϑαγ, 1891, σ. 191, 192, 1892, σ. 241, Νεα- 
Ὀοτῳ, 1893, σ. 81, Νευμεγς καὶ Μαπάαγι, 1893, σ. 265, ϑρεοκιπδῆ, 
1905, σ. 118, Νευδοτζ. -- Ν. Α. 1887, σ. 231, η9 ἴ5, Ε, ζεβατγο. Βλ. 
ἐπίσης διάφορα σχετικὰ ἄρθρα εἰς .. Μ. 5., 1884, 1885, 1886, 
1889, 1890. ᾿ ! 

5) Αἱ ἀντίστροφοι τῶν εὐθειῶν τῶν ἑνουσῶν τὸ σημεῖον Ο 
πρὸς τὸ σημεῖον τοῦ Ναρεὶ ἢ τοῦ Βιοςαγὰ ἢ τοῦ δεγροππε εἶναι 
ἐπίσης ἰσόπλευραι ὑπερβολαὶ περιγεγραμμέναι εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 

Ὃ τόπος τῶν πέντρων τῶν ἰσοπλεύρων ὑπερβολῶν, τῶν περιγεγραμμένων 
εἰς τὸ τρίγωνον, εἶναι ἡ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων αὑτοῦ (8 2183, γ). 
(Ν. 4., 1863. σ. 475 καὶ 476, Μαιϊβίεα καὶ Μαιμεϑὶθ, 1891, σ. 192). 
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6) Αἱ ἀσύμπτωτοι μιᾶς ἰσοσκελοῦς καὶ περιγεγραμμένης εἰς τὸ 
τρίγωνον ὑπερβολῆς, εἶναι αἱ δύο ὀρθογώνιοι εὐθεῖαι τοῦ ϑίτηϑοι 
(5 765, α), αἱ ἀντίστοιχοι τῶν ἄκρων τῆς διαμέτρου τῆγ΄ περιφε- 
ρείας ΑΒΓ, καθ᾽ ἣν (διάμετρον) τέμνει τὴν περιφέρειαν ἡ εὐθεῖα 
(ε) καὶ τῆς ὁποίας ἀντίστροφος εἶναι ἡ ἐν λόγῳ ὑπερβολή. 

Διὰ τὴν ὑπερβολὴν Δ.Χ. τοῦ Κίορονί, ἡ εὐθεῖα (ε) εἶναι ἡ ΟΚ, 
δι᾽ ἐκείνην τοῦ Τεταρεοκ ἡ ΟΗ καὶ διὰ τὴν τοῦ Βευδτγθδοι ἡ εὐὖ- 
θεῖα ΟἹ. Εἰς τὴν τελευταίαν ταύτην περίπτωσιν, αἱ εὐϑεῖαι τοῦ 
δίδου διέρχονται διὰ τοῦ σημείου τοῦ Ἑομογδαοῖ, ἀφοῦ τὸ σημεῖον 
αὐτὸ θὰ εἶναι τὸ κέντρον τῆς καμπύλης. (Μαίε98ὶ89, 1893, ο. 86). 


Θεώρημα 369--ΙΧ 


1842. Ἔκ τυχόντος σημείον Ο τοῦ 
ἐπιπέδου τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν παραλ- 
λήλους ΟΑ΄, ΟΒ᾽, ΟΓ΄ πρὸς τὰς πλευρὰς 
τοῦ τριγώνον (Σχ. 714). Δείξατε τὴν σχέσιν 

ΒΑ' ΓΒ’ ΑΓ' 
ἜΓ ΤΑ ὁ ᾺΒ 


Θεώρημα 370 


Ξξϑοῖς 


Σχ. 715. 


1348. Αἱ ἐκ τυχόντος σημείου τοῦ ἐπιπέδου τριγώνου ἀγόμεναι κά- 
ϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς αὐτοῦ, ὁρίζουν ἕξ τμήματα, Τὸ ἄϑροισμα τῶν 
τετραγώνων τριῶν μὴ διαδοχικῶν ἐξ αὐτῶν εἶναι 
ἴσον πρὸς. τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν 
τριῶν ἄλλων. 

"Ἔστωσαν ΟΛ, ΟΜ, ΟΝ αἱ κάθετοι αὖται. 

Κατὰ γνωστὸν θεώρημα (8 1162), θὰ ὄχω- 
μεν τὰς ἰσότητας ; 

ΑΛ -- ΒλέτξΞ Ο .-- ΒΟ’, 

ΒΜ’: -ἶΤΓ Μ᾽ -- ΒΟ3- ΓΟ», 

ΓΝ’ -- ΑΝ’ -- ΓΟ’ -- ΑΟ9, 
Διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη εὑρίσκομεν: 


ΑΛ ΒΜΊΈΓΝΕς-- ΒΛΈ  ΓΜΡΌΈΈΑΝΙ () 


Θεώρημα 371 


1244. ᾿Εὰν τρία ,»σημεῖα κείμενα ἀνὰ ἕν ἐπὶ τῶν πλευρῶν τριγώ- 
νου ὁρίζουν ἕξ τμήματα τοιαῦτα, ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων 
τριῶν μὴ διαδοχικῶν ἐξ αὐτῶν νὰ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν 
τετραγώνων τῶν ὑπολοίπων, τὰ σημεῖα ταῦτα δύνανται νὰ ϑεωρηϑοῦν 
ὡς προβολαὶ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


, Ἡ ἀπόδειξις τοῦ ἀντιστρόφου τούτου θεωρήματος γίνεται διὰ 
τῆς εἰς ἄτοπον ἀπαγωγῆς. 


1246. 'Εφαρμογή. Αἱ μεσοκάϑετοι ἐπὶ τῶν τριῶν πλευρῶν τριγώνου 
διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰ“ τρία ὕψη 
αὑτοῦ. 
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1) Ἢ σχέσις ΑΛ᾽" ΒΜ’ ΓΝ"-- ΒΛΊ -ἘΓΜΈΑΝ" πληροῦται 
προφανῶς ὑπὸ τῶν ποδῶν τῶν καθέτων 
εἰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου, 
ἀφοῦ εἷναι ΑΛΕΞΒΛ, ΒΜΞΕΓΙ͂Μ, ΓΝΞΑΝ. 

2) "Ἔστωσαν α, βι γΥ αἱ πλευραὶ τοῦ 
τριγώνου θὰ ἔχωμεν (8 1162): 


ΑΛϑ -- ΒΛῆ -Ξ ΑΓ’ -- ΒΓ9 -- β8 -- αἢ, 
ΒΜΞ.-- ΓΜΈ-: γ᾽ -- β', 
ΓΝ .-- ΑΝϑ --Ἦ αὐ -- γ᾽, 
καὶ 
ΑΛ ἘΒΜΈ ΓΝ ΞΒΛΊ ΓΜ ΑΝ", 
Θεώρημα 571--] 


1246. Αἱ κάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τριγώνον εἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς 
τῶν παραγγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς τὰς γωνίας Α, Β, Γ' καὶ τῶν 
πλευρῶν Β Τὶ, ΓΑ, ΑΒ ἀντιστοίχως, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


1η ᾿Απόδειξις. (8. 757). 


2α ᾿Απόδειξις. "Ἔστωσαν Λ, Μ, Ν τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ἐξωτε- 
ρικῶν διχοτόμων’ θὰ δείξωμεν ὅτι αἱ κάθετοι ΛΔ, ΜΕ, ΝΖ τέμ- 
γνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον. Πρὸς τοῦτο ἀρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι ἀλη- 
θεύει ἡ ἰσότης 


ΒΔ’ ἘΓΕ’ - ΑΖ' -- ΔΓ: Εαϑ.-} ΒΖ". 


᾿Αλλ᾽ αὕτη εἶναι φανερά, ἀφοῦ τὰ τμήματα ταῦτα -εἶναι ἴσα, 
ἕν πρὸς ἕν, πρὸς τὰ τμήματα, τὰ 
ὁριζόομενα ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ 
τριγώνου ὑπὸ τῶν σημείων ἐπα- 
φῆς τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὸ 
κύκλου καὶ τὰ ὁποῖα εἶναι ἴσα 
ἀνὰ δύο. 


ϑηὴ ᾿Απόδειξις., Τὰ σημεῖα Δ, 
Ε, Ζ εἶναι ἰσοτομικὰ τῶν τριῶν 
σημείων" ἐπαφῆς τῆς ἐγγεγραμμέ- 
γης περιφερείας: καὶ ἐπειδὴ αἱ 
κάθετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς εἰς τὰ 
τρία τελευταῖα σημεῖα διέρχον- 
ται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ο, 
ἕπεται ὄτι καὶ αἱ κάθετοι εἰς τὸ 
τρία σημεῖα θὰ διέρχωνται ἐπί- 
σῆς δι᾽ ἑνὸς σημείου Φ. Τὸ θεώ- 
ρῆμα τοῦτο (8 1246), δύναται νὰ , 
ϑερρηθῇ εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς προηγουμένου (δ 752). Τὰ σημεῖα 
Ῥ καὶ εἶναι συμμετρικὰ ἀλλήλων πρὸς τὸ κέντρον τῆς περιγε- 
γραμμένης περιφερείας εἰς τὸ τρίγωνον. 


Θεώρημα 371-- 11 


1346 α. Ἔστω ΒΓΕΔ τραπέξιον ὀρϑογώνιον περιγεγραμμένον εἰς τὸ 
ἡμικύχλιον, τὸ ἔχον διάμετρον τὴν κάϑετον πλευρὰν ἐπὶ τὰς βάσεις. 


ΣΣ. ἼΤΊ. 
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Δείξατε “τ αἱ διαγώνιοι αὐτοῦ τέμνονται ἐπὶ τῆς ἐκ τοῦ σημείου ἐπα- 
φῆς τῆς πλαγίας πλευρᾶς παραλλή- 
λου πρὸς τὰς βάσεις. 

Ἔστω Ζ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν 
ΒΕ καὶ ΑΗ ἰκαδέτου ἐπὶ ἐὸν ΒΓ: 
ἀρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι ΑΖ -Ξ- ΖΗ. 

'κ τῶν παραλλήλων ἔχομεν: 


ΔΑ.ΓΕ 
ὅθεν 2Ηη----ῖοἈε- ᾿ 

ΑΖ ΑΕ ι.2-. 5Δ..Ὲ ΔΑ.ΓΕ 
ἜΣ ΔῈϑ "ἃ Ξσεε πε ᾿ 


"Αρα: ΖΗ-Ξ ΑΖ. 


Παρατηρήσεις. 1) Αἱ διαγώνιοι καὶ τὸ ὕψος ΑἩ εἶναι αἱ συμμε- 
τροδιάμεσοι τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ καὶ δυνάμεθα νὰ 
ἀποδείξωμεν ἀπ᾽ εὐθείας ὅτι αἱ ἐκ τῶν Β καὶ Γ συμμετροδιάμε- 
σοι αὐτοῦ τέμνονται ἐπὶ τοῦ ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν ὕψους καὶ εἰς 
τὸ μέσον αὐτοῦ. 

2) Δυνάμεθα νὰ ἀποδείξωμεν κατὰ πρῶτον ὅτι αἱ διαγώνιοι 
τέμνονται ἐπὶ τῆς ΑΗ καὶ νὰ βασισθῶμεν ὅστερον ἐπὶ τοῦ θεωρή- 
ματος τῆς δ΄ 1109. ᾿Αλλ’ ἡ ἀπόδειξις τοῦ πρώτου μέρους θὰ ἦτο 
ἐξίσου μακρὰ ὅσον καὶ ἡ δοθεῖσα. 


Θεώρημα τοῦ 2εϑαγσωε:-- 972 


1247. "Ἐὰν αἱ πλευραὶ δύο τριγώνων τέμνωνται ἀνὰ δύο κατὰ τρία 
σημεῖα κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας, αἱ εὐθεῖαι αἱ συνδέονσαι ἀνὰ δύο τὰς ἀν- 
τιστοίχονυς κορυφὰς διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον. 


Σχ. ΤΊ 


“Ἔστωσαν ΑΒΓ, Α'ΒΤ' ι΄ τρίγωνα, τοιαῦτα, ὥστε τὰ σημεῖα 
Λ, Μ, Ν νὰ κεῖνται ἐπὶ εὐθείας" ρον νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι αἱ 
εὐθεῖαι ΑΑ’, ΒΒ’, Γ΄, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ο. 

1) Δυνάμεθα νὰ ἀποδείξωμεν τὴν πρότασιν διὰ τῶν διατεμνου- 
σῶν καὶ τοῦ θεωρήματος τοῦ (ένα. 

2) Διὰ τῆς χρήσεως τοῦ ἀναρμονικοῦ λόγουὺ (Ο., π᾿ 782). 

3) Διὰ τῆς χρήσεως βοηθητικοῦ στερεοῦ (Μέϑοδοι, 8 177. 
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᾿Αντίσεροφον ϑεώρημα 379 


1348. "Ἐὰν αἱ κορυφαὶ δύο τριγώνων κεῖνται ἀνὰ δύο ἐπὶ τριῶν 
εὐθειῶν διερχομένων διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, αἱ πλευραὶ τῶν τριγώνων 
τέμνονται ἀνὰ δύο κατὰ τρία σημεῖα κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. 


1240. Σημείωμα ἐσὶ τῆς ὁμολογίας. Ἢ ὁμολογία ὀφείλεται εἰς 
τὸν ἐπιφανῆ μαθηματικὸν Ῥοήησεϊεΐξ., Τὸ ϑεώρημα τοῦ Ποβαγσυιο8 καὶ 
τὸ ἀντίστροφον αὐτοῦ (88 1247, 1248), εἶναι αἱ βάσει; ἐπὶ τῶν ὁποίων 
ἐθεμελιώθησαν αἱ κατασκευαὶ καὶ αἱ ἀνακαλύψεις αἱ σχετιζόμε- 
ναι πρὸς τὴν μέθοδον αὐτήν. 

Ἔστω (Α) ἐπίπεδον σχῆμα καὶ (Α΄) ἡ προβολὴ αὐτοῦ ἀπό τι- 
νος σημείου Ο ἐπὶ ἐπίπεδον (Π). ᾿Εἀὰν κατακλίνωμεν τὸ ἐπίπεδον 
τοῦ σχήματος (Α) ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου (Π), ἡ νέα θέσις τοῦ οχήμα- 
τος (Α) καὶ τὸ (Α΄) ὀρίζουν δύο σχήματα ὁμολογικὰ (8), δηλ. δύο 
σχήματα τῶν ὁποίων τὰ σημεῖα ἀντιστοιχίζονται ἀνὰ δύο, ὡς εὖ- 
ριοκόμενα ἐπὶ εὐθειῶν διερχομένων διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, κα- 

Ουμένου κέντρου τῆς ὁμολογίας. 

᾿Ἐὰάν (Α) καὶ (Β) εἶναι δύο ὁμοιόθετα σχήματα καὶ (Α΄), (Β" 
αἱ προβολαὶ αὐτῶν ἀπό τινος σημείου Ο ἐπί τινος ἐπιπέδου, τὰ 
σχήματα (4.2), (Β΄) εἶναι ὁμολογικά. 

Αἱ εὐθεῖαι αἱ συνδέουσαι τυχόντα σημεῖα τοῦ ἑνὸς ἐκ δύο ὁμο- 
λογικῶν σχημάτων πρὸς τὰ ἀντίστοιχα σημεῖα τοῦ ἄλλου τέμνον- 
ται ἐπὶ τῆς αὐτῆς. εὐθείας; καλουμένης ἀξονὸς τῆς ὁμολογίας. 

Διὰ νὰ καταστῇ τις ἐνήμερος τοῦ θαυμασίου τούτου ὀργάνου 
σπουδῆς τῶν ἰδιοτήτων τῶν σχημάτων καὶ τὸ ὁποῖον ὁ Ῥοποεϊεῖ 
ἐδημιούργησεν, ἀρκεῖ νὰ ἀναγνώσῃ τὸ ἔργον αὐτοῦ: Τηαίίἐ ἀδς 
Ῥνοργιἐιέβ Ῥγο)οοίζυο8 ἀ68 [Ἰρίμνεοϑ. 

ΑΙ πρῶται ἔρευναι τοῦ Ροποεϊεῖ ἐπὶ τῆς ὁμολογίας ἀνεκοινώ- 
θησαν ὑπ᾽ αὐτοῦ τὸ 1814 εἰς τοὺς Εταπςαῖθ καὶ ϑετνοῖϑβ. (Τναϊ!ό 
ἀἄε8 ῬγΟΡ. Ῥγο). 468 ἴσμνεϑ, ΞΖα ἔκδοσις, πρόλογος, σ. Ν]). ᾿ 


Θεώρημα τοῦ ζανποί 874 


1260. Μία περιφέρεια τέμνει τὰς πλευρὰς τριγώνου ΑΒΓ κατὰ τὰ 
σημεῖα (Δ, Δ΄, (Ε, ΕἼ, (Ζ, ΖΊ τῶν ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ 
ἀντιστοίχως. Δείξατε τὴν σχέσιν - 

ΑΔ.ΒΕ-ΓΖ ΑΔ΄. ΒΕ΄.ΓΖ' ! 
ΒΔ.ΓΕ. ΑΖ ΒΔ.ΓΕ΄. ΑΖ 

Πράγματι, 

ΑΔ.ΑΔ'΄-Ξ- ΑΖ. ΑΖ΄. 


ΒΕ. ΒΕ΄-- ΒΔ. 5Δ' 

ΓΖ. ΓΖ -- ΓΕ. ΓΕ΄. 

Διὰ πολλαπλασιαομοῦ κατὰ μέλη τῶν ἰσοτήτων αὐτῶν εύὐρί- 
σκομεν τὴν δεικτέαν σχέσιν. 


Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα τοῦ (ατποῖ, ὡς καὶ τὰ τῶν Πάππου 
(δ 1214) καὶ Ὀεβαγριθ8 (8 1219), ἔχουν τὰ ἀνάλογά των, ὅταν ἡ 
περιφέρεια ἀντικατασταθῇ ὑπὸ τυχούσης κωνικῆς τομῆς. 


Ἰῦ. Σήμ. μετ, Διατηροῦμεν τοὺς ὁρους τοῦ Βιδλίου. 
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Θεώρημα τοῦ 7εγφμεπι 9574--1 


1261. "Ἐὰν συνδέσωμεν τυχὸν σημεῖον Μ μετὰ τῶν κορυφῶν τριγώ- 
νου ΑΒΓ, ἡ περιφέρεια, ἡ διερχομένη διὰ 
τῶν τομῶν Δ, Ε, 2 τῶν εὐθειῶν ΑΜ, ΒΜ, 
ΓΜ μετὰ τῶν ἀπέναντι πλευρῶν, τέμνει 
τὰς πλευρὰς ἐκ νέον εἰς σημεῖα Δ΄, Ε', Ζ' 
τοιαῦτα, ὥστε αἱ εὐθεῖαι ΑΔ΄, ΒΕ΄. ΓΖ΄ 
νὰ διέρχωνται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Μ᾿ 
(Ν. Α. 1642, σ. 403). 


Κατὰ τὸ θεῴρημα τοῦ ξένα (8 1240), 
ἔχομεν : 


ΒΔ.ΑΖ. ΓΕ --ΓΔ.ΒΖ. ΑΕ. α) 


Καὶ ἐπειδὴ 

ΒΔ΄. ΒΔ ΞΞ- ΒΖ΄.ΒΖ, 

ΑΖ΄. ΑΖ -Ξ Αξ' ..ΑὄΕ, 

ΓΕ΄.ΓΕ -- ΓΔ΄ .ΓΔ, 
διὰ πολλαπλωασιασμοῦ κατὰ μέλη, εὑρίσκομεν τὴν σχέσιν 

ΒΔ΄.ΑΖ’ .-ΓΕΊ ΧΒΔ.ΑΖ.ΓΕ -Ξ- ΒΖ΄.ΑΨΕ΄.ΓΔ΄ ΧΒΖ.ΑΕ.ΓΔ, 
ἤ, ἔχοντες ὑπ᾽ ὄψιν τὴν (1), 
ΒΔ'΄.ΑΖ΄. ΓΕ΄ ΞΞ ΒΖ΄. ΑΕ΄. ΓΔ΄, 


ἥτις ἐκφράζει ὅτι αἱ εὐθεῖαι ἀΔ΄, ΒΕ΄, ΓΖ΄ διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου. 


1261 α. Σημείωσις. 1) Τὰ ἀντίστοιχα σημεῖα Μ, Μ΄ ὠνομάσθησαν 
σημεῖα τοῦ Τογφοπι ὑπὸ τοῦ (απάϊάο (Ν.Α. 1900, σ. 251). Τὸ ὀρθό- 
κεντρον Η καὶ τὸ κέντρον βάρους Θ εἶναι σημεῖα τοῦ Τεταυςτῃ. 

Τὸ σημεῖον τοῦ ἀετγροπης καὶ ἕκαστον τῶν συνημμένων πρὸς 
αὐτὸ σημείων δύνανται νὰ θεωρηθοῦν ὡς δύο σημεῖα ἀντίστοιχα 
τοῦ Τεγαυοῖι συμπεσόντα εἰς ἔν. ᾿ 

2) Ὃ Μιεπιοὶπε τὸ 1884 προέτεινε τὸ ἀκόλουθον πρόβλημα: 
Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ ὡς καὶ δύο σημεῖα Δ, Δ΄ ἐπὶ μιᾶς τῶν 
πλευρῶν του’ νὰ κατασκευασθῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ τῶν 
σημείων αὐτῶν καὶ τέμνουσα τὰς ἄλλας δύο πλευρὰς εἰς σημεῖα 
Ζ καὶ Ἑ ἀντιστοίχως, εἰς τρόπον, ὥστε αἱ εὐθεῖαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ νὰ 
διέρχωνται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. (". Μ. Ε., 1885, σ. 262). 


Θεώρημα τοῦ ΛΔ Κεπεὶε 874--11 


1261β. "Ἔστω Α'Β᾽ Γ΄ τυχοῦσα διατέμνουσα. τριγώνου ΑΒΓ καὶ 
Α΄, Β΄, Γ΄΄ τὰ σημεῖα καϑ᾽ ἃ συναντοῦν τὴν περιγεγραμμένην εἰς τὸ 
τρίγωνον περιφέρειαν. αἱ ἐκ τῶν κορυφῶν αὐτοῦ παράλληλοι πρὸς τὴν 
διατέμνουσαν. 

Δείξατε ὅτι αἱ εὐθεῖαι Α΄Α΄, Β΄ Β΄, Γ Γ᾽’ τέμνονται εἰς ὃν σημεῖον 
Μ τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. (.. Μ-. 8., 1887, σ. 201). 

Εἰς τὸ ἀνωτέρω θεώρημα δυνάμεθα νὰ παρατηρήσωμεν ἐπι-- 
προσθέτως ὅτι τὸ τρίγωνον Α΄Β΄ Γ΄΄ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ΑΒΓ, αἱ 
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ἴσαι πλευραὶ ΑΒ, Α΄ Β΄΄ κὰπ. τέμνονται κατὰ τρία σημεῖα κεί- 
Βένα ἐπ᾽ εὐθείας καθέτου ἐπὶ τὴν διατέμνουσαν, ἡ διατέμνοσσς 
τέμνει τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου Α“Β΄ Γ΄ κατὰ τρία σημεῖα, 
ἅτινα ἐνούμενα μὲ τὰς ἀντιστοίχους κορυφὰς δίδουν τρεῖς εὐ- 
θείας τεμνομένας εἰς σημεῖον Μ΄ τῆς περιγεγραμμένης περιφε- 
ρείας, τὰ δὲ σημεῖα Μ καὶ Μ΄’ ἴσον ἀπέχουν τῆς διατεμνούσης. 

Φέρομεν τὰς Α΄'Α΄ καὶ Β’Β΄΄ τεμνομένας εἰς Μ'’ ἀρκεῖ νὰ δει- 
χθῇ ὅτι τὸ σημεῖον τοῦτο κεῖται ἐπὶ τῆς περιγεγραμμένης περιφε- 
ρείας, δηλ. νὰ δειχθῇ ὅτι αἱ γωνίαι Μ καὶ Γ εἶναι ἴσαι. ᾿Επειδὴ 
αἱ χορδαὶ ΑΒ καὶ Α΄ Β΄΄ εἶναι βεβαίως ἴσαι. 


Τὸ ἄθροισμα τῶν γωνιῶν Α --ἰΙΒ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ Α΄ -Ἐ Β΄- 
πράγματι, 


΄«- ΄«..-.- --- ας 
2(Ἀ -Β) ΞΒαΑ΄ ταύ Γ-ΑΜΈΓΜ 
-ὅπὰ ΄- ΄΄πινὄ ΄--- 
(Α΄ ἘΒΠΞ ΒΑ ΑΝ τ Ἐ ΑΓΕ ΜΓ, 
“-τ-“ - ΄ τἊ- ΄σ- 
καὶ ζ. --ὅ“Ἁ, ΑΓ ΞΞ αγ΄'". 
"Αρα: ΑἜΒ- ΑἹ Β’ 
ἢ γων, Λ΄-Ξ-ΞΓ. 


Ἡ τρίτη εὐθεῖα Γ΄Γ΄΄ διέρχεται ἐπίσης διὰ τοῦ Μ. 
Θεώρημα τοῦ Αμδετί 974--111 


1281 γ. Διὰ τῶν κορυφῶν τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν τρεῖς εὐθείας 
ΑΑ΄, ΒΒ΄΄, ΓΓ΄΄, παραλλήλους μεταξύ των καὶ συναντώσας τὴν περιγε- 
γραμμένην εἰς τὸ τρίγωνον περιφέρειαν εἰς Α΄, Β΄ ΓΤ: 

Ἔστω Μ ΝΥΝ σημεῖον τῆς- περιφερείας αὐτῆς. Δείξατε ὅτι αἱ εὐϑεῖαι 
ΜΑ΄, ΜΒ΄," τέμνουν τὰς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ κατὰ τρία σημεῖα Α΄, Β΄, Γ΄ 
ἐπ' ,εὐϑείας, γραμμῆς κείμενα καὶ ὅτι ἡ εὐϑεῖα ΑΒ Τ΄ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὴν κοινὴν διεύϑυνσιν τῶν τριῶν πρώτων παραλλήλων. 
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Αἱ γωνίαι Α΄, Β΄, Γ΄ εἶναι ἴσαι, ὡς ἔχουσαι τὰ αὐτὰ μέτρα. 
Πράγματι, 


Σ:. 189. 


. ΑἹ εὐθεῖαι ΜΑ’, ΜΒ΄, ΜΓ’, ἴσον κεκλιμέναι οὖσαι πρὸς τὰς 
ἀντισοτοίχους πλευράς τοῦ δοθέντος τριγώνου, ἔχουν, κατὰ τὸ γε- 
νικευμένον θεώρημα τοῦ ΚΕ. ϑίτηβοη (8 1234 ἢ 2464), τοὺς πόδας 
τῶν ἐπ' εὐϑείας. } 

Τὸ τετράπλευρον ἐξ ἄλλου ΜΓΑ’Β’ εἶναι ἐγγράψιμον καὶ 
ἑπομένως 
ΑΒΓξΑΜΓΞΞΑΙ ΜΓ-ΞΑΊ ΑΓ: 


εἶναι δηλ. ἡ εὐθεῖα Α' ΒΓ’ παράλληλος πρὸς τὰς Α΄Α κλπ. 
ΠΕεοιφέρειαι. --- Θέσεις 


Θεώρημα 8376 


126δ2. Ἑὶς ὀρθογώνιον ΑΒΓΔ ἔχον βάσιν ΑΒ διπλασίαν τοῦ ὕψους 
ΒΓ, ϑεωροῦμεν σημεῖον 2 τῆς πλευρᾶς ΔΙ 


τοιοῦτον, ὥστε δ. ΞΞΞ Ξὰ Δείξατε ὅτι ἧ 


εὐθεῖα ΑΖ τέμνει τὴν διαγώνιον ΒΔ εἷς 
σημεῖον Μ, κείμενον ἐπὶ τῆς ἡμιπεριφε- 
οείας τῆς γραφομένης ἐπὶ τῆς ΑΒ ὡς διά- 
μέτρον. 

Τὰ τρίγωνα ΑΔΖ, ΒΑΔ εἶναι ὅμοια, 
ὡς ἔχοντα. τὴν ὀρθὴν αὐτῶν γωνίαν 


, 788. περιεχομένην μεταξὸ ἀναλόγων πλευ- 
ΞΚΡῊΝ μῶν, Ἂι γωνίαι, ἑπομένως, ΔΑΖ, ΑΒΔ 
εἶναι ἴσαι καὶ ἡ γωνία ΑΜΒ 


ὀρθή. 
Κεῖται, ἄρα, τὸ Μ ἐπὶ τῆς δ λόγῳ ἡμιπεριφερείας. 
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Θεώρημα 378--] 


12δ3. 1) Τὸ σημεῖον Ν ἀνήκει εἰς τὴν ἡμιπεριφέρειαν ἐὰν ΑΘ--2 δὰ. 


᾿Επειδὴ τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΑΒΘ “καὶ ΔΑΕ εἶναι τότε 
ὅ ϑιδν ἀφοῦ ἡ ΑΒ εἶναι διπλασία τῆς ΑΔ καὶ ἡ ΑΘ διπλασία 
τῆς Δ7. 


2) ᾿Εὰν λάβωμεν ΑΛ Ξο ΑΔ, ἡ παράλληλος ΛΜ πρὸς τὴν ΑΒ τέμνει 
τὴν διαγώνιον ΒΔ εἰς σημεῖον ΑΛ κείμενον ἐπὶ τῆς περιφερείας. 


Παρατήρησις. Τὰ θεωρήματα αὐτὰ χρησιμοποιοῦνται εἰς τὴν Πα- 
ραστατικὴν Γεωμετρίαν κατὰ τὴν ἐν προοπτικῇ θέσιν μιδς περι- 
φερείας. (ΘΟ. Πεϑβοτ. Ραγ Κ᾽. Ο. Μὴ. 


Θεώρημα 875-11] 


12δ4. "Ἐπὶ τῶν πλευρῶν τῆς ὀρθῆς γωνίας ὀρϑογωνίου τριγώνον 
κατασκενάζομεν τετράγωνα. Δείξατε ὅτι 

περιφέρεια μὲ διάμετρον τὴν ὑποτεί- νῬ 
νουσαν τοῦ τριγώνου διέρχεται διὰ τοῦ ΟΝ, 
μέσου τῆς εὐθείας τῆς συνδεούσης τὰς 
δύο ἀπέναντι κορυφὰς τοῦ τετραγώνου. 


Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι τὸ μέσον 
Ο τῆς εὐθείας ΔΕ ἀνήκει εἰς τὴν 
περιφέρειαν. 

Πρρεκτείνοντες τὰἀς πλευρὰς τῶν 
γωνιῶν Δ καὶ Ε τῶν δύο τετραγώ- 
γων λαμβάνομεν τετράγωνον ΖΕ 8 
(ἀφοῦ ΔΖ -Ξ- ΔΒ - ΒΖ -Ξ-  ΒΑ-Ἐ ΓΕ) 
τοῦ ὁποίου ἡ κορυφὴ Ζ κεῖται ἐπ 
τῆς περιφερείας ΑΒΓ καὶ τῆς ὁποίας 
περιφερείας διάμετρος εἶναι ἡ ΑΖ, Σι. 780. 
ὡς ἐκ τοῦ ὀρθογωνίου ΑΒΖΙΓ. Ἡ 
κορυφὴ ἑπομένως τῆς ὀρθῆς γωνίας ΑΟΖ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περι- 


φερείας ΑΒΓ (5). 
Θεώρημα 8576 


126δδ. Δίδονται δύο περιφέρειαι (Α) καὶ (Β). ᾿Εὰν δύο μεταβληταὶ 
ἀκτῖνες ΑΓ, ΒΔ αὐτῶν κινοῦνται εἰς τρόπον, ὥστε νὰ παραμένουν πάν- 
ταῖε παράλληλοι, ἡ εὐθεῖα ἧ συνδέουσα τὰ ἑκάστοτε ἄχρα των διέρχε- 
ται διὰ σταϑεροῦ σημείου. 


"Ἔστω ΓΔΝ ἡ διὰ τῶν ἄκρων τῶν ἀκτίνων εὐθεῖα εἰς μἶδν τυ- 
οὔσαν θέσιν αὐτῶν. ᾿Εκ τῶν ὁμοίων. τριγώνων ΝΑΓ, ΝΒΔ λαμ- 
ἄνομεν τὴν ἀναλογίαν 

ΝΑ ΑἹ) 


ΝΒ Δ᾽ 


ἯΒ εἶναι σταθερός. ᾿Επειδὴ δὲ τὸ ση- 


ἐξ ἧς ἕπεται ὅτι ὁ λόγος “ἶΑ 

16. Σημ. μετ. Τὰ τετράγωνα ὑπετέθησαν κατὰ τὴν ἀπόδειξιν ἐκτὸς 
τοῦ τριγώνου κείμενα’ ἀνάλογος ὅμως πρότασις ἰσχύει καὶ εἰς τὴν περί- 
πτωσιν, καθ' ἣν τὰ τετράγωνα εὑρίσκονται εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τῆς γω- 
νίας ΒΑΙ. 
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εἴον Ν, εἰς τὴν περίπτωσιν παραλλήλων καὶ ὁμορρόπων ἀκτίνων, 

δὰ εἶναι σημεῖον ἐξωτερικὸν τοῦ τμήματος ΑΒ, ἐσωτερικὸν δὲ 
αὐτοῦ εἰς τὴν περίπτω- 
σιν παραλλήλων καὶ ἀν- 
τιρρόπων ἀκτίνων (ὡς 
αἱ ΑΓ καὶ ΒΕ), ἕπεται 
ὅτ. καὶ εἰς τὰς δύο πε- 
ριπτώσεις ὁ λόγος 


Σχ. 106. ΝΑ ΜΑ ΑΓ 
Β ᾿ 


ΝΒ ἢ ΜΒ “" 
καθορίζει τελείως τὸ σημεῖον Ν ἢ Μ. 

Διέρχονται ἐπομένως αἱ εὐθεῖαι, ὡς αἱ ΓΔΝ ἢ ΓΜΕ, διὰ στα- 
θερῶν σημείων τῆς διακέντρου ΑΒ. 


Σχόλιον. Τὰ σημεῖα Μ καὶ Ν διαιροῦν ἀἁρμονικῶς τὸ τμῆμα 
ΑΒ. ᾿Επειδὴ χωρίζουν αὐτὸ καὶ πληροῦν τὴν σχέσιν 


μὰ Νὰ 
ΜΒ ἮΒ᾽ 


Θεώρημα 9768--1 


1266. Τρεῖς περιφέρειαι ἐφάπτονται ἀνὰ δύο. Δείξατε ὅτι, ἐὰν συν- 

ἔσωμεν δι΄. εὐθειῶν τὸ σημεῖον 
ἐπαφῆς δύο ἐξ αὐτῶν μετὰ τῶν 
δύο ἄλλων σημείων ἐπαφῆς, αἱ 
εὐθεῖαι αὖται τέμνουν τὴν τρί- 
τὴν περιφέρειαν κατὰ τὰ πέ- 
ὑατα διαμέτρον παραλλήλου πρὸς 
τὴν διάκεντρον τῶν δύο πρώτων 
περιφερειῶν. 


᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι τὰ 
τμήματα ΕΟ, ΟΖ εἶναι πα- 
ράλληλα πρὸς τὴν εὐθεῖαν 
ΜΝ. Παρατηροῦμεν πρὸς τοῦ- 
το ὅτι τὸ σημεῖον Β εἶναι 
κέντρον ὁμοιότητος τῶν περι- 
φερειῶν (Μ) καὶ (0), τὸ δὰ Γ 
κέντρον ὁμοιότητος τῶν (Ν) 
καὶ (Ο). Εἶναι, ἑπομένως, τὰ 
: τμήματα ΕΟ, ΖΟ παράλληλα 
ἀντιστοίχως πρὸς τὰ ΑΜ καὶ ΑΝ, δηλ. πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΜΝ 


Θεώρημα 376---11 


1857. Αἱ εὐθεῖαι αἱ -συνδέουσαι τυχὸν σημεῖον περιφερείας μετὰ 
τῶν ἄκρων χορδῆς. αὐτῆς καϑέτου ἐπὶ δοθεῖσαν διάμετρον, διαιροῦν 
ἁρμονικῶς τὴν διάμετρον ταύτην. (Ροτίβτπε5Β ἀ᾽ Ειοάς ὑπὸ ΟΒαβῖςἊβ, 
σ. 9 καὶ 365). 


"Ἔστω ΓΔ κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΒ καὶ Ε τυχὸν σημεῖον τῆς περι- 


593 


φερείας᾽ ἀρκεῖ νὰ ἀποδειχθῇ ὅτι ἡ τετρὰς τῶν σημείων Α, Μ, 
Β. Ν εἶναι ἁρμονική, ἢ ὅτι Ἵ 


ΑΜ ΒΜ 
ἊΝ ΒΝ 


Φέρομεν τὰς εὐθείας ΕΓ καὶ ΕΔ. Αἱ γωνίαι ΑΕΔ, ΑΕΓ εἶναι 
ἴσαι, ὡς ἔχουσαι τὸ αὐτὸ μέτρον ἡ δὲ 
ἈΕ εἶναι διχοτάννος τῆς γωνίας ΓΕΔ. 

᾿Επίσης 

ΔΒ 
γῶν. ΔΕΒ -- ΞΕ 

᾿Αλλ ἡ γωνία ΒΕΝ, παραπληρω- 
ματικὴ τῆς ΒΈΓ, ἔχει ὡς μέτρον 
ΕΒ σι 
-Ξ -.3Ρ. ἄρα γων. ΔΕΒ--Ι ΒΕΝ 
καὶ ἡ ΕΒ εἶναι ἡ ἐοωτερικὴ διχοτόμος τῆς γωνίας ΜΕΝ. Κατὰ. 


ουνέπειαν 
ΑΜ. ΒΜ 
ἊΝ ΒΝ 


12δ5δ8. Σημείωσις. Τὰ τρία Βιβλία τῶν πορισμάτων τοῦ Εὐκλείδου, ὑπὸ 
Ομαβῖεβ. Διὰ νὰ παράσχωμεν μίαν ἰδέαν ἀκριβῆ τῆς ἐννοίας τοῦ 
πορίοματος διὰ τοὺς ἀρχαίους Ἵξλληνας, παραθέτομεν κατωτέρω 
τὸ ΚΕΠΙΕΝΑΥ ἑνὸς ἀποσπόσματος ἐκ τοῦ ἄνωτέρω ἔργου (σελ. 54 
καὶ 55). ᾿ 

«Τὰ πορίσματα εἶναι ϑεωρήματα μὴ πλήρη, ἐκφράζοντα ὡρισμένας σχέ- 
δεις μεταξὺ πραγμάτων μεταβαλλομένων κατὰ κοινόν τινα νόμον, Αἱ σχέ- 
σεις αὗται ὑποδεικνύονται εἰς τὴν ἀκφώνηοιν τοῦ πσρίσματος καὶ 
θὰ πρέπει νὰ συμπληρωθοῦν διὰ τοῦ προσδιορισμοῦ, κατὰ μέγε- 
θος ἢ θέσιν, ὡρισμένων πραγμάτων, τὰ ὁποῖα εἶναι συνέπεια τῆς 
ὑποθέσεως καὶ ἄτινα ὁρίζονται εἰς τὴν ἐκφώνησιν ἑνὸς πλήρους 
ϑεωρήματος. 

«Παράδειγμα πορίσματος : Εἰς πᾶσαν περιφέρειαν, ἡ γωνία καϑ᾽ ἣν 
φαίνεται ἐκ τοῦ κένερου τὸ τμῆμα ἑκάστης ἐφαπτομένης, τὸ περιλαμβανόμε- 
γον μεταξὺ δύο σταϑερῶν ἐφαπτομένων, εἶναι σταϑερά, ἢ καί : δἶναι δεδο- 
μένη, κατὰ τὴν Εὐκλείδειον ἔκφρασιν. 

«Παράδειγμα πλήρους θεωρήματος : δὶς πᾶοαν περιφέρειαν ἡ γω- 
νία καϑ’ ἣν φαίνεται ἐκ τοῦ κέντρου τὸ τμῆμα ἑκάστης ἐφαπτομένης, τὸ 
περιλαμβανόμενον μεταξὺ δύο σταϑερῶν ἐφαπτομένων, εἶναι ἴση πρὸς τὸ 
ἥμισυ τῆς γωνίας, τῆς οχηματιζομένης ὑπὸ τῶν ἀκτίνων τῶν καταληγουσῶν 
«ἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῶν σταϑερῶν ἐφαπτιομένων». 

Τὰ πορίσματα χρησιμοποιοῦνται. εἰς τὸν προσδιορισμὸν τῶν 
γεωμετρικῶν τόπων καὶ τὴν ἐπίλυσιν τῶν προβλημάτων. 

ὁ ἔργον τοῦ Εὐκλείδου συνέκειτο. ἐκ τριῶν Βιβλίων καὶ πε- 
ριεῖχε 171 προτάσεις. .ὋΟ Πάππος ἀνάγει 17] ἐκ τῶν πορισμάτων 
τοῦ Εὐκλείδου εἰς ΧΧΙΧ εἴδη. Διὰ τὴν ἀπόδειξιν τῶν πορισμάτων 
θέτει κατ΄ ἀρχὰς ΧΧΧΥ ΤΙ λήμματα. 

Πολυάριϑμοι ἀπόπειραι ἔχουν γίνει διὰ τὴν ἀποκατάστασιν τοῦ 
κειμένου τοῦ Εὐκλείδου κατὰ τὰς ὑποδείξεις τοῦ Πάππου. 

Τοῦ ἔργου τούτου ἐπελήφθη ὁ ἀστρονόμος ΗἩδΔΙϊεν, ὁ δὲ Ἀο- 
μυτγ Βίπιδοπ᾽ ἀπεκατέστησε τὸ κείμενον τριῶν θεμελιωδῶν πορι- 
“μάτων. Ὃ Βεοίοη ἀὲ πάπιρ, διακεκριμμένος μηχανικός, ἐδημο- 
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οίευσε τὸ 1855 καὶ 1858 τὰς Ἠερομεγολφα πομυοὶ 88 ϑιι. [68 ῬΟΥΊδΥΕ8 
ἀ Ευοϊίαε αὐτοῦ. ᾽Ο ΠσΒεβῖςἊβ, τέλος, ἔδωσε τὸ 1858 τὰ Τροὶθ ἰἴν68 
ὧδϑ ρῬονγίοτιοϑ ἀ᾿ Ἐμοίϊάε, ἀποκατεστημένα κατὰ τὰ σχόλια καὶ λήμ- 
ἐδτα τοῦ Πάππου καὶ σύμφωνα πρὸς τὰς ἀπόψεις τοῦ ΒΕ. δϑίπιβου, 
πὶ τῆς μορφῆς τῶν ἐκφωνήαεων τῶν προτάσεων αὐτῶν. 

Θὰ πρέπει ἀκόμη νὰ μνημονεύσωμεν τὰς διαμαρτυρίας τοῦ 
Βτιεΐουη ἂς Οματρ (Ν. Α., 1867, σ. 522) καὶ νὰ παρατηρήσωμεν, 
ἀπὸ συμφώνου μετὰ τοῦ Ῥοποεῖεῖ, ὅτι κάπως πολὺ εὐκόλως ἀπο- 
δίδονται εἰς τοὺς ἀρχαίους ὠὡρισμέναι θεωρίαι ἢ θεωρήματα, ἐκ 
τῶν ὁποίων μερικαὶ μόνον εἰδικαὶ ΒΕ το σεις ἦσαν ἴσως γνω- 
σταὶ εἰς αὐτούς. Βλέπε σχετικῶς 8 1085, α, Σημείωσιν. 

Διὰ τὸν ὀρισμὸν τῶν πορισμάτων, βλέπε ἐπίσης καὶ τὴν ἀδο- 
φμιδίγὶα Ογοοηιο τοῦ Ῥ. Ἰδῆπεσυ, ο. 152 κ. ἐπ. Τὴν ἐνδιαφέρουσαν 
ταύτην ἱστορικὴν μελέτην ἀναγινώσκει τις μετὰ πολλῆς ὠφελείας. 


Θεώρημα 376-- ΠῚ 


1269. Ἢ περιφέρεια μὲ διάμετρον τὴν διάκεντρον δύο περιφερειῶν, 
ἐκτὸς ἀλλήλων κειμένων, διέρχεται διὰ τῶν σημείων τομῆς τῶν ἐξωτε- 
ρικῶν κοινῶν ἐφαπτομένων ὑπὸ τῶν ἐσωτερικῶν χοινῶν ἐφαπτομένων 
τῶν δύο περιφερειῶν (Ν. Α. 1869, ο, 458). 


Πρέπει νὰ ϑειχθῇ ὅτι: ἡ γωνία ΑΕΒ ᾿εἶναι ὀρθή. 


Πράγματι, ἡ εὐθεῖα ΑΕ εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας ΔΕΓ τῶν 
ἐκ τοῦ Ε ἐφαπτομένων' ἐπίσης, ἡ εὐθεῖα ΒΕ εἶναι διχοτόμος τῆς, 
παραπληρωματικῆς οὐτῆς, γωνίας ΖΕΘ. Εἶναι, ἑπομένως, ἡ γωνίσ 
ΑΕΒ ὀρθὴ. κλπ. 


1269 α. Σημείωσις. 'Ο Βατί βίο εἰς τὴν Μαίμεο5ι9 
ἀπόδεϊξε τὴν ἑπομένην πράτασιν: Τὸ ἐσωτερικὸν κέντρον ὁμοιότητος 
δύο “περιφερειῶν εἶναι τὸ σημεῖον τῆς διακέντρου αὐτῶν, διὰ τὸ ὁποῖον τὸ 
ἄϑροισμα τῶν ἐξ αὐτοῦ ἐφαπτομένων τῶν περιφερειῶν εἶναι ἐλάχιστον τὸ 
δὲ ἐξωτερικὸν κέντρον ὁμοιότητος, τὸ σημεῖον τῆς ἰδίας εὐθείας, μὲ διαφορὰν 
τῶν ἐφαπτεομένων ἐλαχίστην. 

Εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν, θεωροῦμεν τὸ μέρος τῆς διακάν- 
τρου τὸ μεταξὺ τῶν δύο περιφεμειῶν κείμενον καὶ εἰς τὴν δευτέραν 
τὸ ἐξωτερικῶς τῶν περιφερειῶν κείμενον. 


Θεώρημα 376--}»ν 


1269. "Ἐὰν μία διατέμνουσα δύο περιφερειῶν (Ο), (Ο ὁρίζῃ δύο 
ιορδὰς αὐτῶν ΑΒ, Α᾽Β΄ ἴσας, αἱ δύο περιφέρειαι φαίνονται ὑπὸ ἴσας 
ἰωνίᾳς ἐκ τοῦ σημείου τομῆς τῶν ἐφαπτομένων εἰς τὰ Α καὶ Β΄ (Σχ. 790). 


᾿Αρκεῖ γὰ δειχθῇ « τ ἡ γωνία ΑΜΌ -- Β΄ ΜΟ’, 
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Φέρομεν τὰς καθέτους ἐπὶ τὴν διατέμνουσαν ΟΔ, Ο΄ Δ’ καὶ ΜΡ. 

Ἐκ τῆς ὁμοιότητος τῶν 
τριγώνων ΑΔΟ, ΜΡΑ, εὑ- 
ρίσκομεν : ᾿ 


Α0. ΑΔ 

ἊΜ ΜΡ’ 
καὶ ἀναλόγως 

ΒῸ 8ᾷΚ8Β΄Δ΄͵ 

ΒΜ ΜΡ 


᾿Αλλ᾽ εἶναι ΑΔ -- Β΄ Δ΄, 
ὡς ἡμίση ἴσων χορδῶν’ ἄρα 


ΑΔ Β'Δ' 
ΜΡ ΜΡ’ 

ΑΟ Β΄’ ἘΝ 
ἊΜ ΒΜ'’ ὑλὸω 


καὶ τὰ τρίγωνα ΑΜΟ, Β΄ΜΟ΄ εἶναι ὅμοια. Εἶναι ἑπομένως ἡ γω- 
νία 'ἍἈΜΟ -Ξ- Β'ΜΟ΄. 

1269. Παρατηρήσεις. 1) Αἱ ἐφαπτόμεναι ΑΕ΄, Β΄Ε εἶναι ἴσαι, 
ἐπειδὴ τὰ τετράγωνα αὐτῶν εἶναι ἴσα πρὸς τὰ ἴσα γινόμενα 
ΑΒ΄. ΑΑ’ καὶ ΒΑ. ΒΒ. 

2) Καὶ τὸ ἀντίστροφον τῆς προτάσεως ἀληθεύει ᾿Εὰν αἱ γω- 
νίαι ΑΜΟ, Β΄ΜΟ’ εἶναι ἴσαι, θὰ εἶναι ἴσαι καὶ αἱ χορδαὶ 
ΑΑ΄, 8Β΄. 

Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα εὑρίσκεται εἰς τὰ ΤΑῤονόνπδα 
«εἰ Ῥγοδίδηνοθ τοῦ (ἰαἴδϊαπ (δε ἐἀ., σ. 166), ὡς καὶ εἰς τὴν 7ην ἔκδο- 
σιν τοῦ Τραϊίέᾷ ἀ6 Οἐονιέϊιγίὶο τοῦ Ποιςδέ (σ. 312): χρησιμεύει δὲ 
ὡς λῆμμα διὰ τὴν ἀπόδειξιν τοῦ Προβλήματος τοῦ Μαϊξακεὶ 
(5 1546, 9, ι). 

Θεώρημα τοῦ δ΄ Α]επιδενέ 3577 


1260. Ὑρεῖς περιφέρειαι, ἀνὰ δύο λαμβανόμεναι, ὁρίξζουν ἕξ κέντρα 
ὁμοιότητος. Τὰ τρία ἐξωτερικὰ κέντρα εὑρίσκονται ἐπ᾽ εὐϑείας, καϑὼς 
καὶ δύο ἐσωτερικὰ καὶ ἕν ἐξωτεριχόν. 


Ἡ ἀπόδειξις εἶναι πανομοιότυπος πρὸς τὴν ἤδη γενομένην διὰ 
τρία ὁμοιόθετα πολύγωνα (88 1149 καὶ 212). 

ΑἹ διατέμνουσαι παρέχουν ἐπίσης μίαν ὡραίαν ἀπόδειξιν. 

Ἢ χβῆσις, τέλος, βοηθητικῶν στερεῶν ὡδήγησεν τὸν Μοηχε εἰς 
τὴν ἁπλουστάτην καὶ κομψοτάτην ἀπόδειξιν τῆς 8. 176. 


1260. Εἰς τὸ Αρογριι Πιβίογίφιια τοῦ ΟΒᾳ5)εβ. σ. 29}, ἀναφέ- 
ρεται ὅτι ὁ Εμ55 ἀποδίδει τὸ Θεώρημα εἰς τὸν ἀ’ Αἰειαθδετί. ᾿Αφ᾽ 
ἑτέρου, ὁ ατποῖ εἰς τὸ ἔργον του Μόνιοϊγδ 8μ7. ἰα τνεἰαίίονι φμὶ 
δαὶϑίο ὀπίνγε ἰε8 αἰϊδίαπιοεβ τοίαϊδυο8 ἃ δὶπᾳ ροϊπίυ σμεϊοολᾳ 68 Ἀγ 
ἀκα ἰ᾽δδραοο, τὸ ὁποῖον ἀκολουθεῖται καὶ ὑπὸ ἑνὸς 9ϑαἱ δεν ἰα 
ἐμόονγίε ἀδ8 Τγαγιϑυογϑαΐε8, τὸ ἀποδίδει εἰς τὸν Μοηρε. 

Ἔν πάσει περιπτώσει, ὁ τελευταῖος οὗτος τὸ κατέστησε κοινὸν 
κτῆμα εἰς τὰ ᾿ΕἸότποτιία ἀὲ Αἐογηιόίνιε ἀοϑβονὶρίῖνε αὐτοῦ. (Βλ., [πέ- 
ἃ. Μαϊμ., 1898, ο. 271, πο 1418). 
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Θεώρημα 378 


1261. Ἢ ἀκτὶς τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα σημείων εἶναι τὸ ἥμισν 
τῆς ἀκτῖνος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ τρίγωνον. Τὸ δὲ 
ὀρϑόκεντρον τοῦ τριγώνου εἶναι κέντρον ὁμοιότητος τῶν δύο αὐτῶν πε- 
ριφερειῶν. 


1η ᾿Απόδειξις. (Μέϑοδοι, 8. 28). 


ϑα ᾿Απόδειξις (σχ. 791). 1). Ἢ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων 
διέρχεται διὰ τῶν σημείων Δ, Θ, Ζ, Ι' τὸ κέντρον της, ἑπομένως, 
εἶναι τὸ Ν, μέσον τοῦ τμήματος ΟΗ. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, ἡ περιφέρεια 
αὕτη εἶναι περιγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον ΔΕΖ, τοῦ ὁποίου αἱ 
πλευραὶ εἶναι τὰ ἡμίση τῶν πλευρῶν τοῦ ΑΒΓ' εἶναι ἄρα: 


1 
ΝΔ Ξ -σ- θα. 


᾿Επίσης : Τὰ τρίγωνα ΑΗΟ, ΔΟΝ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν 
γωνίαν ἴσην, περιεχομένην μεταξὺ ἀναλόγων πλευρῶν᾽' ἐπειδὴ 


1 1 
ΟΔ - Ξ ΑΗ, ΟΝ ΞΞ.-σ ΟΗ. 


ΓΑρα: ΝΔ - Φ ΟΑ. 


2) Τὸ σημεῖον Η εἶναι κέντρον ὁμοιοθεσίας, ἀφοῦ 


ἫΝ ΝΔ 
ΗΟ 2 ἊἋΘΟ 
“ὥστε : πᾶσα ἡμιευϑεῖα διὰ τοῦ σημείου Ἡ, περατουμένη εἰς τὴν περι- 
φέρειαν ΑΒΓ΄, διχοτομεῖται ὑπὸ τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα σημείων ΔΕΖ. 
"Αποδεικνύεται οὕτω ἀπ᾽ εὐθείας ὅτι τὸ μέσον Ι τῆς ΑΗ ἀνή- 
κει εἰς τὴν περιφέρειαν τῶν ἐννέα σημείων (8 720), ὡς καὶ ὅτι 
ΗΘ -Ξ ΘΛ (8 292 γ). 
Θεώρημα 378-- 1 


1262. 1) Εἰς πᾶν τρίγωνον, ἢ ἀπόστασις μιᾶς πλευρᾶς, ἀπὸ τοῦ κέν- 
τρου τοῦ περιγεγραμμένον κύκλου εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἥμισν τῆς ἀποστά- 
σεὼς τοῦ ὀρθδοκέντρου ἀπὸ τῆς ἀπέναντι κορυφῆς. , : 

2) Τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας, τὸ κέντρον βάρους, 
τὸ κέντρον τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σημείων καὶ τὸ ὀρϑόκεντρον ἀποτε- 
λοῦν ἁρμονικὴν τετράδα. 

1) Τὴν πρότασιν ταύτην ἀπεδείξαμεν ἤδη (88 666 καὶ 292: γ)" 
ποραθέτομεν καὶ μίαν ἄλλην ἀπόδειξιν αὐτῆς: 

“Ἔστω Η τὸ ὀρθόκεντρον, Μ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσων 
καὶ Ο τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. 

Κατὰ τὸ ϑεώρημα τοῦ Εμίον (5. 1119), τὰ σημεῖα Η, Μ, Ο κεῖν- 
ται ἐπὶ τῆς εὐθείας τοῦ Επίεν. ᾿Αλλ᾽ εἶναι ΑΜ ΞΞ2ΜΔ, ἄρα καὶ 


ΑΗ Ξ-- 20Δ. 


Ἐπίσης: ἐκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΖΟΝ, ΒΗΟ εὑρίσκομεν 
ΗΟ -Ξ-Ξ 2 ΠΟ: ἑπομένως: 
ΒΗ -Ξ2.ΖΟ. 
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2) Αἱ διάμεσοι τέμνονται εἰς τὰ Ξ τοῦ μήκους τῶν ἀπὸ τῶν 


κορυφῶν" 
ἄρα ΟΜ-- -ξ ΟΗ, 


1 
ΜΝ τῷ. -Ξ- ΟῊ 
ἢ 
ΜΝ αι Ομ. 
Ὥστε: 
ΜΝ ΗΝ 
ΜΟ ἨΟ᾽ 


Σημείωσις. 1) Βλ. 88 
734 καὶ 1341] β' ἐπίσης, 
Μέϑοδοι, 88 130, 292 λ. 

2) Ἧ περιφέρεια τῶν 9 
σημείων ἥτο γνωστὴ ἀρ- 
χικῶς ὡς περιφέρεια τῶν 
ἕξ σημείων τοῦ ποτ. Σχ. 191. 

Σχετικῶς βλέπε ε"ἰαν ὦ- 
ραίαν στοιχειώδη ἐργασίαν τοῦ Ν. Ἰπέραμυϊτ : ϑγϑίόηιο ἀδ 512 
ῥβοϊπίβ8 σοπομοϊίφυδα. (Βιμ οϊι ἃ. γκαίῃ. ἐϊόνα., 1910, ο. 25). 


Θεώρημα 378--11 


1269. Δύο ἴσαι περιφέρειαι τέμνονται καιὰ κοινὴν χορδὴν ΓΔ. Δεί- 
ξατε ὅτι πᾶσα περιφέρεια, ἐφαπτομένη τῆς 
κοιγῆς χορδῆς εἰς Γ ἢ Δ, τέμνει τὰς περιφε- 
ρείας εἰς σημεῖα Μ, Ν, ἐπ’ εὐθείας εὑρισκό- 
μενα μετὰ τοῦ μέσον Ὁ τῆς διακέντρον ΑΒ. 

Ας φέρωμεν τὴν εὐθεῖαν ΟΜ καὶ ἃς 
καλέσωμεν Ν τὸ σημεῖον τομῆς αὐτῆς 
μετὰ τῆς περιφερείας (Ε) καὶ Ν᾽ τὸ σῆ- 
μεῖον τομῆς της μετὰ τῆς περιφερείας (Β). 

“Ἐπειδὴ ἡ εὐθεῖα ΟΓ ἐφάπτεται τῆς πε- 
ριφερείας (Ε), θὰ ἔχωμεν 

ΟΜ .ΟΝ’ Ξ-  ΟΓ9. 

᾿Αλλ᾽ εἶναι ὉΜΙΟΟΛΈΟΓ.ΟΔ-- ΟΓ" 
ἄρα: ΟΜ.ΟΝΞ ΟΜ. ΟΛΈΟΜ.ΟΝ. 

Ὅθεν: Ν-Ξ-Ν’, 


καὶ τὰ σημεῖα Ο, Ν, Μ κεῖνται. ἐπ᾿ εὐθείας γραμμῆς. 


Θεώρημα 3579 


1364. ᾽Ο τόπος τῶν σημείων τῶν ἐχόντων ἴσας δυνάμεις πρὸς δύο 
περιφερείας εἶναι εὐθεῖα κάϑετος ἐπὶ τὴν διάχεντρον τῶν περιφερειῶν. 
Ἢ εὐθεῖα αὔτη καλεῖται οιζικὸς ἄξων τῶν δύο περιφερειῶν. 
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Θεώρημα 8380 


126δ. 'Ο οιζικὸς ἄξων δύο περιφερειῶν εἶναι ὁ τόπος (1) τῶν ση- 
μείων ἐξ ὧν ἄγονται ἴσαι ἐφαπτόμεναι ἐπὶ τὰς δύο περιφερείας. 


1266 α. Σημείωσις. Ὃ ὄρος ροιζικὸς ἄξων προετάθῃη ὑπὸ τοῦ 
Δαυϊιίετ, εἰς ἕν ὑπόμνημα αὐτοῦ ἐπὶ τῶν ἐπαφῶν περιφερειῶν. 
(ϑουγπαὶ ἀὁ 1 ἕοοϊε Ῥοϊψίεομηπίφωο, Χν ΕΣ σαμίετγ, 1813). 

(Κατὰ Ῥοπεεῖεί καὶ (Βδε)εβ : Τγαϊἐ ἀ68 ργοργιό(έ8 Ῥὺο)οοίἑυε8 ἀ65 
ἤσυγνοδ, τόμ. 1, σ. 41 καὶ σέονιῤίγὶρ ϑιρέγίου, 6, σ. 501), 

ὋὉ ριζικὸς ἄξων ἐκλήθη καὶ εὐϑεῖα δισομόλογος (αἰϑμονιοϊορμε). 
(Αἰτι, Ῥγνοδιέτιοθ ἀθ ἀέογιόί το). ἶ 

ὋΟ ῬΡῬοῃςεϊεὶ ἐγενίκευσε τὴν ἔννοιαν τοῦ ριζικοῦ ἄξονος, ἐπε- 
κτείνας αὐτὴν διὰ δύο τυχούσας κωνικὰς τομὰς κειμένας ἐπὶ τοῦ 
αὐτοῦ. ἐπιπέδου καὶ ἀντικατέσοτησεν τὴν ὀνομασίαν ριζικὸς ἄξων, 
ἁρμόζουσαν μόνον διὰ περιφερείας, διὰ τοῦ ὅρου κοινὴ τέμνουσα. 

Ἢ οπουδὴ τοῦ ζεύγους δύο κωνικῶν τομῶν ὀδηγεέϊ εἰς τὴν 
πρότασιν: Δύο περιφέρειαι ἔχουν δίο κοινὰς τεμνούσας' τὴν μίαν εἷς πε- 
περασμένην ἀπόστασιν (ὁ ριζικὸς αὐτῶν ἄξων) καὶ τὴν ἄλλην. εἰς ἄπειροι 
ἀπόστασιν (ἡ ἐπ᾿ ἄπειρον εὐθεῖα). Ὃ ριζικὸς ἄξων τέμνει τὰς δόο 
περιφερείας εἰς δύο σημεῖα πῤαγματικὰ ἐὰν τέμνωνται αὗται (ἢ 
ἐφάπτωνται, ὁπότε ουμπίπτουν εἰς ἔν), εἰς φανταοστικὰ δέ, ἐὰν δὲν 
ἔχουν κοινὰ σημεῖα. 

Τὰ ἐπ᾽ ἄπειρον κυχλικὰ σημεῖα εἶναι τὰ φανταστικὰ κοινὰ σημεῖα 
ἑκάστης περιφερείας μετὰ τῆς ἐπ' ἄπειρον κοινῆς τεμνούσης αὐτῶν͵ 


Θεώρημα 381 


1266. "Ἐὰν διὰ τοῦ ἑνὸς τῶν κέντρων ὁμοιότητος δύο περιφερειῶν 
φέρωμεν εὐθεῖαν, συναντῶσαν αὐτὰς εἰς τέσσαρα σημεῖα, αἱ ἐφξαπιόμε͵ 
ναι τῶν περιφερειῶν εἰς τὰ σημεῖα αὐτὰ σχηματίζουν παραλληλόγραμ͵ 


Σχ 199. 


μόν, τοῦ ὁποίου ἣ μία διαγώνιος διέρχεται διὰ τοῦ ἐν λόγῳ κέντρον 
ὁμοιότητος καὶ ἡ ἄλλη κεῖται ἐπὶ σταϑερᾶς εὐθείας. ((Βαεῖε5, Πορί- 
σματα τοῦ Εὐκχλείδον, σ. 816). 


Τὰ ἰσοσκελῆ Σρίγωνα ΜΤΝ, Μ’Τ΄ Ν’ εἶναι ὅμοια, ἐπειδὴ αἱ γω- 


Ἴ1, δηβ. μετ. Τὸ ἐκτὸς τῶν περιφερειῶν μέρος αὐτοῦ. 
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νίαι αὐτῶν εἰς Τ καὶ Τ᾿ εἶναι ἴσαι, ὡς παραπληρωματικαὶ τῶν 
ἴσων γωνιῶν εἰς Ο καὶ Ο΄ (8 1256). 

Τὰ τρίγωνα ΜΗΝ., ΝΛΑΜ’ ἔχουν τὰς ὀξείας αὐτῶν γωνίας ἴσας 
πρὸς τὰς ὀξείας γωνίας τῶν δύο πρώτων τριγώνων. Εἶναι, ἄρα, 
ἰσοσκελῆ καὶ ΛΝ -- ΛΜ’, ΗΜ -Ξ ΗΝ΄. 

Κατὰ συνέπειαν, τὰ σημεῖα Η καὶ ΔΛ ἀνήκουν εἰς τὸν ριζικὸν 
ἄξονα τῶν δύο περιφερειῶν (δ 1265). 

᾿Επειδὴ τὰ σημεῖα Τ, Τ’ εἵναι ὁμόλογα, ἡ συνδέουσα αὐτὰ 
εὐθεῖα ΤΤ' εἶναι ἕξων ὁμοιότητος καὶ κατ᾽ ἀνάγκην διέρχεται διὰ 
τοῦ σημείου Γ (8 1145). 


Θεώρημα 882 
1267. Ὃ οιζικὸς ἄξων δύο περιφερειῶν εἶναι ὁ τόπος τῶν κέντρων 
τῶν περιφερειῶν τῶν τεμνουσῶν αὐτὰς ὀρϑογωνίως. 
Θεώρημα τοῦ οπεείεί 88 
1268. Αἱ περιφέρειαι, αἱ τέμνουσαι ὀρϑογωνίως δύο δοϑείσας πε- 


φερείας ἐξωτερικὰς ἀλλήλων, διέρχονται διὰ δύο σταϑερῶν σημείων. 
ἀ σημεῖα ταῦτα καλοῦνται ὁριακὰ σημεῖα τοῦ Ῥοηςεϊεί. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 5.231), 
Ἡ ἐν τῇ ἀνωτέρῳ παραπομπῇ ἀπόδειξις προὐποθέτει τὴν γνῶ- 


σιν τῶν ἐννοιῶν τῶν σχετικῶν πρὸς τὸν ριζικὸν ἄξονα: δίδομεν 
διὰ τοῦτο μίαν ἄλλην ἀπόδειξιν. 


Σ.. τῶι 


 πενθυμίζομεν ὅτι δυο περιφέρειαι (Α) καὶ (Γ) τέμνονται ὀρ- 
θογωνίως ἐὰν αἱ ἀκτῖνες ΑΕ, ΓΕ εἰς ἕν τῶν κοινῶν τῶν σημείων 
εἶναι κάθετοι μεταξύ των' ἑκάσιη δὲ τῶν ἀκτίνων αὐτῶν εἶναι 
ἐφαπτομένη τῆς ἑτέρας ΚΡοΙΦερειας: 

Ἐπειδὴ ἡ περιφέρεια , ) τέμνει ὀρθογωνίως τὰς (Α) καὶ (Β), 
αἱ ἐφαπτόμεναι ΓΕ, ΓΖ θὰ εἶναι ἴσαι, ὡς ἀκτῖνες τῆς αὐτῆς πε- 
ριφερείας. ᾿ 

"Ἕστωσαν , Καὶ τὰ σημεῖα τομῆς τῆς διακέντρου ΑΒ καὶ τῆς 
(Γ) ἀρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι ἡ θέσις τῶν σημείων αὐτῶν εἶναι ἀνε- 
ξάρτητος τῆς ἀκτῖνος ΓΕ. Εἶναι φανερὸν ὅτι 


ΛΙξε ΔΚ 


καὶ ΑἹ. ΑΚ --ρ: 

Π (ΑΔ -- Δ) (ΑΛ Ἐ ΔῊ Ξε ρ᾽. 
'Ἑπομένως ΑΛ’ --- Λ1"-- ρ᾽, σταθερὰ ποσότης. 
Κατ᾽ ἀναλογίαν, εὑρίσκομεν ΒΛ" -- ΛΙΚ᾽ Ξε ρ΄. 


Εἶναι δηλ. ἡ θέσις τῶν σημείων Ι καὶ Κὶ ἐπὶ τῆς ΑΒ ἀνεξάρ- 
τητος τῆς ἀκτῖνος ΓΕ. 
Θεώρημα 885--Ι 


1269. "Ἐὰν ἐκ σημείου τυχόντος τοῦ ἐπιπέδου ἑνὸς συστήματος πε- 
φιφερειῶν, ἐχουσῶν ἀνὰ δύο τὸν αὐτὸν οιζικὸν ἄξονα, φέρωμεν ζεῦγος 
φαπτομένων ἐπὶ ἑκάστην περιφέρειαν, τὸ μέσον ἑχάστης χορδῆς ἐπα- 
φῶν εὑρίσκεται ἐπὶ σταϑερᾶς περιφερείας, τεμνούσης ὀρθογωνίως πά- 
σας τὰς περιφερείας τοῦ συστήματος. (Ροποεϊεῖ, ΑΡΡΙΓΪσαἰτίοπΒ ἀ᾿ Αηδ- 
ἵν8ε εἰ ἀθ Οόοπιόέϊζτγ!ε, τόμ. 1], σ. 397). 


Ἔστω (Γ) μία τῶν περιφερειῶν, τῶν ἐχουσῶν κοινὸν ριζικὸν 
᾿ ἄξονα ΟΔ, Α τὸ δοθὲν ση- 
μεῖον, ΑΕ καὶ ΑΖ αἱ ἐξ αὐὖ- 
τοῦ ἐφαπτόμεναι ἐπὶ τὴν ΤᾺ 
Β τὸ μέσον τῆς χορδῆς ΕΖ. 

Πᾶσα περιφέρεια τέμνουσα 
τξϑ  ϑνιος τὰς περιφερείας 
(Γ) “πε τὸ κέντρον τῆς ἐπὶ 
τῆς ΟΔ. "Ἂς θεωρήσωμεν λοι- 
πὸν μίαν περιφέρειαν (Ο), δι- 
ἐρχομένην διὰ τῶν Α, Β καὶ 
ἔχουσαν τὸ κέντρον αὐτῆς ἐπὶ 
τῆς ΟΔ’ ἀρκεῖ νὰ ἀποδείξω- 
εν ὅτι ἡ περιφέρεια (0) -- ἡ 
ποία, προφανῶς, εἶναι τε- 
ΣΧ. 196. λείως ὡρισμένη -- τέμνει Ἵ: 
θογωνίως τὴν περιφέρειαν Γ, 

δηλ. ὅτι ἡ γωνία ΓΗΟ τοῦ σχήματος εἶναι ὅς ρδν 

Εκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΓΈΑ εὑρίσκομεν 


ΓΕ ΞΕΓΒ.ΓΑ 
ἥ, ἀφοῦ ΓΕ --ΓΗ, 
ΓΗ’ Ξ-ΓΒ.ΓΑ. 


Ἢ σχέσις αὕτη δεικνύει ὅτι ἡ εὐθεῖα ΓῊ εἶναι ἐφαπτομένη τῆς 
περιφερείας (0), δηλ. ὅτι ἡ γῶνα ΓΗΟ εἶναι ὀρθὴ γωνία καὶ ἡ 
(0) ὀρθογώνιος πρὸς τὴν ([). 


Θεώρημα. 388-- 1] 
1270. Ἑἰϊς τὸ προηγούμενόν ϑεώρημα, αἱ χορδαὶ τῶν ἐπαφῶν διέρ- 
χονται διὰ σταϑεροῦ σημείου. 


Πράγματι, ἐπειδὴ ἡ γωνία ΑΒΕ εἶναι ὀρθή, ἡ πλευρὰ ΒΕ αὐ- 
τῆς διέρχεται διὰ τοῦ σταθεροῦ σημείου Λ, ἑτέρου ἄκρου τῆς διὰ 
τοῦ Α διαμέτρου τῆς περιφερείας (0). 


6ΟΙ 


Θεώρημα 8384 


1271. "Ἐὰν τρεῖς περιφέρειαι (Μ), (Ν), (Ρ) τέμνωνται,͵ αἱ τρεῖς χοι- 
ναὶ χορδαὶ αὐτῶν διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον. (Μοηρε). 


1η ᾿Απόδειξις. "Ἔστω Ο τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν χορδῶν ΑΒ καὶ. 
ΓΔ’ φέρομεν τὴν ΕΟ καὶ ὀνομάζομεν 2 καὶ Θ τὰ σημεῖα τοιῆς 
τῆς εὐθείας ταύτης μετὰ τῶν περιφερειῶν (Ν) καὶ (Ρ). 

᾿᾽Ἂς παραστήσωμεν διὰ τῶν α, β,ὙΥ, δ, ε,ζ καὶ θ τὰ ἐπὶ τῶν 
χορδῶν τμήματα. Θὰ ἔχωμεν τὰς ἰσότητας : 


Εἰς τὴν περιφέρειαν (Μ) αβ-- γδ. (1) 
» (Ν) αβ-εεζ, (2) 
» (Ρ) γδ -Ξεθ. (3) 
'Ἑπομένως ζΞ:-θ ἢ ΖΞΞΘ, 


δηλ. ἡ εὐθεῖα ΕΟ διέρχεται διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν (Ν) καὶ 
(Ρ) περιφερειῶν. 


39α ᾿Απόδειξις. Δυνάμεθα νὰ χρη- 
διμοποιήσωμεν τὰ βοηϑητιπὰ στερεὰ 
(8. 16 κ. ἐπμ.). 'Υποθέσωμεν ὅτι αἱ 
ἐρεῖς περιφέρειαι εἶναι μέγιστοι κύ- 
κλοι τριῶν σφαιρῶν; ἐχουσῶν κέν- 
τη τὰ σημεῖα Μ, Ν, Ρ. Αἱ σφαῖραι 
(Μ) καὶ (Ν) τέμνονται κατὰ μικρὸν 
κύκλον, προβαλλόμενον ἐπὶ τοῦ ἐπι- 
πέδου ΜΝΡ κατά. τὴν ΑΒ, αἱ δὲ 
(Μ) καὶ (Ρ) κατὰ μικρὸν κύκλον, " 
προβαλλόμενον κατὰ τὴν ΓΔ. Σχ. Ἰοὺ. 

᾿Ἐπειδὴ δὲ τὸ σημεῖον τῶν μι- 
ρῶν τούτων κύκλων, τὸ προβαλλόμενον εἰς Ο, εἶναι κοινὸν. καὶ 
τῶν τριῶν σφαιρῶν, ἕπεται ὅτι θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς τομῆς τῶν 
σφαιρῶν (Ν) καὶ (Ρ). Κατὰ συνέπειαν, ἡ χορδὴ ΕΖ, καθ’ ἣν θὰ 
προβάλλεται ἡ τομὴ αὔτη, θὰ διέρχεται διὰ τοῦ σημείου Ο. 


1271 α. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν τριῶν χορδῶν 


» 


Σχ. ΤΌ1. Σι. 188, 


εἶναι δυνατὸν νὰ εὑρίσκεται καὶ ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τῶν χορδῶν. 
Ἢ πρώτη ἀπόδειξις ἐξακολουθεῖ νὰ ἰσχύῃ καὶ εἰς τὴν περίπτωσιν 
αὐτὴν (Σχ. 797). 
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2) Δυνάμεθα νὰ φαντασθῶμεν μετατοπιζομένας τὰς περιφε- 
βείας, ὥστε νὰ καταστοῦν αὗται ἐφαπτόμεναι μολονότι τὰ μήκη 
τῶν κοινῶν χορδῶν μηδενίζονται τότε, αἱ ὀοιακαὶ διευθύνσεις των 
εἶναι ὡρισμέναι, ὡς διευθύνσεις τῶν κοινῶν ἐφαπτομένων εἰς τὰ 
σημεῖα ἐπαφῆς. ᾿Επομένως : 

Αἱ κοιναὶ ἐφαπτόμεναι τοιῶν περιφερειῶν ἐφαπτομένων ἀλλήλων διέρ- 
χονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Σημείωσις. Τὰ δύο ἀνωτέρω θεωρήματα εἶναι εἰδικαὶ περιπτώ- 
σεις τοῦ ἑπομένου τῆς 8 1272, 

Τὸ θιώρημα (ὃ 1271), διὰ πραγματικὰς κοινὰς τεμνούσας, ἀνή- 
κει εἰς τὸν Μουξε. ((ατὰ τὸν Ῥοπεοεὶϊεῖ, Τναῖϊϊό, κἈπ., τι ἱ, σ. 40). 


Θεώρημα 8384--1 


1272. 1) Οἱ ριζικοὶ ἄξονες τριῶν περιφερειῶν, λαμβανομένων ἀνὰ 
δύο, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον. 

8) Τὸ σημεῖον τοῦτο -- οιζιχὸν χέντρον τῶν τριῶν περιφερειῶν -- 
εἶναι τὸ κέντρον περιφερείας τεμνούσης ὀρϑογωνίως τὰς τρεῖς δοθείσας. 


Θεώρημα 8385 


1673. Ἢ κοινὴ χορδὴ τῶν περιφερειῶν, τῶν ἐχουσῶν ὡς διαμέτρους 
τὰς διαγωνίονυνς τραπεϊζίου, διέρχεται 
διὰ τοῦ κοινοῦ σημείον τῶν μὴ παραλ 
λήλων πλευρῶν αὐτοῦ. 


Ἧ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΒΔ 
διέρχεται διὰ τοῦ ποδὸς τῆς ἐκ 
τοῦ Β καθέτου ἐπὶ τὴν πλευρὰν ΑΔ, 
ἡ δὲ μὲ διάμετρον ΑΓ διὰ τοῦ πο- 
δὸς Ε τῆς καθέτου ἐκ τοῦ Α ἐπὶ 
τὴν ΓΒ. Τὰ σημεῖα δὲ ταῦτα, Ε 
καὶ Ζ, ἀνήκουν προφανῶς εἰς τὴν 
περιφέρειαν μὲ διάμετρον ΑΒ. 

Ἔστω Ν ἡ τομὴ τῆς ΟΜ καὶ τῆς 
περιφερείας ΒΜΝ καὶ Ν΄ ἡ τομὴ τῆς 
ΟΜ καὶ τῆς περιφερείας ΑΜΓ. Αρ- 
κεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι Ν ΞΞ Ι΄. 


Ἔχομεν 
ΟΜ.ΟΝἜΞΟΔ.ΟΖ, (1) 
ΟΜ.ΟΝ΄ ΞΟΓ.0εΕ. (2) 


Θὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τὰ γινόμενα ΟΔ. ΟΖ, ΟΓ. ΟΕ εἶναι ἴσα. 
Ἔκ τῆς ἡμιπεριφερείας ΑΖΕΒ λαμβάνομεν 


ΟΒ. ΟΕ -ΞεΟοα. ΟΖ, (3) 
ἐκ δὲ τῶν παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ, 
ΟΒ ΟΑ 
ΞΡΕῚ πύρα ν . Ξε ΟΓ. 4 
δν Ξὸδ ἢ 95:08 ΟΑ.Ο (4) 


Διὰ διαιρέσεως κατὰ μέλη τῶν ἰσοτήτων (3) καὶ (4), εὑρίσκομε" 


ὍῈ - δὲ. ἢ ΟΕ.ΟΓ--ΟΔ.ΌΟΖ. 
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- 


Ἔκ συγκρίσεως τῆς σχέσεως ταύτης πρὸς τὰς (1) καὶ (2), πορι- 
ζομεθα τὴν ἰσοτητα 
ΟΜ.ΟΝΞΟΜ.ΟΝ᾽, 
δηλ. τὴν ὉΝ -- ΟΥΝ΄. 
Θεώρημα τοῦ Νεύτωνος 586 


1274. Αἱ διαγώνιοι τετραπλεύρον περιγεγραμμένου εἰς περιφέρειαν 
καὶ αἱ χορδαὶ τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν ἀπέναντι «λευρῶν διέρχονται 
διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Ἢ : ΑΙ διαγώνιοι ἑνὸς ἐγγεγραμμένου τετραπλεύρου καὶ ἐκεῖ- 
ναι τοῦ τετραπλεύρου τῶν ἐφαπτομένων 
εἰς τὰς κορυφάς του, διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου. 


᾿Απόδειξις τοῦ 1. ἄπηθ. Γνωρίζομεν ὅτι, 
ἐὰν δύο τρίγωνα ἔχουν δύο γωνίας ἴσας 
καὶ δύο παραπληρωματικάς, αἱ πλευραί, 
αἱ ἀπέναντι τῶν ἴσων γωνιῶν, εἶναι ἀνά- 
λογόι τῶν πλευρῶν τῶν κειμένων ἀπέναντι 


ΔΕ 5 


τῶν παραπληρωματικῶν γωνιῶν (8 150). ἃ ΓῚ Ὁ 
Ἔστω Ο τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ΑΓ ἀετῶν 
καὶ ΗΖ. ἘΣΤΟΝ 


Τὰ τρίγωνα ΑΟΗ, ΓΖΟ ἔχουν ἴσας 
τὰς γωνίας εἰς Ο καὶ τὰἀς εἰς Ζ καὶ Η παραπληρωματικάς, ὡς 
σχηματιζομένας ὑπὸ χορδῆς καὶ τῶν (ἀντιθέτων φορῶν) ἐφαπτο- 
μένων εἰς τὰ ἄκρα αὐτῆς. ᾿Επομένως 


ΑΝ ΚΑ ΘΙ, 
ΓΖ .Γὸ 
“Ἕστω Ο΄ ἡ τομὴ τῶν ΑΓ καὶ ΕΘ’ θὰ ἔχωμεν ὁμοίως 
ΤΑΘΣΕΝ ἸΘῸΝ 
ΓΘ ΓΟ’ 
᾿Αλλ᾽ εἶναι ΑΗ -ΞΞ ΑΕ, ΓΖ-- ΓΘ’ ἄρα: 
Α0. ΑΘ’ 
ΓΟ το΄ 


καὶ τὰ σημεῖα Ο καὶ Ο΄ συμπίπτουν. 
Θεώρημα 9386--] 


1276. “Ἔστωσαν δύο τετράπλευρα, ἐξ ὧν τὸ πρῶτον εἶναι ἐγγεγραμ- 
μένον εἰς περιφέρειαν καὶ τὸ ἄλλο περιγεγραμμένον εἰς αὐτὴν καὶ ἔχον 
τὰς κορυφὰς τοῦ πρώτου ὡς σημεῖα ἐπαφῆς τῶν πλευρῶν τον. 

Δείξατε ὅτι αἱ ἀπέναντι πλευραὶ ἑκάστου τετραπλεύρου τέμνονται, 
ἀνὰ δύο κατὰ τέσσαρα σημεῖα κείμενα ἐπ’ εὐθείας γραμμῆς καὶ ὅτι αἱ 
διαγώνιοι τῶν δύο τετραπλεύρων διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Ἔστωσαν ΑΒΓΔ καὶ ΕΖΗΘ τὰ τετράπλευρα. 

1) Ἂν Ο εἶναι τὸ σημεῖον τομῆς τῶν χορδῶν ἐπαφῆς ΕΘ καὶ 
ΗΖ, ἡ τρίτη διαγώνιος ΜΝ τοῦ πλήρους τετραπλεύρου ΕΖΗΘΜΝ 
εἶναι ἡ πολικὴ τοῦ σημείου Ο (. πο 798, 35). 

Τὸ σημεῖον Λ εἶναι ὁ πόλος τῆς εὐθείας ἘΘ καὶ τὸ Καὶ ὁ πόλος 
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τῆς ΗΖ. Εἶναι, ἑπομένως, ἡ ΛΚ ἡ πολικὴ τοῦ σημείου τομῆς Ο 

τῶν εὐθειῶν ΕΘ καὶ ΗΖ καὶ ουμπίπτει πρὸς τὴν ΜΝ, τὴν ἀπο- 

δειχθεῖσαν προηγουμένως ὡς πολικὴν τοῦ Ο. ᾿ 
Κεῖνται κατ᾽ ἀκολουθίαν τὰ τέσσαρα σημεῖα Κ,Λ, ΜΙΝ ἐπ’ εὐθείας. 


Ν κ » Δ 


2) Τὸ σημεῖον ΙΒ εἶναι ὁ πόλος τῆς εὐθείας ἘΖΜ, τὸ Ο ὁ πό- 
λος τῆς ΜΕ καὶ τὸ Δ ὁ πόλος τῆς ΗΘΜ. 

᾿Επειδὴ αἱ εὐθεῖαι ΜΕ, ΜΗ, ΜΚ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ ση- 
μείου Μ, οἱ πόλοι αὐτῶν Β, Ο, Δ, ἀντιστοίχως, εὑρίσκονται ἐπ᾽ 
εὐθείας γραμμῆς (6., πο 804, 2) καὶ ἡ εὐθεῖα ΒΟΔ εἶναι ἡ πολικὴ 
τοῦ σημείου Μ. 

᾿Αναλόγως, ἡ εὐθεῖα ΑΓ διέρχετιι διὰ τοῦ σημείου Ο. 

3}.ΧΑ1 διαγώνιοι τοῦ περιγεγραμμένου τετραπλεύρου διέρχονται 
διὰ τῶν ϑηπεῶν τομῆς τῶν. ἀπέναντι πλευρῶν τοῦ ἐγγεγραμμέ- 
νοῦ τετραπλεύρου. ᾿Επειδὴ αἱ εὐθεῖαι ΗΘ, ΑΓ, ΕΘ εἶναι αἱ πο- 
λικαὶ τῶν τριῶν σημείων Δ, Ν, Β, κειμένων ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. 
(6. πϑ 804, 1). 

1276 α. Σημείωσις. Τὸ ϑεώρημα τοῦ Νεύτωνος ἀληθεύει καὶ διὰ 
τυχοῦσαν κωνικὴν τομήν. 

Ἧ ἀπόδειξις τῆς προτάσεως (8 1274) εἶναι τοῦ έοπ Απηςὸ (Ν.Α., 
184, ο. 186. 1844, σ. ο. 28 καὶ 465). 

Οἱ ὅροι πόλος καὶ πολικὴ εὐθεῖα ἐχρησιμοποιήθησαν τὸ 1809 ὑπὸ 
τοῦ ϑεγνοίβ. (Βλ. Ο. ἄς Γοπζοματπρβ, σέοτγπέϊγὶθ δ ἰα τέσὶΘ εἰ ἀξ 
ἱἐφιμοντα, 1890). 


Θεώρημα 587 


1276. Αἱ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν, τῶν σχηματιζομέψνων ὑπὸ τῶν ἀπέ 
ναντι πλευρῶν ἐγγεγραμμένον εἰς περιφέρειαν τετραπλεύρον, τέμνονται 
κατὰ σημεῖον κείμενον ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς μετὰ τῶν μέσων τῶν δια- 
γωνίων τοῦ τετραπλεύρου. (Ν. Α.). 

Γνωρίζομεν ἤδη ὅτι τὸ- σχῆμα ΘΙΗ͂Ι’ εἶναι ρόμβος (5 675). Θὰ 
ἀποδείξωμεν κατὰ πρῶτον ὅτι αἱ πλευραὶ τοῦ ρόμβου τούτου 
εἶναι παράλληλοι πρὸς τἀς διαγωνίους ᾿ 

Ἔκ τῆς διχοτόμου 2} λαμβάνομεν 


ΑΙ' ΑΖ 
ἜΓ ἜἘΖ᾽ 


ἐκ δὲ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΖΓ, ΒΖΔ, 


ΑΖ Αγ. 
82 ΒΔ 
ΑἹ’ ΑΓ 
ἄρα ἜΓ - ΒΔ () 


Ὁμοίως, ἡ διχοτόμος ΕΗ καὶ τὰ ὅμοια τρίγωνα ΑΕΓ, ΔΕῈΒ 
δίδουν τὰς σχέσεις 


ΑΗ ΑΕ ΑΓ (2) ᾿ 
ΔΗ ΔῈ ΒΔ΄ ἐ 


Ἔκ συγκρίσεως τῶν (1) καὶ 
(2) εὑρίσκομεν 
Α' ΑΗ 
ἜΓ - ΔΗ’ 


δηλ. ὅτι ἡ ἐὐῤθεῖα ΗΪ΄ εἶναι 
παράλληλος πρὸς τὴν διαγώ- 
νιον ΔΒ καί, κατ᾽ ἀναλογίαν, 
ὅτι ἡ ΗἸ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὴν ΑΓ. 

"Ἔστωσαν τώρα Μ, Ν τὰ 
μέσα τῶν διαγωνίων καὶ ΙΑ ͵γ-:- 
αἱ τομαὶ τῶν ΜΒ, ΜΔ μετὰ ππαςς 
τῶν Θ΄ καὶ ΙΗ ἀντιστοίχως. Ν 

᾿Επειδὴ ἡ ΒΜ εἶναι διάμε- 
σὸς τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, θὰ 
διαιρῇ ΤΊ ἐνοῦσαν τὰ μέσα 
[ΘΘ τῶν ΒΓ καὶ ΒΑ εἰς δύο 
ἴσα τμήματα καὶ τὸ σημεῖον 
Κ θὰ εἶναι τὸ μέσον τῆς Θ΄΄. 
᾿Αναλόγως, τὸ ΔΛ θὰ εἶναι τὸ μέσον τῆς ΙΗ. 

Ἢ εὐθεῖα ΛΙΙ, ὡς ἑνοῦσα τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν τοῦ 
ρόμβου, διέρχεται διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου Ο τῶν διαγωνίων του 
ΓΙ εἶναι ἐπίσης παράλληλος πρὸς τὰς [Θ καὶ ΒΔ. Τὸ μέ- 
σον της, ἐπομένως, εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς διαμέσου ΜΝ τοῦ τρι- 


γώνου ΒΜΔ. 
Θεώρημα 8387--] 


1276 α. Αἱ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τῶν ἀπέναντι πλευρῶν ἑνὸς ἐγ- 
γραψίμου τετραπλεύρου καὶ αἱ εὐθεῖαι, αἱ συνδέουσαι ἀνὰ δύο τὰ μέσα 
τῶν ἀπέναντι πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου τούτου, διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείον. 


Πράγματι, αἱ συνδέουσαι τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν τέμ- 
νονται εἰς τὸ μέσον τῆς εὐθείας ΜΝ, τῆς συνδεούσης τὰ μέσα 
τῶν διαγωνίων (8 548)’ ἑπομένως, αἱ διχοτόμοι καὶ αἱ συνδέουσαι 
τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου 
Ο, μέσου τῆς ΜΝ. 


Θεώρημα 387--1| 


1276 β. "Ἔστω ἐγγράψιμον τετράπλευρον ΑΒΓΔ καὶ ϑεωρήσωμεν τὰ 
τέσσαρα τρίγωνα τὰ ὁριζόμενα ὑπὸ τῶν χορυφῶν του, ἀνὰ τρεῖς λαμ- 


[-...} 


βανομένων. Δι᾽ ἕκαστον ἐξ αὐτῶν (ὡς λ. χ. διὰ τὸ ΑΒΓ), φέρομεν κα- 
ϑέτους ἐκ τῆς τετάρτης κορυφῆς τοῦ τετραπλεύρου (ἐκ τῆς Δ) ἐπὶ τὰς 
τρεῖς πλευράς του. Δείξατε ὅτι αἱ κατ᾿ αὐτὸν τὸν τρόπον λαμβανόμεναι 
τέσσαρες εὐθεῖαι τοῦ ϑίτπβδοι διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου καὶ 
ὅτι τὸ σημεῖον τοῦτο εἶναι κοινὸν τῶν τεσσάρων περιφερειῶν τῶν ἐννέα 
σημείων τῶν ϑεωρηϑέντων τριγώνων. (Ἱνεπιοΐπς, Ν. Α., 1869, σ, 174 
καὶ 317). 

᾿ (ΒΆΝ. Α., 1871, σ. 206 καὶ ΜΙΠεῖ, Ῥνίποίραϊεθ τι μοάθθ ἀς ἰα 
Οἐογιέίνιο νιοάοτηθ, ο. 138 καὶ 139). 


Θεώρημα 888 


1277. Τὰ ὀρϑόκεντρα τῶν τεσσάρων τριγώνων τῆς προηγουμένης 
προτάσεως εἶναι κορυφαὶ τετραπλεύρσν ἴσου πρὸς τὸ ἀρχικὸν ΑΒΓΔ. 


"Ἔστωσαν Α΄, Β’, Γ΄, Δ’ τὰ ὀρθόκεντρα τῶν τριγώνων ΒΓΔ, 
ΓΔΑ, ΔΑΒ, ΑΒΓ ἀντιστοίχως. 
Θὰ πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι 
Α'ΒΓ΄ Δ΄ -- ΑΒΓΔ. 
Γνωρίζομεν ὅτι ἡ ἀπόστα- 
σις ΟΡ. τοῦ κέντρου τοῦ περι- 
γεγραμμένου κύκλου ἀπὸ τῆς 
πλευρᾶε ΒΔ τοῦ τριγώνου 
ΒΑΔ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ἀπο- 
στάσεως ΑΓ΄, τῆς ἀπέναντι κο- 
ρυφῆς ἀπὸ τοῦ ὀρθοκέντρου 
τοῦ τριγώνου (δ 1261). “ῶστε: 


᾿ΑΓΞΞ2.ΡΟ --Γα΄. 
Τὸ τετράπλευρον ΑΓΑΎΓ', 
τοῦ ὁποίου δύο ἀπέναντι πλευ- 


ραὶ εἶναι ἴσαι καὶ παράλλη- 
οι, εἶναι παραλληλόγραμμον. 


"Ἄρα 
ΑΓ-ΞΑΤ' 
ξε. 80). καὶ κατ’ ἀναλογίαν 
᾿ ΒΔ -- Β΄ Δ΄. 


Εἰς τὸ τρίγωνον. ΒΓΔ, ἡ ΒΑ΄, κάθετος ἐπὶ τὴν ΓΔ, εἶναι ἴση 
πρὸς 2. ΟΛ, εἰς δὲ τὸ ΓΑΔ, ἡ ΑΒ΄ ἴση πάλιν πρὸς 2. ΟΛ. Εἶναι 
ἑπομένως τὸ σχῆμα ΑΒΑ΄Β’ παραλληλόγραμμον καὶ αἱ ΑΒ καὶ 
Α΄Β’ ἴσαι καὶ παράλληλοι εὐθεῖαι. 

Κατὰ τὸν ἴδιον τρόπον ἀποδεικνύεται ἡ ἰσότης καὶ ΚΡ ΛΧΝ: 
λία καὶ τῶν ἄλλων πλευρῶν τῶν δύο τετραπλεύρων ΑΒΓΔ καὶ 
Α΄ΒΊ΄Γ' Δ΄. Κατὰ συνέπειαν, εἶναι τὰ σχήματα ταῦτα ἴσα. 


Θεώρημα 888-- 1 


1277 α. Τὰ κέντρα τῶν περιφεσειῶν τῶν ἐννέα σημείων τῶν τεσσά- 
οὖν τριγώνων, τῶν ἀποτελουμένων ἐκ δύο διαδοχικῶν πλευρῶν ἑνὸς ἐγ- 
γροαψίμου τετραπλεύρον ΑΒΓΔ καὶ μιᾶς διαγωνίου αὐτοῦ, εἶναι κορυ- 
φαὶ τετραπλεύρον ὁμοίου πρὸς τὸ ΑΒΓΔ. 


Γνωρίζομεν ὅτι τὸ κέντρον τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα σημείων 
"Ὁ τριγώνου ΒΓΔ εἶναι τὸ μέσον τῆς εὐθείας ΟΑ΄, τῆς συνδεού- 
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σης τὸ ὀρθόκεντρον Α΄ τοῦ τριγώνου μετὰ τοῦ κέντρου Ο τῆς πε- 
ριγεγραμμένης περιφερείας (8 28). 'Ομοίως, τὸ κέντρον τῆς δεῳ- 
τέρας περιφερείας “αἷναι τὸ μέσον τῆς ΟΒ΄ κλπ, (Σχ. 803). Τὰ 
κέντρα, ἑπομένως, Α΄, Β΄, Γ'’, Δ΄ σχηματίζουν τετράπλευρον 
Α΄ Β΄ Γ΄ Δ΄΄ ὁμοιόθετον τοῦ Α'ΒΓ' Δ΄ καὶ ὅμοιον ἄρα τοῦ ἴσου 


πρὸς αὐτὸ ΑΒΓΔ. Θὰ ἔχωμεν δέ: Α΄ Β΄-- Ὁ (Α' Β΄Ἐ ΑΒ). 


Θεώρημα 888--. 1] 


1277 β. Θεωρήσωμεν τὸ ἐγγράψιμον τετράπλευρον ΑΒΓΔ καὶ τὰ 
τέσσαρα τρίγωνα ΑΒΔ, ΓΒΔ, ΒΑΓ, ΔΑΓ. 

1) Αἱ εὐθεῖαι τοῦ ϑίπιβοῃ τῶν τεσσάρων τούτων τριγώνων, αἱ σχε- 
τικαὶ πρὸς τὰς τετάρτας κορυφὰς τοῦ τετραπλεύρου, καὶ αἱ περιφέρειαι 
τοῦ Εὐπϊος αὐτῶν διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. (1 νεἸποΐπς, 1869). 

2) Αἱ εὐϑεῖαι, αἱ συνδέουσαι ἑκάστην χορυφὴν τοῦ τετραπλεύρον 
μετὰ τοῦ ὀρϑοκέντρον τοῦ τριγώνου τῶν τριῶν ἄλλων κορυφῶν, διέρ- 
χονται ἐπίσης διὰ τοῦ ἰδίου σημείου. Τὸ σημεῖον τοῦτο εἶναι τὸ συμμε- 
τρικὸν τοῦ χέντρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας πρὸς τὸ σημεῖον 
τομῆς τῶν ἑνουσῶν τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου 
(τῶν διαμέσων αὐτοῦ). (Μαίμοί, Μαϊπεβὶθ, 1901, σ. 3ὅ, πιο 2). 

8) Εἴκοσι ἑπτά, λίαν ἀξιοσημείωτοι, εὐθεῖαι εἰς τὸ ἐπίπεδὸν ἑνὸς 
ἐγγραψίμου τετραπλεύρου διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον, (Πεἔεοιξ. 
Ν Α., 1908, σ, 442). 


1877. Σημείωσις. 1) Τὸ τόσον ἐνδιαφέρον αὐτὸ σήμετον ἐοη- 
πειῶθη. καὶ καθωρίσθη ὑπὸ τοῦ 1. Μαῖδοιῖ (Μαιϊβμεδὶδ, 1901, ο. 25), 
εἶναι δὲ τὸ σημεῖον Ν τοῦ σχήματος 401 τῆς προτάσεως τῆς 8. 676. 

2) Ὃ Βτοεαγὰά εἰς τὰ Ν. ἐν 1909, σ. 136, ἀπέδειξε ὅτι τὸ ἀρχι- 
κὸν ϑεώρημα ἀνήκει εἰς τὸν Ε. μετπποΐπε (Ν. Α΄, 1869, σ. 97, ζτμ. 
908) λύσεις αὐτοῦ ἐδόθησαν εἰς τὸν αὐτὸν τόμον, σ. 174, ὑπὸ 
τῶν ΕἸρα Βατίοϊοτηδο καὶ Κίερετί, ὡς καὶ ὑπὸ τοῦ Μοτεὶ εἰς σελ. 317, 

Σχετικὸν πρὸς τὸ θέμα αὐτὸ εἶναι καὶ τὸ ζήτημα 279, τεθὲν 
ὑπὸ τοῦ Ῥταπεὶ εἰς τὸ [π|. ἀ. γκαί., ὡς καὶ ἡ ἀπάντησις εἰς αὐτὸ 
τοῦ [Ιειποὶπες (1894, σισ. 151] καὶ 223). Εἰς τὸ ἴδιον περιοδικὸν 
ἀναφέρεται καὶ σχετικὴ ἐργασία τοῦ 5. Καπίοτ. 

Θὰ ἥτο προτιμότερον τὸ οημεῖον αὐτὸ Ν᾽ νὰ ὀνομάζεται ση- 
μεῖον τοῦ Μαίβοί. ᾿Ἐπειδὴ- τὸ ἁρμονικὸν τϑτράπλευρον ἔχει ἤδη τὸ ση- 
μεῖον τοῦ Ἰ,οπιοῖπα αὐτοῦ. ὶ 
- 3) Θὰ ἠδύνατο νὰ ἀναφέρῃ τις πολυαρίθμους . ἰδιότητας τοῦ 
ἀγγραν βου τετραπλεύρου. ᾿Ιδοὺ μερικαὶ ὑποδείξεις : Ν, Α., 1901, 
σ. 374 ὑπὸ Ε. Τερτεπά" 1904, σ, 400, ὑπὸ εοΣ θ᾽ 1908, σ. 442, 
ὑπὸ Ἀ. Ὀείευϊ. Μαιμοδὶθ, 1904, σ, 77, ζτμ. 1442: σ. 79, πὸ 1141. 

Εἰς τὸ περιοδικὸν τοῦ Ο. ἀς ΤοπρομαπιρΒ εὑρίσκονται πολυά- 
σιβιοι τύποι σχετικοὶ πρὸς τὸ ἐγγράψιμον τετράπλευρον (. Μ. Ε., 
1497, σ. 9, 32, 53, 78, 111, 134, 151, 174, 1,εοοςᾳ). Εἰς τὸν ἴδιον τό- 
μον ὑπάρχουν καὶ ἄρθρα πολὺ ἐνδιαφέροντα τοῦ Α. Αὐδτν ἐπὶ τῆς 
Οὐοπιῤίτίο ἀο ἰα Μεδιίνε. 


Θεώρημα 388 -- ΠΠ1 


1377 ὃ. Τὸ τετράπλευρον τὸ ἔχον ὡς κχορνφὰς τὰ κέντρα βάρους 
τῶν τεσσάρων τριγώνων ΑΒΓ κλπ. ἑνὸς τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, εἶναι 
δ αν μον ΤῊΣ αὐτό. (7. ἀ. Μαϊβέτιαεϊυεβ τοῦ ψαϊθετι, 1998 - 1906 
σ. 44, τὸ ; κ 
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Θεώρημα 889 


1278. ᾽Εὰν δύο πολύγωνα εἶναι τοιαῦτα, ὥστε : 1) εἶναι ὅμοια, 3) αἱ 
ὁμόλογοι αὐτῶν πλευραὶ εἶναι παράλληλοι καὶ 8) αἱ ἀποστάσεις τῶν 
ὁμολόγων πλευρῶν ἀπ᾽ ἀλλήλων εἶναι ἴσαι, ταῦτα εἶναι περιγράψιμα 
εἰς περιφερείας (Βοτάοπ!.--- Ν. Α., 1860, σ. 306). 

Τὰ δύο πολύγωνα εἶναι ὁμοιόθετα. Ἔστω Ο τὸ κέντρον ὁμοιό- 
τητος ἢ ὁμοιοθεσίας αὐτῶν καὶ Ρ, Ρ΄ 
καὶ π; π΄’ αἱ ἀποστάσεις τοῦ Ο ἀπὸ 
δύο ζευγῶν διαδοχικῶν ΡΟ ΚΟΥΟΥ 
πλευρῶν ΑΒ, Α΄Β’ καὶ ΒΓ, Β’΄Γ΄. 

᾿Επειδὴ αἱ κάθετοι αὗται εἶναι 
ὁμόλογοι εὐθεῖαι, θὰ ἔχωμεν 

Ρ  π ρΡ-»ρΡ᾽ π--π’ 
στ π᾿ τσ π΄ 

᾿Αλλ' αἱ διαφοραὶ Ρ -- Ρ΄, π-- π’ 
εἶναι ἴσαι ἐξ ὑποθέσεως" ἄρα Ρ΄--π΄, 
Ρ-Ξπ καὶ αἱ πλευραὶ τῶν πολυγὠ- 
νων ἐφάπτονται περιφερειῶν ἐχου- 
σῶν κοινὸν κέντρον τὸ σημεῖον Ο, 


Παρατηρήσεις. 1), Τὰ πολύγωνα θὰ 
εἶναι ἐγγράψιμα ἐὰν ΑΒ-ΕΒΓ, κλπ. 
2) Ἧ ἀνωτέρω πρότασις διατυποῦται καὶ ὡς ἑξῆς : Δύο πολύ- 
γωνα ὅμοια καὶ τῶν ὁποίων αἱ ὁμόλογοι πλευραὶ εἶναι πσράλλη- 
λοι καὶ εἰς ἴσας ἀποστάσεις μεταξύ τῶν, εἶναι περιγράψιμα εἰς 
ὁμοκέντρους περιφερείας. 
Θεώρημα 390 


1279. "Ἐὰν τρεῖς περιφέρειαι ἔχουν χοινὴν χορδὴν ΑΒ, ἐπὶ πάσης 
τεμνούσης αὐτῶν ΑΜΟΝ, ἀγομένης 
δι᾽ ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς καὶ 
τεμνούσης τὰς περιφερείας εἰς Μ, 
Ο, Ν, ὁρίζονται ἐπ' αὐτῆς δύο τμή- 
ματα ΟΜ, ΟΝ ἔχοντα λόγον στα- 
ϑερόν. 

'᾿Αρκεῖ νὰ “ἀποδείξωμεν ὅτι τὸ 
σχῆμα ΜΟΝΒ μένει ὅμοιον ἑαυ- 
τῷ κατὰ τὴν μεταβολὴν τῆς διὰ 
τοῦ Α τεμνούσης. 

Αἱ γωνίαι εἰς τὰ Μ, Ο, Ν δια- 
τηροῦν σταθδερὰ μεγέθη, ἐπειδὴ 


“΄“ἦ ΄ςΠς 
αἱ Ο καὶ Ν᾿ βαίνουν ἐπὶ σταθε- 


Σχ, 805. 


«΄ς 
ρῶν τόξων καὶ ἡ Μ εἶναι παραπληρωματικὴ τῆς ἐπίσης ἐπὶ στα- 
θεροῦ τόξου βαινούσης α΄Β. Εἶναι ἑπομένως ὁ λόγος ΟΝ 


σταθερός. 
1279 α. Παρατηρή 1) Καὶ οἱ λό ΒΜ. ΒΜ, κλπ. εἶναι 
α. Παρατηρήσεις. γοι ἘΠ᾿ Βδ᾽ Ἵ 


ἐπίσης σταθεροί. 


